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FrÉlEgE 


Este libro se escribiô pensando hacer de él un libro de texto para un 
segundo curso de matemâticas a nivel universitario. Presupone una 
introducciôn al câlculo de funciones reales de una variable real. Aunque 
es el segundo volumen de una sérié no supone, sin embargo, que el 
estudiante debe haber estudiado el volumen I, Introducciôn al anâlisis , de 
los mismo autores. Pero si suponemos que el lector ha estudiado el sistema 
de los numéros reales y esta familiarizado con sus propiedades fundamentales 
y que también le son familiares las ideas de limite, derivada e intégral. 

Este nuevo volumen ofrece al estudiante otra oportunidad para aumentar 
su comprensiôn y apreciaciôn de las ideas fundamentales del anâlisis. La 
geometria y el câlculo se extienden en dimension con los vectores 
rc-dimensionales. Mucho de este material debe ser ya familiar al estudiante, 
pero aqui aparece en un contexto mâs general. Le presentamos al lector 
numerosas extensiones y nuevas técnicas e introducimos nuevos e impor¬ 
tantes conceptos. 

Nosotros vemos el anâlisis no solo como matemâticas, sino también 
como un instrumento de la ciencia. Segun nos ha parecido posible y prâctico 
presentamos el anâlisis a la luz de las matemâticas contemporâneas. La 
técnica es importante y necesaria tanto para el matemâtico como para el 
que usa las matemâticas, pero si algo nos ha ensenado la marcha del 
desarrollo cientifico, ello ha sido la supremacia de las ideas. Las ideas y las 
relaciones de las ideas hacen interesantes e inteligibles las matemâticas; la 
apreciaciôn de las ideas las hace utiles. 

El texto estâ dividido en forma que creemos natural, en cinco unidades, 
y es posible adaptarlo a una extensa variedad de cursos. 

En los capitulos 1 y 2 se discuten el âlgebra de los vectores en el espacio 
«-dimensional y la geometria del espacio «-dimensionai con énfasis particular 
en el espacio de très dimensiones. Para los estudiantes ya familiarizados con 
los vectores y el enfoque vectorial de la geometria bidimensional, los 
primeros dos capitulos le procuran un repaso de este conocimiento, al mismo 
tiempo que extienden sus ideas a dimensiones mâs altas. Para taies 
estudiantes, el tiempo que deben dedicar a estos capitulos puede ser muy 
breve. Para los que no estén familiarizados con los vectores y el enfoque 
vectorial de la geometria es para los que hemos elaborado estos capitulos 
ampliamente. 

Los capitulos 3, 4 y 5 estân fundamentalmente dedicados a generaiizar 
el câlculo diferencial de funciones reales de una sola variable real para los 
easos donde el rango es un conjunto de vectores, donde Io es el dominio, 
y donde tanto el dominio como el rango lo son, respectivamente. Estos 
capitulos proporcionan al estudiante o port unidades adicionales de conseguir 
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una mejor comprensiôn de los conceptos de limite, continuidad y derivada, 
que aparecen como generalizaciones naturales a espacios de mas alta 
dimension. 

En ios capitulos 6 y 7 se generaliza el câlculo intégral de funciones reales 
de una variable real a las funciones reales de un vector, es decir, a funciones 
reales de diversas variables reales. Se estudian primero las intégrales dobles 
y se da a continuaciôn un breve tratamiento de las intégrales triples. En la 
secciôn 19 del capitulo 6; se enuncia la mayoria de los resultados de las 
secciones anteriores del capitulo, pero para //-dimensiones se indican eu aies 
serân las modificaciones que deben hacerse en las pruebas anteriores. 
En el capitulo 7 introducimos las funciones de conjunto (sobre familias de 
conjuntos) y probamos teoremas anâlogos a los teoremas fundamentales del 
câlculo. Obtenemos después la formula para el cambio de variables para 
las intégrales triples; primero para eambios lineales y luego para trans- 
formaciones de clase C 1 . 

Los capitulos 8, 9 y 10 tratan de sucesiones, sériés infinitas y el topico, 
mtimamente relacionado con los anteriores, de las intégrales impropias 
(infinitas). En el capitulo 8 se présenta una extensa discusion de las sucesiones 
como previa al tratamiento de las sériés infinitas del capitulo 9. En la 
secciôn 7 del capitulo 8 se prueban algunos teoremas sobre funciones 
continuas de un vector (funciones de diversas variables reales). Estos 
resultados se han estado usando sin prueba en partes anteriores del libro, 
pero siempre haciendo referencia a esta secciôn. El capitulo 10, aunque 
estrictamente no dépende de los capitulos 8 y 9. hace uso de la analogia 
entre sériés infinitas e intégrales impropias. Aparté del estudio de las 
intégrales impropias, en el capitulo 10 se derivan también algunas 
propied ad es de las intégrales definidas dependientes de un para métro. 

En los capitulos 11 y 12 se introducen las ecuaciones diferenciales. 
El capitulo 1 1 comienza con las ecuaciones lineales de primer orden. Sigue 
a esto una discusion de los sistema lineales bidimensionales con coeficientes 
constantes. Los resultados para las ecuaciones lineales de segundo orden con 
coeficientes constantes se obtienen directamente partiendo del trabajo 
previo sobre sistemas bidimensionales. Los métodos aqui usados pueden 
generaîizarse fâcilmente a sistemas de dimension mayor y a ecuaciones de 
orden mas alto. Siguen después discusiones sobre oscilaciones lineales, 
ecuaciones exactas y curvas intégrales. El capitulo 12 comienza con la 
discusion de un teorema de punto fijo y nos lleva al teorema de existencia 
y unicidad de Picard-Lin de lof para las ecuaciones diferenciales. La défi ni ci on 
de funciones por ecuaciones diferenciales y el estudio de las propiedades de 
taies funciones se ilustra a continuaciôn. Concluye el capitulo con una 
introducciôn al estudio de un topico intime mente relacionado con el 
precedente; el de las sériés y las aproximaciones de Fourier. 

Estamos profundamente agradecidos a los profesores René DeVogelaere. 


Prôiogo 


7 


Lester Lange y Richard Otter por sus rnuchos y utiles comentarios y 
sugerencias al comienzo de este trabajo; al profesor Richard Bishop que 
leyé cuidadosamente todo el manuscrite en un primer borrador y nos dio 
una lista de errores y comentarios; y al profesor Harley Flanders que nos 
hizo numerosas sugerencias después de revisar el manuscrito. Apreciamos 
también en todo su valor 1 as oportunidades dadas por la Universidad de 
Notre Dame y el Colegio de Boston al permitirnos experimentar en nuestras 
câtedras. Aunque J. P. LaSalle no participé en estos experimentos, tomo 
parte en el planeamiento y la primera redaccién de este volumen y préparé 
ei manuscrito de los capitulos 11 y 12. Una palabra final de gratitud a 
nuestros estudiantes que, desde 1957, han estado usando este libro en 
ediciones preliminares y nos han permitido calibrar la conveniencia de 
nuestra presentacién. 

N. B. Haaser 

J. A. Sullivan 
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1. INTRODUCCIÔN 

En los asuntos cotidianos de nuestras vidas y aün mas en la ciencia 
es ütil e incluso a veces esencial describir con numéros objetos, eventos 
y fenômenos. En algunos casos un solo numéro nos basta. Por ejemplo 
la distancia entre Nueva York y Londres puede darse por un solo numéro. 
Sin embargo, la localizaciôn de una ciudad sobre la Tierra requiere dos 
numéros, y la localizaciôn de.un objeto en el espacio requiere très. En la 
fisica, magnitudes taies como fuerza, desplazamiento, velocidad, aceleraciôn 
y momento pueden especificarse por très numéros. Hay muchos ejemplos 
en que, para describir una situaciôn fisica, se necesitan mas de très numéros. 
Por ejemplo, para localizar una particula en el espacio y el tiempo se 
necesitan cuatro numéros. La descripciôn del estado del mercado de valores 
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o el estado de un circuito eléctrico pueden fâcilmente exigir el empleo de 
miles de numéros. 

Todos los ejemplos anteriores en que una coleccion de numéros especiiica 
una magnitud fisica o una situaciôn fisica, quimica, econômica o social, 
son ejemplos de vectores. Como en el caso de los numéros reales, sobre los 
veclores podemos définir operaciones. El conjunto de todos los vectores 
especificados por un numéro fijo de numéros reales con ciertas operaciones 
bâsicas definidas sobre estos vectores, se llama espacio vectorial y el estudio 
de estas operaciones sobre los vectores se llama algebra vectorial o lineal. 
El numéro de numéros reales necesarios para especificar los vectores en 
un espacio vectorial es la dimension del espacio. Asi, un vector en el espacio 
de dimension cuatro es una cuaterna de numéros reales y, en general, un 
vector en un espacio /z-dimensional es una n -ada de numéros reales. 

Como las operaciones que deben definirse sobre los vectores y sus 
propiedades bâsicas no dependen de cuâl sea la dimension del espacio, 
comenzamos con el estudio de las propiedades algebraicas de los espacios 
vectoriales /z-dimensionales. En el prôximo capitulo, usaremos el algebra 
de los vectores en el espacio tridimensional en el estudio de la geometria 
analitica sôlida. En los capitulos que siguen nos ocuparemos principalmente 
de los vectores en los espacios de dos y très dimensiones. 


2. VECTORES 

2.1 Definiciôn. El espacio vectorial n-dimensional V n es el conjunto de 

îodas las n-adas de numéros reales , a las que denotaremos por x = (.y, __a„), 

_v f eR, 1 (/ = 1, ..., n) y llamaremos vectores , donde las relaciones de igualdad 
y las operaciones de adiciôn y de multiplieaciôn por un numéro real se definen 
como signe : 

2.2 Igualdad de vectores. Si x — (.y, , ..., x n ) y y = ( y { _y„) son vectores 

en V n , enfonces 

x = y si x j — y j para todo i — 1. n. 

2.3 Adiciôn de vectores. Si x = (a*, __v„) y y = (y,. y n ) son vectores 

en K n , enfonces 

x + y = (.y, + y j--Y„ + y„). 

2.4 Multiplieaciôn de un vector por un numéro real. Si x = (a ,, .. ., x n ) es 

un vector en V n y r es un numéro real , enfonces 

rx = (r. y, , ..., rx n ). 

1 En todo este volumen representaremos ai conjunto de los numéros reaies por R. 
La notaciôn x ( e R se lee “x t pertenece a R”, “a-, es un elemento de R", o en forma mâs 
breve “a ( esta en R”. 
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En este libro los vectores se representan con letras negritas, x. Los 
vectores suelen también representarse por simbolos taies como: x, x, x, o x. 
El numéro x,- se lîama /-ésiitio componente del vector 

x = (x,, ..., x„). 

La relaciôn de igualdad y la operaciôn de adiciôn y multiplication por un 
numéro real pueden expresarse verbalmente como sigue: 

2.2' Dos vectores de V n son iguales si sus componentes correspondientes 
son iguales . Por ejemplo, el vector x = (4, 0, —8, 4, 7) no es igual al vector 
y = (4,0, -8,7,4). 

2.3' La suma de dos vectores es el vector obtenido sumando los componentes 
co r resp on dien tes . 

Por ejemplo, si x = (3, 16, —2, 6, 10) y y = (34, —16, —4, 5, 27), entonces 

x + y - (3 + 34, 16 + (-16), -2 + (-4), 6 + 5, 10 + 27) 

- (37, 0, -6, 11, 37), 

2.4' El producto de un numéro real r por un vector x es el vector que se 
obtiene al multiplicar cada componente de x por el numéro real r. 

Por ejemplo, 

K-l.0,8) = (i(-l),±(0),i(8)) = (-1,0, 4). 

Como las operaciones de adiciôn de vectores y multiplicacion de un 
vector por un numéro real son operaciones sobre los componentes de los 
vectores y los componentes son numéros reales, las propiedades algebraicas 
de los numéros reales inducen ciertas propiedades algebraicas correspon¬ 
dientes en V n . 

2.5 Ejemplo. Establézcase la ley conmutativa para la adiciôn de vectores: 
x + y = y + x para todos los vectores x, ye V n . 

Soluciôn. Sean u = x + y y v = y + x. Entonces, segün 2.3 

u x — x,- + yi , Vi = y / + x,• (/ = 1, 

Segün la ley conmutativa para la adiciôn de los numéros reales 

u î = t'i (/ = I. n). 

Y 

Por tanto, de acuerdo con 2.2, u — y, es decir, x + y = y + x. 

2.6 Ejemplo. Demuéstrese que: 0 = (0, ..., 0) es el ünico vector con la 
propiedad de que x + 0 = x para toda xe V n . 

Soluciôn. Es claro que x + 0 = x para toda xe V n . Supongamos que 0' es 
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otro vector con la misma propiedad: y + 0' = y para todo ye 1 Entonces, 

tomando x = 0' y y = 0. de acuerdo con el ejemplo 2.5 obtenemos 

0' - 0 +0 - 0 + 0 = 0. 

De donde 0 es el ünieo vecior con esta propiedad. 

2.7 Ejemplo. Establézcase la siguiente ley distri buti va para vectores: 

r(x + y) = rx + ry para cualesquiera x. ye V n y todo re R. 

Sol uc ion 

r(\ + v) = /' ( -v | + r.v,,+ r,,) [2.3] 

= (/'(.v, +3 i ). r(\ n +y„)) [2.4] 

= (r.Vj + rv,.rv„ + ry n ) [ley distr i b ut i va para R 

= (r.v.A-.v„) + (/-j,. ..., ry„) [2.3] 

= rx + r y. [2.4] 

Y esto compléta la prueba. 

De modo anâlogo al empleado en los anteriores ejemplos. cada una de 
las siguientes propiedades algehraicas jündamentales del espacio vectorial 
//-dimensional V n se pueden establecer con facilidad: 

2.8 Teorema 

Aj . Para x y y de V n cualesquiera , x + ye V n . 

A 2 . Para cualesquiera x y y en V n , x + y = y + x. 

A ,. Para cualesquiera x, y y i en V n , (x + y) + z = x + ( y + /). 

A 4 . Ha y un y solo un vector en V n —denotado par 0 y llamado vector 
cero--. con la propiedad de que 

x + 0 = x para toda. xe V n . (0 = (0, — 0).) 

A s . Para cada x e V n ha y un vector ünieo - denotado por ~x — con la 
propiedad de que 

x + ( — x ) = 0. ( — x = ( — 1 ) x. ) 

S, . Para todo xe V n y todo re R, rxe V n . 

5 2 . Para todo x e V n , 1 * x = x. 

5 3 . Para r y s pertenecientes a R cualesquiera y todo xe V n , r(sx) = (rs)x. 

5 4 . Para cualesquiera r. ve R y todo x e V n , (r + s) x — rx + sx. 

S s . Para todo re R y cualesquiera x. y e V n , r(x + y) — rx + ry. 

Las propiedades A,, A 4 y S 5 se establecieron en los ejemplos 2.5, 2.6 y 2.7. 
Las pruebas de las restantes propiedades son también sencillas consecuencias 
de las propiedades de los numéros reales (problema 2). 
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Nota. Las propiedades A, a A 5 del teorema 2.8 implican que el 
conjunto de vectores «-dimensiortales es un grupo conmutativo bajo la 
operaciôn de adiciôn. 

La sustracciôn de vectores puede definirse en términos de adiciôn del 
siguiente modo. 

2.9 Definiciôn (sustracciôn). Para x. ye V n cualesquiera 

x~y - x + ( — y); 

es decir , x-y = (a , ..y„- y n ). 

Problemas 

1. Sean a - (3, -5, 4), b - (2, 5, 7), c - (0, 2, I), P 0 = (0. 5, 6), y 
P, - ( — I, — 5, 2). 

Encuéntrense : 

a) a + b b) a —b 

c) 3a + 4b — 3c d) x si 4x + a = 3b 

e) Po + KP.-Po) /) i(P 0 + P.) 

g) P 0 4- / a ; / — 0, + 1, +2, +3 

b) Pq -bsa 4- tb ; {s\ t) — (0, 0), ( 1, 0), (0, 1 ), ( L I ), ( — L — 1 ). 

2. Pruébense las siguientes partes del teorema 2.8: 

a) A, b) A 3 c) A^ d) S! 

e) S 2 /) S 3 g) S 4 . 

3. Demuéstrese que: Ox = 0 y rO = 0. 

4. Demuéstrese que: 

a) si a-h b = a + c, entonces b = c 

b) si rx = 0, entonces r = 0 o x = 0' 

c) si rx = sx y x# 0 , entonces r — s 

5. Demuéstrese que: Si / ^ 0, entonces 

va + /x — b 
l 

tiene la ünica soluciôn x = - (b — va). 

6. Resuélvanse: 

a) 2(0, 3)4-8x - (1, -7) 

b) —3(1, — 3, 5) + 2x - 5(0, -2, - l) + 3x 

c) 3 [x — (8. -3, -2, I)] = 6(7,0, - 5, -10) 
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7. En cada una de las siguientes ecuaciones determinese si hay o no 
numéros reales r que las satisfagan: 

a) (3, -2) = r( 6,4) b) (3, -2} = r{~ 6,4) 

r) r(l, -12,8, 13) - (3, -36,24,40) 

</) r(4, 2, 0, 5) + 3(4, -2,6,0) - 2(6, -3,9,0) 

e) 2r{4. 6, - IO) + 3(-2, 4, 8) - 2(-3, 6. 12) + 4r(2, 3, -5). 

8. En cada una de las siguientes ecuaciones encuéntrense todos los 
numéros reales r y s que las satisfacen: 

a) r{ 3, — 2)-h a(6, 4) = 0 b) r( 3, -2) + s(6, -4) - 0 

c) r(S, -2, 14)+J(- 12, 3, 2) - ü 
<0 (5, 5) = r(5, l) + *(3, 5) 
e) (11, 14, -2) = r(3,0, -5) + j( 1, -2, -4). 

3. REPRESENTAC1ÔN GEOMÉTRICA DE LOS VECTORES 

En esta secciôn discutiremos las ideas geométricas intuitivas que estân 
en el fondo de! algebra vectorial y que nos guian en la construcciôn de 
nuestro modelo analitico de espacio euclidiano «-dimensional. Describiremos 
el modo en que los vectores en el espacio tridimensional pueden representarse 
por “fléchas" (también se les denomina “segmentos dirigidos"). Mediante 
construcciones con estas fléchas posteriormente dibujaremos diagramas que 
ilustren el algebra vectorial. Aunque esta imagen de un vector como objeto 
geométrico concreto esta limitada a los espacios vectoriales uni, bi, o 
tridimensionales, el lenguaje utilizado para los vectores de los espacios 
n-dimensionales se dériva de esta representacion geométrica. 

Escojamos en un espacio tridimensional (figura 1): 1) un punto O; 

2) très rectas perpendiculares entre si X 2 y X 3 que pasen por O; 

3) direcciones positivas sobre estas très rectas; y 4) una unidad para medir 
las distancias. Un sistema como el descrito se llama “sistema cartesiano" 
o de “coordenadas rectanguiares". Convenimos desde ahora en que siempre 
limitaremos nuesîras Hustracion.es a sistemas de coordenadas levôgiros o 
“de mano derecha". Esto significa que las direcciones positivas de las très 
rectas (llamadas “ejes") han sido escogidas de tal modo que cuando 
el pulgar de la mano derecha apunta en la direcciôn positiva del eje X ] y el 
dedo indice (de dicha mano) apunta en la direcciôn positiva del eje X 2 , 
el dedo cordial (el de en medio) puede senalar la direcciôn positiva del eje X 3 . 
Los sistemas levôgiros de coordenadas pueden también describirse diciendo 
que la rotaciôn en el piano A, X 2 de 90 J de la semirrecta positiva del eje X x 
a la semirrecta positiva del eje X 2 es contraria a la direcciôn de giro de las 
manecillas del reloj (es “hacia la izquierda". es decir, levôgira) cuando se ve 
desde la semirrecta positiva del eje X 3 . Aunque no usaremos sistemas de 
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coordenadas dextrôgiros en este libro, estos sistemas son de uso comün en 
muchas ocasiones y pueden describirse reemplazando en las descripciones 
anteriores las palabras “mano derecha” y “contraria a la direcciôn de giro 
de las manecillas del reloj” por “mano izquierda” e “igual a la direcciôn 
del giro de las manecillas del reloj”, respectivamente. 




FIGURA 1 

Dado un vector a — (a { ,a 2 ,a 3 ) en V 3 , construimos una flécha que 
représente el vector a como sigue (figura 1): elegimos un punto arbi- 
trario P 0 ; nos movemos la distancia a } paralelamente al eje X , desde P 0 y 
localizamos el punto P, (el numéro a x es una distancia dirigida; a { positive 
significa que debemos movernos en la direcciôn positiva del eje X x v a x 
negativo que debemos movernos en la direcciôn opuesta); de nos 
movemos la distancia dirigida a 2 paralelamente al eje A 2 y localizamos asi 
el punto P 2 ; nos movemos de P 2 la distancia dirigida a 3 paralelamente 
al eje X 3 y localizamos el punto P 3 . La flécha de P y *a P 3 , que también 
denotaremos por a, es una representaciôn geométrica del vector a. A P 0 se 
le llama punto inicial de la flécha a y aî punto P 3 su punto terminal. 
Reciprocamente, dada una flécha de P 0 a P 3 , construyendo un paralelepipedo 
rectangular del que P 0 y P 3 sean vértices opuestos y con caras paralelas 
a los pianos X x X 2 , X 2 X 3 , y X 3 X t , un vector a = (a l9 a 2 ,a 3 ) puede 
asignarse a una cualquiera de taies fléchas. 

Al construir la flécha que représenta un vector a, elegimos arbitrariamente 
el punto inicial P 0 . Un mismo vector a puede estar representado por fléchas 
diferentes. En algunas aplicaciones se establecen restricciones sobre la 

localizaciôn de P 0 . Por ejemplo, puede ser que se especifique cuâl ha de 

\ 
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ser ei punto inicial. Si el punto inicial es ei origen O. cl vector se llama 
"radio vector”. En cualquier caso. el vector a = {a } , a 2 , détermina lanto 
la longitud como la direccion de la flécha; dos fléchas cualesquiera que 





representen el mismo vector a serân de la misma longitud (magnitud) y 
apuntarân en la misma direccion. Es en este sentido que se dice que un 
vector especifica una "magnitud” y una "direccion”. 

La suma a+b = (a, + /?,. a 2 +b 2 , a 3 + b 2 ) de un par de vectores en V 2 
esta ilustrada en la figura 2. El punto inicial de b se coloca en el punto 
terminal de a. La flécha a + b es entonces la flécha que tiene como 
punto inicial el de a y como punto terminal el de b. 




FIGURA 3 


La figura 3 ilustra la multiplicaciôn de un vector a por un numéro real r. 
La flécha ra es paralela a la flécha a y su longitud es |r| veces la longitud de 
a; ra apunta en la misma direccion que a si r > 0, y si r < 0. la direccion 
de r a es la opuesta a la de a. 
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La figura 4 ilustra la ley conmulativa A 2 de la adiciôn de vectores. 
La suma a + b (figura 4) es una diagonal del paralelogramo cuyos lados 
son a y b. La otra diagonal esta relacionada con la diferencia de los dos 



vectores. Esto se ilustra en la figura 5. Los vectores a y b estân construidos 
con el mismo punto inicial. El vector a— b es, entonces, el vector del punto 
terminal de b al punto terminal de a. La figura 5 ilustra también que 
b + (a — b) — a. La ley asociativa A 3 se ilustra en la figura 6. 



Problemas 

1. Calcülese grâficamente lo siguiente: 

a) (3, -5) + (5, -3) b) (3, -5)-(2. 5) 

c) (1, l) + ( —2, 5) + ( — 3, -2) d) (1, I) + ( —2, 1) + (L —2) 

e) (cos 30°, sen 30°) 4- (cos 45 . sen 45 ). 

2. Demuéstrese grâficamente que hay numéros reales r y s que satisfacen 

c — ra -h s b 


donde 

a) a - (5, I), b - (3, 5), c - (5, 5) 

b) a = (2, - 1), b = (3, 2), c = (5, 2) 

c) a = ( — 1, -2), b = (~L 3), c = (4, 1) 
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d) a = ( — 2, 3), b = (4, - 1), c - (-3. 4) 

e) a — (1, i, 1), b = (1,0,0), c - (4,2,2) 

f) a = (J, i, 0), b = ( - ], 2, 0), c = (3, 5, 0). 

3. ^Qué condiciones sobre a, b y c nos aseguran que a, b y c son los 

lados de un triângulo? 

4. ^Cuâl es el significado geométrico de la ley distributiva S 5 del 
teorema 2.8 ? 


4. PARALELISMO DE VECTORES 

Al discutir la interpretaciôn geométrica de la multiplicaciôn de un vector 
por un numéro real, vimos que los vectores a y ra, donde r ^ 0, estân 
representados por fléchas que son paralelas (figura 3). Definimos ahora 
el paralelismo entre vectores. 

4.1 Definiciôn. Se dice que dos vectores en V n son paralelos si uno de ellos 
es igual al producto del otro por un numéro real . 

Obsérvese que como 0 = 0a para todo aef„, el vector cero es paralelo 
a todos los vectores. 

4.2 Definiciôn. Dos vectores dis tint os de cero a y b en V n se dice que tienen 
la rnisma direction si b = ru donde r > 0, y se dice que tienen direcciones 
opuestas si b — ra donde r < 0. 

4.3 Ejemplo. <[,Son paralelos los vectores (2, 1,5) y ( — 6, —3, — 15) ? 

Solucjôn. Como (-6, —3, —15) = —3(2, 1, 5), los vectores son paralelos 
y de direcciones opuestas. 

4.4 Ejemplo. ^Son paralelos los vectores (1, 3, 2) y (3, 9, 7)? 

Soluciôn, Si los vectores fueran paralelos, como ninguno de ellos es cero, 
cada uno de ellos séria paralelo al otro y habria un numéro real r tal que 

(1,3,2) = r(3, 9, 7). 

Pero esto implica que 3r = l,9r=3y7r = 2, y no hay ningün nûmero 
real r con esta propiedad. Por tanto, los vectores no son paralelos. 
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Problemas 

1. ^Cuâles de los siguientes pares de vectores estân en la misma 
direcciôn?, i eu aies son paralelos? 

a) (U), (2, 2) b) (3,8), (8, 24) 

c) (1,2, 1, -1), (-3, -6, —3, -3) 

d) (1, -2,2, — 1), ( —2, 4, -4,2) 

e) (5,7,2), (-15, -21, -6) 

f) (3, 9), (~4, -6) 

2. Pruébese que si c / 0 y si a y b son paralelos a c, entonces a y b 
son paralelos. (Vectores paralelos a un mismo vector no nulo son paralelos 
entre si.) 

3. Pruébese que si d = b + c y si b es paralelo a a, entonces d es 
paralelo a a si y solo si c es paralelo a a. Ilüstrese este resultado grâficamente. 


5. ORTOGONALIDAD DE VECTORES 

Sea a = (a l , a 2 , a 3 ) un vector en V 3 . En la secciôn 3 dimos una inter- 
pretacion geométrica del vector a como si fuera una flécha en el espacio 
(figura 7). Si el espacio es euclidiano y si los ejes son rectangulares 
(mutuamente perpendiculares), entonces el teorema de Pitâgoras se verifica 

y, por tanto, la longitud de la flécha que représenta a a es v + a 2 2 +a 3 2 - 
Como nuestra geometria tiene que ser euclidiana, definimos la longitud del 

vector a en V 3 como yja x 2 -\-a 2 2 +a 3 2 - Generalizando esta longitud 
euclidiana, introducimos la siguiente 




r 







26 


Algebra vectonal 


[Cap. 1 


5.1 Definicion. La longiluci de un vecior a = {a ,. a tj )e V n . denotada 

por |a|, tiene eomo definicion 



r « 1 

a| — \ n, 2 4- ... 4- a 2 — 

! 

CM 

-e 

_1 


Un vector de longitud igual a la unidad se llama vector unitario. A V n con 
la longitud que acabamos de définir se le llama espacio vectorial euclidiano 
«-dimension al. 

5.2 Teorema. Las propiedades fundamentales de la longitud de un vector 
son: Para a, be V n cualesquiera y para todo re R, 

5.3 |a| ^ 0; |a| — 0 si y solo si a — 0. 

5.4 |raf = \r\ |a|. 

5.5 | a -h b| ^ | a | -h | b| (desiguaîdad del triângulo). 

Prueba de 5.3. Por definicion, |a| ^ 0. Ahora bien | a| 2 — a { 2 j r... + aju y 

por tanto, si c/ ( - ^ 0 para un cualquier / = 1,_ ru entonces |a| ^ 0. Por 

tanto |a| =0 implica a x = 0. a n — 0, luego 

a = (a { , . a fl ) = (0, .... 0) = 0. 

Reciprocamente, si a = 0, entonces |a| = 0. 

Prueba de 5.4 

|ra| = \{ra x , ...,ra n )\ = v (ra j ) 2 + ... +(ra n ) 2 

~2 ~~ 2 ~, ~ 2 

~ Y r ’ Y Ü \ + + ü n 

= \ r 2 ■ [a| = )r| |a| . 

La prueba de la desiguaîdad del triângulo se da en la seccion 7 (pâg. \35). 
Entonces no nos sera dificil demostrar que, si a y b no estân en la misma 
direcciôn. entonces |a + b| < |a| + |b|, (a # 0, b ^ 0). Esta desiguaîdad 
corresponde al teorema geométrico: la longitud de un lado de un triângulo 
no degenerado es menor que la sunui de las longitudes de los otros dos la dos 
(figura 8). 
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Àdviértase que la notacion para la longitud de un vector es la misma 
que la usada para el valor absoluto de un numéro real. La razôn para 
haber elegido tal notacion es que las propiedades fundamentales del valor 
absoluto de un numéro real y las de la longitud de un vector son las mismas. 
En realidad, si consideramos a los nûmeros reales como vectores en V x , 
enfonces el valor absoluto es la longitud del vector unidimensional, es decir, 

kl = v r . 

Volviendo a nuestra imagen geométrica de los vectores, queremos 
motivar la definiciôn que acabamos de dar. La palabra “ortogonaT 
significa “en ângulo recto“ y es sinônima de “perpendicular”. Sean a y b 
los lados de un paralelogramo (figura 9). Los vectores a + b y a — b son las 



diagonales del paralelogramo. Expresada geométricamente, la definiciôn de 
ortogonaiidad podria ser: a es “ortogonaP a b si las diagonales del 
paralelogramo formado por a y b son de igual longitud, es decir, si 
el paralelogramo es un rectângulo. 

5.6 Definiciôn. Un vector a se ciice que es ortogonal a un vector b si 

|a + b| ■ |a — b|. 

Como |a + b| — |b + a| y |a — b| — |b-a|, es claro que a ortogonal 
a b implica b ortogonal a a. Por esta razôn se usa con frecuencia la expresiôn 
“mutuamente ortogonales”, Diremos también que, a veces, “a y b son 
ortogonales”. 

El vector cero tiene la propiedad muy especial de ser ortogonal a todos 
los vectores. 


5.7 Ejemplo. ^Son ortogonales los vectores a = (5, — 8, 3) y b = (2, 5, 10)? 


|a + b| = |(5, — 8, 3) + (2, 5, 10)| = |(7, -3, !3)| 

= n / 7 2 + (-3) 2 + 13 2 = v 227 
la — b| = |(5, —8, 3) —(2, 5, 10)| = |(3, -13, -7)| 
= v 3 2 + ( - 13) 2 + ( —7) 2 = N 22? . 


SOLUCIÔN 
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Como |a + b| — |a — b|, los vectores son ortogonales. 

5.8 Ejemplo. ( ;Los vectores a = (-2,6,4, -3) y b = (3. 1. -1) son 

ortogonales? 


Soluciôn 

|a + b| - |(1, J 2 3 . 5, -4)[ - v 1 4-4° +25+ 16 = v /42 + - 1 f-- 
|a-b| = |(-5, -V, 3. -2)| - v 25 + - L f L +9 + 4 - v 38+ 'f-C 
Como |a + b| + |a— b|, los vectores no son ortogonales. 


Problemas 


!. Si a = (3, 0. 5), b = (2, — 1, 

a) a b) b 

e) 3 a /) — 3 (a — b) 

/) a/1a| /) b/|b| 


2. 

Demuéstrese 

que j 

— a | = 

a . 

3. 

Demuéstrese 

que 

|a| — | bj 

<c; 

4. 

Determinese 

si los 

siguientes p 

a) 

(-1, 3, -3) 

y (3, : 

3, 2) 


b) 

(1,0, 0) y (0, 

1,0) 



c) 

(2, 8, 4) y (0. 

0, 0) 



ci) 

(3, 2.0) y (1. 

1.0) 



3), calcülese la longitud de: 


c) a+b 

d) 

a — b 

-C 

—■«*4 

! 

h) 

3a-ib 

a b 

k) (a + b)/ a + b 

/) 

| a | + |b| 


— b| para todo a, be V n . 

res de vectores son ortogonales. 


5. a) Demuéstrese que a + b y a — b son ortogonales si y solo si |a| = |b|. 

b) <,Cuâl es la interpretaciôn geométrica del problema 5 al 

6. <;,Qué es lo que puede concluirse si se sabe que un vector es perpen- 
dicular a si mismo? 


7. Encuéntrense todos los vectores ortogonales a 

a) (3, 6) b) (2, - 1) 

c) (a i . a 2 ) ci) (2, 3. — 1 ) 

1 

8. Demuéstrese que si a es un vector distinto de cero, entonces y- a es 

N 

un vector de longitud igual a uno que esta en la direcciôn de a. A un vector 
de longitud igual a la unidad se llama vector unitario. 

9. Encuéntrense los vectores unitarios en la direcciôn de: 

a) (1. 1) b) (1. - El) c) (2, 3, -7) 



6 


El producto escalar 


29 


10. Demuéstrese que si a y b son vectores distintos de cero, entonces 
a ortogonal a b implica que a no es paralelo a b, y, reciprocamente, a paralelo 
a b impjica que a no es ortogonal a b. 


6. EL PRODUCTO ESCALAR 

Nuestra definicion de ortogonalidad de un par de vectores a = (a } ,..., a n ) 
y b = (b es équivalente a afirmar que la diferencia de Ios cuadrados 
de las longitudes de las diagonales a + b y a — b del paralelogramo de 
lados a y b es cero; es decir, 

|a + b| 2 — |a — b| 2 = 0. 

Como 

n n 

6.1 ja + b| 2 — |a — b| 2 = Y ( a k + b k) 2 ~ Y ( a k~ b k) 2 

k- 1 k = 1 

n 

= Y (“ k 2 + 2a k b k + b k 2 -a k 2 + 2a k b k -b k 2 ) 

k= l 

n 

= 4 Y a kh k - 

k = i 

la ortogonalidad de los dos vectores a y b es équivalente a la anulaciôn 

n n 

de £ a k b k . Esta expresion ^ a k b k es de considérable importancia en 

k- 1 k =1 

âlgebra, geometria y fisica, y es por ello que se le ha dado un nombre especial. 

6.2 Definicion. El producto escalar a • b —léase kk a producto escalar b”, 
“a punto b”, o simplemente , “a por b”— de dos vectores a, be.K n , donde 
a — (a,, ..., a fJ ) j b = (6j, ..., 6J, es/n definido por 

n 

a ' b = Y a k b k = a \b\ + ... + a„b„. 

k - 1 

Notese que el producto escalar de dos vectores no es un vector, es un 
numéro real. En fisica, magnitudes taies como la longitud, el trabajo, la 
masa, la temperatura, etc., se llaman magnitudes “escalares” ; tienen 
magnitud, pero no direccion y quedan especificadas (medidas) por numéros 
reales. En matemâticas, a menudo se usa el término “producto interior 11 
en lugar del término “producto escalar”. Otro nombre para este producto 
—sugerido por la notacion— es el de “producto punto”. 

La ecuacion 6.1 puede escribirse ahora: 

6.3 |a + b| 2 — |a — b| 2 = 4(a * b) ; 
y podemos enunciar: 
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6.4 Teorema. Dos redores a y b son orîogonales si y solo si a • b = 0. 

6.5 Ejemplo. Apliquese el criterio que acaba de enunciarse para estudiar 
la ortogonalidad en los ejemplos 5.7 y 5.8. 

SOLUCIÔN DH 5.7 

a * b = (5, -8. 3) * (2, 5, 10) - 10-40 + 30 = 0. 

Por tanto, los vectores son ortogonales. 

SOLUCIÔN DH 5.8 

a * b = ( - 2, 6, 4, - 3) • (3, ^ , L - 1 ) = -6 + 3+ 4 4-3 = 4# 0. 

Por tanto. los vectores no son ortogonales. 

6.6 Teorema. Las propiedades fondamentales del producto escalar son: 

6.7 a • b - b • a 

6.8 (ra) • b = r( a • b) 

6.9 a • (b, + b 2 ) = a • b, +a • b, 

6.10 a * a > 0; a * a = 0 si y solo si a — 0. 

La propiedad 6.7 alirma que la ley conmutativa se verifica para el 
producto escalar y la 6.9 que también se cumpîe la ley distributiva. La 
propiedad 6.10 se ve que es una reformulaciôn de la propiedad 5.3 de |a| 
ya que 

n 

6.11 a * a = Y, ü k 2 = |a 2 . 

k = i 

La propiedades 6.7, 6.8 y 6.9, son simples consecuencias de las propiedades 
de los numéros reales (problema 4). 

Mostramos ahora que las definiciones de longitud y ortogonalidad 
implican el teorema de Pitâgoras. 

6.12 T eorema. a es ortogonal a b si y solo si 

|a + b| 2 = |a| 2 + | b| 2 . 

Pruhba. De acuerdo con las propiedades fundamentales del producto 
escalar, 

|a + b| 2 =(a + b)*(a + b) 

= a • (a + b)+ b • (a + b) 

=a-a+a-b+b-a+b-b 

= | a| 2 -c 2 a * b+ jb| 2 . 
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Vemos pues que | a -j~ b| 2 = |a| 2 + |b| 2 si y solo si a * b = 0; es decir, si y 
solo si a es ortogonal a b. 


Problemas 


1. Sean a == (3, 0, 5), b = (2, - 1, — 3), P 0 = (1, -2, I ), y P, 


Eneuéntrense 



a) a • b 

c) b * (Pj — P 0 ) 

e) a • a 

g) (a + b) ■ (a- b) 


h) a • (P, — P 0 ) 
ci) (a + b) ■ (P, -P 0 ) 

f) b * b 

h) |a + b| 2 


2. Determinese si los siguientes pares de vectores son ortogonales. 

a) (2, I, -3, 4) y (3, 4, 2, - 1) 

b) (3,2,0, -l) y (4, -1,7.2) 

c) ( - 18, 2, 3, 4) y (2, 6, 12, 3) 

ci) (KO, 0,0) y (0,0, 1,0) 


3. Eneuéntrense todos los vectores ortogonales a: 

ci) (3, 6) b) (2, - 1 ) 

c) (1,0,0) y (0, 1,0) d) (1, I, 1) y (0.0, I) 

?) (a i, ci 2 ) f) (a x , a 2 * a 3 ) 

4 . Pruébese que el producto escalar satisface 6.7, 6.8 y 6.9. 

5. Demuéstrese que: 

a) | a -t- b| 2 = | a| 2 H- 2 a * b H- [ b| 2 

b) (a-f b) • (a — b) = |a| 2 — |b| 2 

c) la + rb] 2 = ( a| 2 -h 2/a • b-h/ 2 |b| 2 

6 . Pruébese que la suma de los cuadrados de las longitudes de las dia¬ 
gonales de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las 
longitudes de los cuatro lados del paralelogramo. 


7. PROYECCIÔN ORTOGONAL. COMPONENTES 

En esta secciôn discutiremos la significaciôn geométrica del producto 
escalar en términos de “proyecciôn ortogonal" y “componente”. Estos 
conceptos son de importancia tanto en geometria corno en fîsica. 

Introducimos los conceptos de proyecciôn ortogonal y componente en 
conexiôn con el siguiente problema. Dados dos vectores no nulos a y b 
constrüyase un triângulo rectângulo con hipotenusa a y base ’paralela 
a b (figura 10). Como cualquier vector paralelo a b puede representarse por 
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r b con r igual a algün numéro real, lo que deseamos es construir un triângulo 
de lados a, rb y c = a — rb tal que c sea ortogonal a b. Pero a — rb es 
ortogonal a b si y solo si 

(a — rb) * b = a • b — r |b [ 2 = 0 . 



a = rb + c 
FIGURA 10 


Por tanto, r = 


a • b 

IbF 


es el unico numéro tal que a —rb es ortogonal a b y el 


a • b 


a • b 


|b| 2MJ “ |b | 2 


b. 


triângulo rectângulo deseado de hipotenusa a tiene lados 777 b y a — 

a • b , 

El lado 7 —r b que es paralelo a b se ilama proyeccion ortogonal de a sobre b. 


7.1 Definicion. Sean a, be V n con b # 0. La proyeccion ortogonal de a 

sobre b, denoîada por Proy b a, es el vector 


Proy. a = 


a ’ b 


b. 


La proyeccion de a sobre b puede escribirse en la forma 


Proy. a - 


a • b b 


b ... a • b 

Como el vector 7— es un vector unitario en la direcciôn de b, el numéro — 7 — 

|b | |b| 

es la “longitud dirigida’’ de Proy b a. Este numéro se Ilama componente 
de a en la direcciôn de b. 

7.2 Definicion. El numéro (a * b)/|b| se Ilama componente de a en la 

direcciôn de b y se dénota por Comp b a; es decir , 

Comp b a = (a • b)/|b|. 
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La relaciôn entre proyecciôn (un vector) y componente (un numéro) es 


7.3 


a • b 

Proy b a = — b 


(Comp b a) 


Comp b a 5* 0, entonces Proy b a estâ en la direcciôn de b (figura 11 a). 
Si Comp b a < 0, entonces Proy b a y b estân en direcciones opuestas 
(figura 11 b). Si Comp b a = 0, entonces los vectores a y b son ortogonales. 




FIGURA 11 


Nota . No hay mucha concordancia entre los distintos autores respecto 
a la terminologia de componentes y proyecciones. Algunos autores usan 
el término “componente” tanto para el vector al que nosotros hemos 
designado como Proy b a como para el numéro al que hemos denotado 
como Comp b a. Cuando se hace esto, es comun hablar de “componente 
vectorial” y de “componente escalar” cuando se necesita distinguir entre 
los dos conceptos. Otros autores usan tanto el término “componente” 
como el término “proyecciôn” para denotar el numéro que aqui hemos 
denominado Comp b a. 

Nota. Si b' es un vector cualquiera no nulo paralelo a b, entonces 
Proy b a = Proy b > a (problema 5a). Asi pues Proy b a no cambia porque 
reemplacemos b por cualquier vector no nulo paralelo a b. Por otra 
parte, si b' es un vector distinto de cero paralelo a b, entonces 
Comp b , a = Conip b a o Comp b , a = — Comp 5 a segun que b y b' 
tengan igual direcciôn o direcciones opuestas (problemas 5b y 5c). 

Como el componente de un vector en la direcciôn de otro vector tiene 
un significado geométrico definido, la relaciôn entre componente y producto 
escalar introduce una interpretaciôn geométrica del producto escalar. 
Segun la definiciôn de componente (definiciôn 7.2), 

7.4 a * b — |b| Comp b a. 

Esta ecuaciôn nos dice: el producto escalar a * b es la longitud de b por 
el componente de a en la direcciôn de b. 

En el espacio vectorial bidimensional V 2 (figura 11), 
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donde 0 es el ângulo de b a a y, por tante, 

a • b = | a | | b| cos 0. 

La misma terminologia puede extenderse para V n . Consideramos un 
“ângulo” en eî espacio /z-dimensional corne determinado por un par de 
vectores distintos de cero a y b. Si 0 es el ângulo determinado por les vectores 
no nulos a y b en V n , definimos el coseno de 0 por la relaciôn 

-7 « , , a • b 

7.5 cos 0 - -. 

|a| |b| 

La interpretaciôn geométrica del producto escalar sugiere una importante 
propiedad llamada desigualdad de Schwarz. 

7.6 Teorema. (Desigualdad de Schwarz.) Para cualquier a, bel / n , 

7.7 |a • b| ^ | a| |b| 

donde la igualdad se ver if ica si y solo si a y b son paralelos. 

Prueba. (Figura 10, pâg. 32.) Si a no es paralela a b, hay un triângulo 
rectângulo con hipotenusa a y base Proy b a. Sea c = a — Proy b a ^ 0 el 
tercer lado de este triângulo rectângulo. De acuerdo con el teorema de 
Pitâgoras tenemos 

|Proy b a| 2 = |a| 2 — |c| 2 < |a| 2 

o 

|Proy b a| < |a|. 

De las ecuaciones 7.4 y 7.3 se deduce 

| a * b| — |b| |Comp b a| = |b| |Proy b a| < |b] |a| 
de modo que si a no es paralelo a b, 

|a • b| < | a| |b|. 

Si a es paralelo a b y a o b es nulo, entonces la igualdad se verifica (0 = 0). 
Si a y b son vectores paralelos no nulos, entonces a — rb para algun 
numéro real r y, por tanto, 

Ia - b| = |(rb) • b| = \r\ jb| 2 = |rb| jb| = |a| |b|. 

Esto compléta la prueba. 

Nota. Como una consecuencia inmediata de la desigualdad de Schwarz 
se sigue que cos 0 , de acuerdo a como ha sido definida por la 
ecuacion 7.5, satisface la desigualdad — 1 ^ cos 0 < 1. 
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La desigualdad del triângulo 5.5 es ahora una simple consecuencia de 
la desigualdad de Schwarz. 

Prueba de la desigualdad del triângulo 5.5. Como a-b ^ |a*b|, 
de la desigualdad de Schwarz se deduce 

a • b sg |a * b| < |a| ]b]. 


De donde 

| a -h b| 2 = (a + b) • (a + b) = |a| 2 -h2a-b+|b| 2 
|a| 2 + 2|a| |b| + |b| 2 - (|a| + |b|) 2 . 

Esto implica la desigualdad del triângulo: 

|a + b| ^ |a| + |b|. 

Es claro que si a es cero o lo es b, entonces se verifica la igualdad en la 
desigualdad del triângulo. Si a y b son distintos de cero, la igualdad se 
verifica si y solamente si 

a • b = |a • b| = |a| |b[. 

La igualdad se verifica en la desigualdad de Schwarz (|a • b( = |a| |b|), si 
y solo si a y b son paralelas, es decir, a = rb para un cierto numéro real r. 
Sia™ r b, entonces 

|a| |bj = |rb| |b| = |r| |b| 2 
y 

a • b = (/ b) • b = r |b| 2 

y por tanto a • b = |a| |b| si y solo si r — |r|, es decir, r > 0. Vemos pues 
que la igualdad se verifica en la desigualdad del triângulo si y solo si 
a = 0, b = 0, oayb estân en la misma direcciôn. 

Problemas 

1. Exprésese, en cada uno de los siguientes casos, a como la suma de 
un vector paralelo a b y un vector ortogonal a b. 

a) a = (3, 8), b = (1, 0) b) a = (LO), b = (3, 8) 

c) a — (-5, 8), b = (1, 1) d) a - (1,2, 3), b = (0, 0, 1) 

e) a = (1,2,3), b - (î, 1,0) /) a - (2, 1, 1), b = (1,2,0) 

2. llustrense grâficamente las soluciones del problema 1. 

3. En cada uno de los siguientes casos calcul en se Comp b a y Proy b a. 

a) a - (3, 8), b = (1,0) b) a = (-5, 8), b = (1, I) 

c) a - (1.2, -3), b - (0, 0, 1) d) a - (1, 1, 1), b - (1,0, 1) 
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e) a - (1,0, I), b - (1, 1 , 1) f) a - (1,2. -3,6), b - (1,0, 1,0) 
g) a = (û, , a 2 , tf 3 ). b = (0. a 2 , 0) 

4. Demuéstrese que Comp b (a! + a 2 ) = Comp b a, -f Comp b a 2 (la com- 
ponente de una suma es la suma de las componentes). llüstrese este resultado 
grâficamente. 


5. Demuéstrese que: 

a) Si b y b' son vectores paralelos no nulos, entonces Proy b a = Proy v a. 

b) Si b y b' estân en la misma direcciôn, entonces Comp b a = Comp b , a. 

c) Si b y b' estân en direcciones opuestas, entonces 
Comp b a - — Comp b - a. 


6, Obténgase una nueva demostraciôn de la desigualdad de Schwarz 


mediante la consideraciôn de la expresiôn 
nulos a y b. 


a b 

~ ± TT, 

a b 


para vectores no 


8. VECTORES SOBRE UN CAMPO ARBITRARIO 

En la seccion 2, el espacio vectorial «-dimensional V n fue definido como 
el conjunto de todas las n -adas de numéros reales con la relaciôn de igualdad 
y las operaciones de adicion y multiplicaciôn por un escalar (numéro real) 
definidas como sigue: 

8.1 Igualdad de vectores. Si x = (v,, ..., x n ) y y = son 

vectores, entonces 

x — y si = yi para todo i = 1 , ..., n. 

8.2 Adicion de vectores. Si x = (v t , .,., x n ) y y = (y l , ..., y n ) son vectores, 
entonces 

x + y = ( x i +>’i, - * n +y n )- 

8.3 Multiplicaciôn de un vector por un escalar. Si x — a„) es un 

vector y r es un escalar, entonces 

rx = (r .Yj , — rx n ). 

Observemos ahora que podemos définir una estructura a la que 
llamaremos V„(F) si, en las anteriores definiciones, reemplazamos los 
numéros reales por elementos de algün conjunto F con tai de que los ele- 
mentos de F puedan sumarse y multiplicarse. Sin embargo, para que 
podamos llamar a V n (F) espacio vectorial, exigimos que E n (/ 7 ) tengan las 
propiedades que aparecen enumeradas en el teorema 2.8, pâg. 3. Para 
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asegurarnos de que V n {F) tenga taies propiedades, suponemos que F es 
un campo. 

Un campo es un conjunto F y dos operaciones, adicion y multiplicacion, 
que satisfacen las siguientes propiedades: 

. Para todo a y b en F, a 4- be F. 

A 2 . Para todo a y b en F, a + b = b + a. 

A 3 . Para todo a, b y c en F, (a + 6) + c = a + (b + c). 

A 4 . Hay un elemento en F, denotado por 0, tal que para todo a en F, 
a -f- 0 — a . 

A 5 . Para cada a en F, hay un elemento en F, representado por — a, 
tal que a+ ( —à) = 0. 

M j. Para todo a y b en F, abeF. 

M 2 . Para todo y b en F, = ba. 

M 3 . Para todo a, b y c en F, (ab)c — a(bc). 

M 4 . Hay un elemento en F, representado por 1, diferente de 0, tal que 
para todo a en F, a ■ 1 — a. 

M 5 . Para cada a en F, distinto de 0, hay un elemento en F, representado 
poi a~ \ tal que a - a~ l = 1. 

D. Para todo a, b y c en F, a(6 + c) = ab + ac. 

Definimos ahora el espacio vectorial /7-dimensional K n (F) como el 
conjunto de todas las «-adas de elementos del campo F, denotadas por 

x = (x l , ..., .vj, x ( eF (/ = 1, ..., /?) y llamadas vectores, donde la relaciôn 

de igualdad y las operaciones de adicion y multiplicacion por un escalar 
(elemento de F) satisfacen 8.1, 8.2 y 8.3. Como las ûnicas propiedades de 
los numéros reales que intervienen en la prueba del teorema 2.8 son las 
propiedades de campo, V n (F) tendra también estas propiedades fundamem 
taies. 

8.4 Teorema. 

A. j. Para todo x y y en K rt (F), x + ye V n (F). 

A 2 . Para todo x y y en V n {F) % x + y = y ~hx. 

A 3 . Para todo x, y y z en F„(F), (x-by) + z = x + (y + z). 

A 4 . Hay un y solamente un vector en F n (F), denotado por 0 y llamado 
vector cero , con la propiedad de que 

x + 0 = x para todo xeV n (F). 

A 5 . Para cada xeV n {F) hay un vector ünico , denotado por — x, con la 
propiedad de que 

x + ( — x) = 0. 

S j . Para todo xe V n (F) y fodo reF, rxe F„(F). 

S 2 . Para todo xe F„(F), 1 * x = x. 

S 3 . Para todo r, seFy todo xe K n (F), r(^x) = (r^)x. 
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5 4 . Para todo t\ se F y tocio x 6 l n ( /). {r + s) \ = rx H- ,vx . 

5 5 . Para todo reF y cuaîesquiera \. ye I ,,(/ ). r(\-f y) -- rx y ry. 


Prui:ba. Véanse ejemplos 2.5, 2.6 y 2.7, pâg. {7, y el problema 2, pâg. 19. 
En la notaciôn de esta seccion, el espacio vectorial //-dimensional V n 


sobre el campe de les numéros real es que mtrodujimos en la seccion 2 
se denotaria por I „(R). Excepto en el capitule il. coniinaremos nueslra 
atenciôn a E, ( (R) y continuaremos usando para designarle la notaciôn 
abreviada V n . En el capitule II. tend renies ecasien de traiar con I 2 (Ci¬ 
el espacio bidimensional sobre el campe de les numéros cemplejes. 

Un espacio vectorial I sobre un campe / puede definirse de modo 
abstracto como una eslructura que tiene las propiedades enumeradas en el 
teorema 8.4. Cuando este se hace. se inlroduce el coneepto de independencia 
lineal y la dimension del espacio \ectorial puede definirse como el numéro 
mâximo de vectores linealmente independientes en el espacio. Este nu¬ 
méro puede ser finito o puede no serlo. Si la dimension es n (finita). 


entonces puede demostrarse que ei espacio es esencialmente V „(/')• Para 
detalles véase, por ejemplo, las référéncias 22 o 27. 


9. RESUME N 

En este capitule mtrodujimos vectores /z-dimensionales y considérâmes 
las propiedades algebraicas de les vectores. Se introdujeron les conceptos 
de paralelismo y ortogonalidad entie vectores. Consideramos el producto 
escalar de dos vectores en el espacio //-dimensional y lo relacionamos con 
el coneepto de ortogonalidad. Se discutieron les importantes conceptos de 
proyecciôn ortogonal de un veclor a sobre un vector no nulo b y componente 
de a en la direcciôn de b. Ea proyecciôn ortogonal de a sobre b es un 


vector y el componente de a en la direcciôn de b es un numéro real - la 
longitud dirigida de la proyecciôn de a sobre b. A un que se dio una 
representaciôn geométnea de ios vectores, aùn no se han usado éstos en 
el estudio de la geometria. En el prôximo capitule, estudiaremos geometria 
analitica tridimensional, a la que también llamaremos geometria analitica 


a. 


Problemas de repaso 

1. Sean a = ( 1, 2, 3, — 2). b 
Encuéntrense 

a ) a y b 

c) a * a 


c 



( — 3. L 6. 2) y e = ( — 2. 3, — E 7). 

h ) a * ( b 4- c ) 
ci) ibj 

/} 2ai ic. 
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2. ^Cuâles de los siguientes pares de vectores estân en la mi s ma 
direcciôn ?,^cuâles son paralelos? 

a) (2, 3), (-4, -6) b) (1, -5), (-2, 15) 

c) (3, -2), (4, -|) d) (2, 3, 5), (1,2,4). 

3. Si a = (1, 5, 2, 4), b = (I, —2, 3, —1), calcülese la longitud de 

a) a b) b 

c) a + b b) a— b. 

4 . Véanse si son o no ortogonales los siguientes pares de vectores. 

a) (1,2), (-2, I) b) (1, 1, 1), (1, -1,0) 

c) (3.5),(-3,2) d) (1, -2, 3, 5), (-1,2,0, 1). 

5. Calcülese en cada caso Comp b a y Proy b a. 

a) a = (1, I, 3), b = (-1, 2, 1) 

b) a = (1,2, 1, 1), b = (-1,3, -2,2) 

c) a = (I, I, -2), b = (3, -1, 1) 

d) a = (1,5.2), b = (-1,0, 1). 
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1. INTRODUCCIÔN 

A mediados del siglo xix el matemâtico irlandés William Rowan 
Hamilton (1805-1865) cambio su interés de la fisica matemâtica al âlgebra 
y élaboré el âlgebra de los numéros complejos basada en los pares 
ordenados de numéros reales. Después intenté desarrollar un âlgebra de 
ternas y cuaternas de numéros. Uno de sus hijos, que sabia esto, le 
pregunté: “Bien, papâ, ^puedes multiplicar ternas?” Por lo que se dice 
contesté: “No, sélo puedo sumarlas y restarlas.” Lo que si descubrié fue 
un âlgebra no conmutativa de dimensién cuatro (cuaternios). 1 La 

1 El problema de définir una multiplicaciôn en V n que dé a V„ una estructura de 
un âlgebra con division tiene una historia Iarga e interesante. A mediados del siglo xix, un 
matemâtico inglés, Arthur Cayley, mostrô que esto era también posible para n = 8. 
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denominada parte para de! producto de cuaternios es, cuando se reduee 
a la dimension très, ci “'producto vectoriaî” que estuciiaremos en este 
capitulo, independientemente de Hamilton, el mateniâtico alemân Hermann 
Guniher Grassmann (1809-1877) extendio este punto de vista de los numéros 
compiejos a las /7-adas ordenadas de numéros reales. Estes numéros 


hipercomplejos generalizaban los numéros compiejos y los cuaternios de 
Hamilton. La contribution de Grassmann pasô inadvertida hasta su apli- 
caciôn en 1915, en la teoria general de la relatividad. v es solo liasta fecha 
muy reciente que su trabajo se ha apreciado plenamente. Fueron, sin 
embargo, dos fisico-matemâticos los que se dieron cuenta de la significaciôn 


que tenian los vectores en fisica, el norteamericano Josiah Willard Gibbs 
(1839-1903) y el inglés Oliver Heaviside (1850-1925), y el desarrollo del 
anâlisis vectoriaî tridimensional de la primera parte del présente siglo se 
debe en gran parte a estes dos hombres. 

En este capitulo, el âlgebra vectoriaî se aplica al estudio de la geometria 
euclidiana tridimensional y en la secciôn 12 algunos de los resultados 
obtenidos para el espacio tridimensional se generalizan para los espacios 
A?-dimensionales. Las propiedades de los vectores bajo las operaciones de 
adiciôn, multiplication por un escalar y producto escalar que se obtuvieron 
en el capitulo 1 se usan en éste. lntroducimos, ademâs, en V 3 una nueva 
operaciôn sobre vectores, e! “producto vectoriaî”. Este producto vectoriaî 
se aplica a dos vectores en L> y da conio resultado un vector en V 3 . El 
producto vectoriaî dériva su importancia del hecho de que tanto su longitud 
como su direcciôn tienen importante significaciôn en geometria y fisica. 


2. ESPACIO EUCLIDIANO TRIDIMENSIONAL 

A fin de apreciar la terminologia que va a introducirse en esta secciôn 
y también para ayudar a comprender la manera en que el âlgebra vectoriaî 
se aplica en geometria, explicaremos primero cuâles son las imâgenes 
geométricas que se encuentran tras el lenguaje que vamos a utilizar. Cuando 
denotamos un vector por una letra mayüscula —digamos P = (.v, v, z)— : 
indicamos que P ha de considerarse como un radio vector (es decir, el punto 
inicial de la flécha que représenta P es ei origen), o como el punto terminal 
de este radio vector (figura I ). Si P — (x, y, z) se llama punto, lo visualizamos 
como el punto terminal del radio vector P = (.v, y, z), y los numéros .v, y, z se 
llaman, entonces, coordenadas del punto P. Asi pues, (.v, y, z) puede 11a- 
marse un vector, un radio vector, o un punto, y los numéros x, y, z pueden 
Ilamarse componentes o coordenadas. El lenguaje que se utilice dépende 


Es, por tanto, posible para n — I, 2, 4, y 8. y solamcnte en fecha muy reciente (1958) 
se probo que estas eran las unicas posibilidades. 

1 En la geometria tridimensional es una prâctica comun denotar las coordenadas 
por x, y, z en lugar de por x } , x 2 , x 3 y aqui seguiremos esa prâctica. 
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de eual sea la aplicaciôn que el usuario tiene in mente. Si dénotâmes 
un vector por una letra negrita a — (a^a 2 , <? 3 ), debemos entender que el 
vector se esta usando para représentai* una direcciôn y una magnitud. En 
eualquier caso, los nombres que usemos no afectarân el âlgebra de los 
vectores aunque la terminologia puede resultar necesaria para comprender 
alguna aplicaciôn partieular de! âlgebra vectorial. 

Ahora estamos preparados para dar una descripciôn de nuestro modelo 
analîtico del espacio euclidiano. Llamamos a este modelo “espacio analitico 
euclidiano tridimensional" o, simplemente, “espacio euclidiano tridimen- 
sional”. El espacio euclidiano tridimensional se dénota por R 3 (léase; R très). 
En la definicion de R 3 debemos especificar qué es lo que vamos a entender 
por puntos, rectas y pianos. Los puntos de R 3 son las îernas ordenadas 
(a\ y, z) de V 3 . Los nümeros v, y\ z han de visualizarse como las coordenadas 
rectangulares del punto P — (.y, y, z) (figura 1). Nuestra definicion de una 



un punto P 0 y una direcciôn a (a es un vector no nulo) (figura 2). 
Los puntos P sobre la recta *£ que pasa por P 0 en la direcciôn de a son, todos, 
puntos de la forma P — P () + /a, donde / es un numéro real. Denotamos 
este conjunto por [P 0 -f /a | /eRj, lo que leemos: “el conjunto de lodos los 
puntos P 0 + /a con /eR”. Son todos los puntos que pueden alcanzarse 
desde P 0 , partiendo desde P 0 , siguiendo una direcciôn paralela a a. La 
definicion de un piano en R 3 surge de la idea de que un piano esta deter- 
minado por dos rectas no paralelas ££ x y de direcciones respectivas a y b 
que se cortan en un punto P 0 (figura 3). Los puntos P sobre el piano 
determinado por !£ x y !£ 2 son, todos, los puntos de la forma P = P 0 + u a + rb. 


donde u y r son numéros reales. La distancia en el espacio euclidiano 
tridimensional R 3 desde un punto P, a un punto P 2 se define como la 
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longitud del vector P 2 — P, que va de P, a P 2 . Nuestro espacio euclidiano 
tridimensional R 3 es, por tanto, V 3 con las nociones de punto, recta, 


Z 


y 




Y 

FIGURA 3 P - P 0 ira vb 

piano y distancia definidas como acaba de explicarse. Damos ahora un 
enunciado preciso de la définition del espacio euclidiano tridimensional R 3 . 



2] 


Espacio euclidiano tridimensional 


45 


2.1 Definicion. El espacio (analitico) euclidiano tridimensional , denotado 
por R 3 , es ei espacio vectorial tridimensional V 3 donde : 

1) ios eîementos (a% >\ z) de V 3 son /os puntos de R 3 ( figura 1); 

2) un conjunto P£ de puntos de R 3 es una recta si hay un punto P 0 eR 3 
y un vector no nulo ae V 3 tal que ( figura 2), 

= {P 0 + /a | te R} ; 

3) un conjunto PS de puntos de R 3 es un piano si hay un punto P 0 eR 3 
y dos redores no paralelos a y b de V 3 taies que ( figura 3), 

PS — {P 0 4- u a + vb | w, ve R} ; 

4) la distancia , denotada por d(P i ,P 2 ),def punto P, = (_vi , y \, z { ) 
al punto P 2 = (x 2 , y 2 , z 2 ) ^ i a longitud del vector P 2 —P,, es decir , 

</(?!, P 2 ) = |P 2 -P.! = n/(x 2 -Xi ) 2 + (>' 2 ->>i ) 2 + (z 2 -Z,) 2 . 

Las ecuaciones 

P = P 0 + ta 


y 


P = P 0 + wa-H'b 


se llaman ecuaciones vectoriales de la recta y el piano, respectivamente, 
y las ecuaciones correspondantes entre los componentes 


x = x 0 -\-ta A , y — yo + ta 2 , z — z 0 + ta 3 


y 

x = .v 0 + ua ! -h vb |, v — y 0 + 3" ^ ~ z 0 -F ua 3 + vb 3 

se llaman ecuaciones paramétrions de la recta y el piano. 


2.2 Ejemplo. Determlnese una recta que pase poi los puntos P 0 = (1, 1,2) 
y P, = (L2,0). «V*-' - ; ^ 2 , v i , 



FIGURA 4 
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Sol uc ion. (Figura 4.) Sea a = Pj — P 0 = (0. 1. —2). Entonces 

2.3 = ! P 0 4- M P( — P 0 ) | /e R J 

es claramente una recta que contiene a P 0 y P<. va que P 0 résulta de hacer 
i — 0 y P, de hacer ; — I. Lu ego 

y' - i( i. 1. 2) -W((h I. -2)} = ;(L 1 + 0 2-20} 

es una recta que pasa por ( !. 1.2) y (1. 2, 0). 

2.4 Ejemplo. Determinese un piano que pase por los puntos P 0 = (1. 0, 0). 
P, = (0. L0) y P 2 = (0, 0. 1). 

Soluciôn. (Figura 5.) Definamos a = P, — P 0 . b = P 2 —P 0 , y 

— [ P () + ua + rb | u . reR| 

- ; p 0 + /7(P ] -P 0 ) + r(P 2 -P 0 )| . 

Como a = ( — 1. LO) y b — (—1,0. 1 ) no son paralelos, # es un piano que 

contiene a P 0 , P; , y P 2 ; P 0 résulta de hacer u = 0. v — 0: Pj résulta de 

hacer u = L r = 0. y P 2 de hacer u = 0. r = I. De donde résulta que 

4/ - {(L 0, ()) + //(- L 1,0) + r(- 1,0, 1)} 

= {(1 - u-i\ w, r); 

es un piano que pasa por los puntos (LO, 0). (0. L 0). y (0. 0. 1). 



FIGURA 5 

2.5 Ejemplo. Determinese la intersecciôn de la recta y del ejemplo 2.2 
con el piano 4 / del ejemplo 2.4. 

Soluciôn. Supongamos que P es un punto de la intersecciôn de 2Ô y 
La intersecciôn de dos conjuntos y denotada por y n +L es el conjunto 
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de todos los puntos que pertenecen tanto a if como a.f. Si Peif n 
entonces Peif de modo que 

P = ( 1, 1 + 1, 2 — 21 ) para algün te R 
y Pe^f de modo que 

P = ( 1 — u — v , w, r) para ciertos w, re R. 

Por tanto, P pertenece a la intersecciôn si y solo si 

( 1, 1 + /, 2 — 2 î ) = ( 1 — u — v, u, v) para algùn /, u , re R, 
es decir, si y solo si 

I = 1 —u—v 
1 “h t — U 
2 — 2 î ~ v. 


Resolviendo estas ecuaciones, encontramos 


Por tanto, 


t = 3, u = 4, r = —4. 


P — (1, 1 +/, 2 — 2/) = (1,4, —4) = (I — u — v, u, v), 


Luego (1,4, —4) es el punto de intersecciôn. 


v. 


Problemas 


1. Encuéntrese la distancia entre los siguientes pares de puntos de R 3 : 

a) (1, 5, 3) y (0, 0, 0) b) (-2, 4, 3) y (1, 8, -2) 

c) (2, 1, -5) y (-1,0,4) c) (1, -9, 3) y (-7, -2, 1) 

e) (xj, yi, 0) y (x 2 , y 2 ,0) /) (0, 0, 0) y (x, y, z) 

9 ) P 0 y p o + ?a h ) p o y (1 -O p o + ?p i> 

A 

2. Determinese una recta que pasa por el punto P 0 paralela a a cuando: 


a) P 0 = (0,0,0) y a = (1, 1, 1) 

b) P 0 = (5,3, —2) y a = (2, -3,2) 

c) P 0 = (7, 12, -11) y a = (0,0, 1) 

d) P 0 = (5,7, 1) y a = (-2,3, -5) 

e) P 0 = (-3,2, — 1) y a = (1,5, -4) 

/) P 0 = (-1, -3, -5) y a = (-2, -7, -3). 


3. Determinese en cada caso una recta que pase por los pares de puntos 
dados y proporciônese su ecuacion paramétrica: 

a) (0, 0,0) y ( 1, 1, 1) b) (1,0, 0) y (0, 1,0) 

c) (8, -3, 2) y (5, 0, 0) d) (5, 8, 1 ) y (2, 6, - 1 ) 

e) (-3,2, — 1) y ( — 2, 7, -5) f) (I, 1, 1) y (-3,2, -1). 
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4 . Determinese, en cada caso, un piano que pase por los puntos dados 
y proporciônese su ecuacion paramétrica: 

a) (2. 3. 1). (1. 1, - 4) y (-3, 4, -2) 

h) (1, 1,0), (2, 0, 1) y ( - 1. 6, - 1) 

c) (1, 1, 1), (0, 0, 0) y (2, 0, 0) 

ci) (2. 3,0), (-5, I, I) y (0, I, I) 

e) (1, 1, 1), (3, -2, 0) y (4, 3.-1) 

f) (0,0,0), (2, 3, -5) y (1,2,0). 

5. i Son colineales los puntos de los siguientes conjuntos ? 

a) (0,0,0), (I, 1, 1), (-1, -I, -1) 

b) (2. 3, -5), (0, 0, 0), (3, -2, 0) 

c) (1.2, 0). (5. -7. 8), (4. 3, -I). 

6. 6 Cuâl es una condiciôn necesaria y suficiente para que très 
puntos P t , P 2 y P 3 sean colineales ? 

7. Encuéntrese la intersecciôn de la recta !£ y el piano & en cada uno 
de los siguientes casos: 

a) <£ = {(1, 1, l) + /(2, 3,4)}, & = [(2, 3,4') + w(l, 1, l) + r(l,0, -2)} 

b) ¥ = |(1,2, 0) + r(-5. 1, 1 )}. '/ = [(2,3, 1 ) + w(2, 0, 0) + r(2, 6. -!)} 

c) <£ pasa por (0,0.0) y (1, 1, 1), y & pasa por (2, 3, 1), (1. I, —4) 
y (-3, 4, 2) 

cl) ¥ pasa por (8. —3,2) y (5,0,0), y & pasa por (1, I, 1), (0,0.0), 
y (2. 0,0) 

e) J? pasa por ( — 3,2, — 1) y (—2, 7. —5), y pasa por (1, 1, 1 ), 
(3, -2, 0) y (4, 3,-1) 

/ ) pasa por (1, 1, 1 ) y ( — 3, 2, — 1 ), y ^ pasa por (2, 3, 1 ), (1, 1, —4) 
y (-3, 4, 2). 


3. RECTAS 

En esta secciôn demostraremos que dos puntos distintos determinan 
inequivocamente una recta, es decir, que hay una recta y solo una recta 
que pasa por cada par de puntos distintos de R 3 . Antes de probar este 
resultado daremos un breve repaso de las operaciones entre conjuntos y su 
notaciôn. 

Un conjunto .s/ se dice que es un subconjunto de un conjunto S, y 
entonces se escribe <= M. si todo elemento de sé es también un elemento 
de jtf. Decimos que dos conjuntos son iguales si y solo si son idénticos. 
A si pues, = , J A si y solo si sé c= S y S ci Hemos tenido y a ocasion, 
en el ejemplo 2.5, de considerar la intersecciôn de conjuntos. La inter secciôn 
de los conjuntos sé y S, escrita sJ n eS, es el conjunto de todos los elementos 
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que se encuentran tanto en $4 como en es decir, en ios dos a la vez. 
Para que la interseccion de dos conjuntos sea siempre un conjunto, es 
conveniente introducir el conjunto nulo o conjunto vacîo. El conjunto vacio 
es el conjunto que no tiene elementos y se dénota por 0. El conjunto 
vacio es un subconjunto de tobo conjunto. La union de los conjuntos sé y 
escrita srf u (A, es el conjunto de todos los elementos que estân en sé o en /A. 

3.1 Teorema. Para cada par de paru os dis tint os de R 3 ha y una y solo una 
recta que pu sa por ellos. 

Prueba. Sean Pj y P 2 un par de puntos distintos de R 3 . Entonces 

JS? = .{P 1 +r(P 2 -P 1 )|/eR} 

es una recta que pasa por P, y P 2 . Supongamos que 

if' = {P 0 -f-ja | i'eR} 

es una recta que pasa por P, y P 2 . Deseamos demostrar que if' = iC 
Como ?! y P 2 son puntos en if' existen numéros reales, distintos, s, y s 2 
taies que Pj = P 0 + ,5' 1 ayP 2 = P 0 -f- s 2 a. Si Peif, entonces, para algün te R 

P = P ( +/(P 2 - p i) = Pq + ^j a + /(j 2 -jj)a 
= ^0 + [^1 + f ( S 2 ~ 

Asi pues, Pei^' y if c if'. Reciprocamente, si P c= if', entonces, para 
algün se R 

P = P 0 -bsa = P t —à^a + sa ~ P t + ~——(P 2 —Pj). 

S 2 — S \ 

Luego Pei^ y if' <= if. Como if 7 ci if y if c: if', tenemos if' = if. 

3.2 Definicion. Dos rectas 

if ! = {P, + sa | se R} y i^ 2 = {P 2 + rb | te R} 

se die en par ale las si los ve et ores a y b son par a le los. 

3.3 Corolario. Para todo punto P, e R 3 y toda recta if — JP 0 -y sa 1 se R}, 
hay una y sol a mente una recta que pasa por ?! par ale la a if. 

Prueba. if, = {P, + /a | feR} es una recta que pasa por y es paralela 
a if. Sea if 2 = {P 2 + ub \ ue R } otra recta que pasa por ?! y es paralela a if. 
Como Pj e if 2 , existe un numéro real w, tal que 

Pi = P2 + wi b. 
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Ademâs, if 2 paralela a if implica que a - rb para algün reR. De donde 

P, + a — P 2 +(Wj + r) b 

y P, + a eif j n if 2 . Como P, y P, + a son puntos distintos de if , n if 2 , 
de acuerdo con el teorema 3.1, if, = if 2 . 

3.4 Corolario. S/ if, = {P,+.ya | seR} y if 2 = {P 2 rb | /e R} 50/7 
recîas par ale las, ent onces if r = if 2 0 if 1 n if 2 = 0 . 

Prueba. Supongamos que if, n if 2 / 0 y sea P 0 un punto de if, n if 2 . 
Entonces existen numéros reales s 0 y t 0 taies que 

P 0 — P 1 + s 0 a - P 2 + r 0 b. 

Ademâs, como if, y if 2 son paralelas, a — rb para algün re R. De donde 

P 0 4- a = P i + (s 0 + 1 ) a = P 2 + (t 0 + r ) b 

y P 0 + aeif, n if 2 . Como P 0 y P 0 + a son puntos distintos en if , y en if 2 , 
segün el teorema 3.1, if, — if 2 . 

3.5 Corolario. Si las recîas if, if 2 rzo son paralelas , enfonces if, n if 2 
es rtfc/o o consiste en un solo punto. 

Prueba. Si if, n if 2 contiene mas de un punto, entonces, de acuerdo 
con el teorema 3.1, tendriamos if, = if 2 . Sin embargo if, y if 2 no son 
paralelas y no pueden, por tanto, coincidir. De esta manera, if, n if 2 no 
puede contener mas de un punto. 

3.6 Ejemplo. Determinese si las siguientes rectas son paralelas o no lo 
son y digase cual es su intersection: 

if, = {(1,3, -2) + /(3, -6,9)}, i ^ 2 - {(2, 1, 7) + s(-2, 4, - 6 )}. 

SoLUClÔN. Las rectas if, y if 2 son paralelas si hay un numéro real r tal que 

(3, -6,9) = r( — 2, 4, - 6 ). 

Es decir, si 3 = —2 r, — 6 = 4r y 9 — — 6 r. Estas ecuaciones se satisfacen 
por r = — J: 

(3, - 6,9) - -*(-2,4, -6) 

y las rectas son paralelas. Como las rectas son paralelas, segün el 
corolario 3.4 if, — if 2 o if, n if 2 — 0. El punto P, = (1, 3, — 2)eif,. 
Si P,eif 2 , entonces if, = if 2 y si P,^if 2 , 1 entonces if, n if 2 = 0. 


1 La notaciôn Pj $ dénota que Pj no es un elemento de Sf 2 . 



3] 


Rectas 


181410 


51 


Si P| 6 if 2 , entonces para algün 

(1,3, -2) = (2, i, 7)4-4 — 2, 4, -6) 
o 

(1,3, —2) — (2, 1,7) = (-1,2, -9) = 4-2,4, -6). 

Esta ûltima ecuaciôn es équivalente a las très ecuaciones componentes 

— 1 — — 2s, 2 — 4s\ —9 — —6 s. 

Pero no hay ningün numéro s que satisfaga simultâneamente estas très 
ecuaciones y, por tanto, P,^if 2 . Asi que if, n if 2 = 0. 

3.7 Ejeniplo. Determinese si los siguientes pares de rectas son o no 
paralelos y detemninese su intersecciôn : 

se Y = 1(1,3, - 2)4-43, -6,9)}, - {(2. I, 7)4-41, -3,4)}. 

Soluciôn. Las rectas if, y if 2 son paralelas si para algün re R 

(3, -6,9) = r( 1, -3,4). 

Como no hay ningün nümero r que satisfaga esta ecuaciôn, i0 y if 2 no 
son paralelas. Luego if, n if 2 — 0 o if,n if 2 contiene un punto. 
Si if, n if 2 / 0 hay un punto P 0 Gif, n if 2 . Esdecir, hay nümeros/, seR 
taies que 

P 0 = (1,3, —2)4-/(3, -6,9) - (2, 1,7)4-41, -3,4) 
o 

43, —6, 9) —5(1, -3,4) = (2, 1, 7) — ( 1, 3, -2) - (1, -2,9). 

Esta ecuaciôn es équivalente a las très ecuaciones de componentes 

3/- ,v = 1 
--6/ + 3.V = —2 
9/-4s - 9. 

Resolviendo las dos primeras ecuaciones para s y /, encontramos s — 0 
y t — j. Como estos valores no satisfacen la tercera ecuaciôn, no hay 
ninguna soluciôn para el sistema y if, n if 2 = 0. 

3.8 Définition. 0 es un ângulo entre las rectas if, y if 2 si para ciertos 
vectores no nulos a ^ b, if, = {P, 4- 5 a}, if 2 = {P 2 + /b}, y 0 es el ângulo 
entre a y b. 

Hablaremos de ângulo entre dos rectas aun en el caso de que no se 
intersecten. 

3.9 Ejeniplo. Encuéntrese un ângulo entre las dos rectas del ejemplo 3.7. 
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Soluciôn. Sean a = (3, -6, 9) y b = ( I. 
a v b, entonces 

•s 


a • b 3+18 + 36 
cos 0 ~ - = -——— 

|a| |b| 3 yj 1 4 v 26 


3, 4). Si 6 es el ângulo entre 


57 

- - 0.99587 

6 yj9\ 


y 0 tiene como medida en grados 5 12' o 354 487 

A veces es conveniente expresar los vectores de en términos de los 
vectores unitarios (figura 6) 

3.10 i = (1,0,0), j = (0,1,0). k = (0,0,1). 



FIGURA 6 u - (cos a, cos /f, cos y) 


Esios vectores apuntan en las direcciones positivas de los ejes X\ Y y Z, 
respectivamente. Para cualquier vector ae Z 3 , tenemos 

a = (a ] , a 2 , a 3 ) = (</, , 0, 0) + (0, a 2 , 0) + (0, 0, a 3 ) 

= <+ (1,0, 0) + a 2 (0, 1,0) + û 3 (0,0, 1) 

o bien, 

3.11 a — a ] i + a 2 '] + a 3 k. 

Sea a = (/, m, n) un vector no nulo paralelo a una recta JZ. Los 
numéros L nu n se lia ma n numéros direct ores de la recta . Sea a el ângulo 
entre i y a; fi el ângulo entre j y a, y y el ângulo entre k y a (figura 6). Los 
ângulos a, [i , y y se llaman ànguios directores de y cos a, cos fi, cos y 
se llaman cosenos directores de 5£. Si u es el vector unitario en la direcciôn 
de a: 

a _ (L nu n) 
l a l \/ l 2 + ni 2 + n 2 

de donde se muestra fâcilmente que (problema 4) 
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3.12 cos a = i * u, cos fi = j • u, cos y = k • u 

3.13 u = (cos a, cos fi, cos y) 

3.14 cos 2 ex + cos 2 fi + cos 2 y = 1. 

Sean a,, fi ,, y t y a 2 , /? 2 , y 2 l° s ângulos directores de las rectas y if 2 , 
respectivamente. Si los ângulos de direcciôn de if, y if 2 estân determinados 
por los vectores y a 2 , respectivamente, y 0 es el ângulo entre a, y a 2 , 
entonces 

3.15 cos 0 — cos a, cos cx 2 + cos fi x cos fi 2 + cos y, cos y 2 • 

Problemas 

1. Sean 

if, = {(2, J,4) + r(l, 1, 1)} 

^2 - {(U — i, 4)+ ^(2, -1,3)} 
if 3 = {(I, -2, 5) + /(!, -3,4)} 
if 4 - {(3, —2, 7) + w(6, -3,9)} 
i^ 5 = {(3, 2, 3) + r( —2, -2, -2)} 

Determinese si son o no paralelos cada uno de los siguientes pares de 
rectas y determinense sus intersecciones. 

a) ï£ x y if 2 b) if, y i ^ 3 c) if, y i * 4 

rf) if, y ^5 *) ^2 y ^3 /) ^ 2 y^ 4 - 

2. Identifiquese el conjunto de todos los puntos P = (x, 7 , z) que 
satisfacen 


x — 3 y + 5 z - 4 



3. Determinense: 

a) Los ângulos entre una recta paralela al vector (1,1,1) y los ejes 
de coordenadas; 

b) los ângulos entre la recta que pasa por los puntos ( 1 , 0 , 1 ) y ( 0 , 1 , 0 ) 
y los ejes de coordenadas; 

c) un ângulo entre las rectas de los incisos (a) y (b). 

4. Demuéstrese que las ecuaciones 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15 se verifican. 

5. Determinense: 

a) las rectas que pasan por el origen con ângulos directores oc = 45 ü , 
fi = 60° ; 
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b) las rectas que pasan por el punto (—2. 7, 13) con ângulos directores 

a = P = 45 ; 

c) las rectas que pasan por el origen con ângulos directores y — fi — y. 

6. Demuéstrese que los vectores uni ta ri os i. j. k défi nid os por 3.10 
satisfacen las relaciones 

a) i • i = j • j = k * k — 1 

b) I * j = j * k = k ■ i = 0 


4. EL PRODUCTO VECTORIAL 

El piano ■'/* ~ |P 0 + ira -f rb ] u , reR} puede describirse como el conjunto 
de todos los puntos P taies que P — P 0 es ortogonal a un vector n donde n 
es ortogonal tanto a a como a b. Esto sera demostrado en la secciôn 7. 
En esta secciôn demostramos la manera en que un vector n puede 
encontrarse dados los vectores a y b. Para este fin introducimos una 
operaciôn sobre vectores de E 3 a la que llamamos “producto vectoriaE'. 
Cuando se api ica a vectores a y b el espacio vectorial nos da como resultado 
un veCor ortogonal tanto a a como a b. Aparté de este uso geométrico 
en la descripciôn de un piano, el producto vectorial tiene otras importantes 
aplicaciones en geometria y en flsica. 

4.1 Definicion. El producto vectorial de dos vectores a = (a x , a 2 , a 3 ) y 
b = {b x * b 2 , b 3 ) de E 3 , denotado por a x b, la que leeremos “a cruz b”, 
es el vector défi ni do por 

a x b = (a 2 b 3 — a 3 b 2 , a 3 b x —a x b 3 , a x b 2 — a 2 b x ). 

El producto a x b es un vector. v, como 

a • (a x b) = a x (a 2 b 3 — a 3 b 2 ) + o 2 (a 3 b x —a x b 3 ) + a 3 (a x b 2 —a 2 b x ) = 0 
y 

b * (a x b) = b x (a 2 b 3 — a 3 b 2 ) 4- b 2 {a 3 b , —a x b 3 ) + b 3 (a x b 2 —a 2 b x ) — 0, 
a x b es ortogonal tanto a a como a b. 

Las propiedades fundamentales del producto vectorial son: 

Para a, b, ce V 3 cuafesquiera y todo reR, 

4.2 axb = — b x a 

4.3 (ra) x b = r(a x b) 

4.4 ax(b + c) - axb + axc. 

La ecuaciôn 4.2 nos dice que el producto vectorial no es conmutativo 
(es anticonmutativo) ; la ecuaciôn 4.3 muestra la relaciôn entre la multi- 
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plicaciôn por un numéro real y el producto vectorial; y la ecuaciôn 4.4 nos 
dice que el producto vectorial es distributivo respecto a la adiciôn. Estas 
propiedades son simples consecuencias de la définition 4.1 y las propieda- 
des de los numéros reales (problema 5). Es fâcil construir ejemplos que nos 
muestran que, en general, ax(bxc) # (a X b) X c, es decir, que la ley 
asociativa no se verifica (problema 6 ). 

Los vectores unitarios i = ( 1 ,0, 0), j = (0, 1 ,0), y k = ( 0 , 0, 1 ) satisfacen 
las relaciones 

ixi = j x j — kxk = 0 
ixj - k - -j xi 
4.5 j x k — i = — kxj 

kxi = j = — i x k. 

Las ecuaciones 4.5 son faciles de recordar. Los productos ixj = k, 
j X k = i y k x i = j se corresponden con las permutaciones ciciicas de 
{i, j, k}, a saber, {i, j, k}, {j, k, i}, y (k, i, j}. Usando las propiedades 4.3 
y 4.4 y los resultados de 4.5, podemos obtener el producto vectorial de 
dos vectores cualesquiera de V 3 como sigue: 

a x b = (a j i 4 - a 2 j 4- a 3 k) x (b , i + b 2 j 4 - b 3 k) 

= a x b l (\xi) + a { b 2 (ix}) + a x b 3 (\ x k) + a 2 Mj xi) + tf 2 /? 2 (j x j) 

+ ci 2 b 3 (j x k) + tf 3 6] (k x i) + a 3 b 2 (k x j) + a 3 b 3 (k x k) 

= (a 2 b 3 -a 3 b 2 )i + (a 3 b x -a x b 3 )\ + (a x b 2 -a 2 b i )k. 

LJna representacion mas conveniente del producto vectorial puede 
darse en términos de déterminantes. Una matriz m xn de numéros reales A 
es una funcion que tiene como dominio el conjunto de pares de enteros 
{(U) 11 ^ ^ m, 1 ^ n } y el rango en R. Un valor de la funcion 

A (/,/) que se représenta por a lj y que se llama entrada, y la matriz se 
describe desplegando las entradas en forma rectangular. Asociamos con 
cada matriz cuadrada (m = n ) un numéro al que llamamos déterminante 
de la matriz. El déterminante de una matriz 2x2 (2 renglones horizontales 
y 2 columnas verticales) se define como sigue: 

a lx a x2 

— a \\ a 22 a A 2 a 2 \ • 

ü 2\ Cl 22 

El déterminante de una matrix 3x3 



4.6 
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puede definirse en términos de matrices 2 x2. Los déterminantes 


cl 2 2 

Ü 2 3 


a 2 1 

ü 23 


a 2 1 

Ü 2 2 



1 






Cl 32 

a 7>2> 


ü 3 1 

a 3 3 


03 1 

a 32 


se llaman menores de las entradas a u ,a l2 ,a !3 , respectivamente, del 
primer renglôn. El menor de a ij (el primer subindice indica el renglôn 
en que a u se encuentra y el segundo la columna) es el déterminante que se 
obtiene onutiendo el renglôn i-é simo y la columna /-ésima en la matriz 4,6, 
es decir, tachando el renglôn y la columna en las que a ij se encuentran y 
formando el déterminante de la restante matriz 2x2. El déterminante 
de la matriz 3 x 3 que aparece en 4.6, se défi ne como 


a j i 

a j 2 

0 1 3 

a 2 1 

U 22 

023 

03 1 

0 3 2 

033 


022 

023 

0 1 2 

021 

023 

+ tf 13 

021 

022 

0 32 

0 3 3 


03 1 

033 


03 1 

032 


Esto se llama “desarrollo del déterminante en términos de los menores 
del primer renglôn”. Por tanto 


01 1 

012 

0 1 3 



021 

022 

023 

— 0 11 02203 3 "f 0 1 2 0 S 3 0 31 + 01 

3 0 2 1 0 3 2 

0.3 1 

032 

033 

— 0 1 ! ^ 2 3 032 — 0 1 2 02 1 a 23~~ 

0 13 0 2 2 0 3 


Puede asignarse un significado al déterminante si los numéros del 
primer renglôn se reemplazan por vectores. Escribimos 


4.7 


a x b 


J 


01 «2 ^3 


= i(a 2 b 3 -a i b 2 ) + j(a i b l - a, 6 3 ) + k(a, b 2 -a 2 b t ) 


Se ha senalado anteriormente que el producto vectorial a x b es ortogonal 
tanto a a como a b. La longitud del vector a x b tiene un significado 
geométrico. Calculando el cuadrado de la longitud de a x b obtenemos, 
por el âlgebra elemental, 

| a x b| 2 = (a 2 b 3 — a 3 b 2 ) 2 + (ci 3 b { —a x b 3 ) 2 -b (a { b 2 — ci 2 b , ) 2 

= (0j 2 + a 2 2 + a 3 2 ) (b 2 + b 2 +b 3 2 )-(a { b x +a 2 b 2 +a 3 b 3 ) 2 ; 

es decir, 

a X b| 2 = |a | 2 |b | 2 — (a • b) 2 . 


4.8 
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FIGURA 7 


La ecuaciôn 7.5 (pâg. 69) afïrma que 

a • b — | aj | b| cos 0 , 

donde 0 es un ângulo entre a y b. Asi pues, si tomamos 6 como el ângulo 
0 ^ 0 < n entre a y b (figura 7). tenemos 

|a x b| 2 = jaj 2 | b| 2 ( 1 - cos 2 0) = |a | 2 | b| 2 sen 2 0 


y 

4.9 |a x b| = |a| |b| sen 0 , 

donde sen 0 ^ 0 ya que 0 ^ 0 ^ n. Como |b| sen 0 es la altura del 
paralelogramo de lados a y b (figura 7), hemos demostrado que la longitud 
de ‘à X b es el area de! paralelogramo de lados a y b. 

La ecuaciôn 4.9 sugiere el siguiente teorema. 

4.10 Teorema. Dos redores a, be V 3 son paralelos si y solo si a x b = 0. 

Prulba. a x b = 0 si y solo si /|a x b| 2 — 0. De acuerdo con la ecuaciôn 4.8 
vemos que esto es équivalente a (a • b) 2 = ja| 2 |b| 2 o |a * b| = |a[ |b|. Esta 
ultima igualdad es la desigualdad de Schwarz (teorema 7.6, pâg. 34) en 
el caso en que la igualdad se verifica, y ya hemos probado que en la 
desigualdad de Schwarz solo se verifica la igualdad si a y b son paralelos. 


Problemas 


1. Sean a = (5, —2,4), b = (2, 11, 


1), c — ( — 7,6,9). Calcülense: 


a) a x b 

b) b x a 

c) axe 

d) a x (b + c) 

e) (2 a) x (3 b) 
/) |axb| 


g) a-(bxc) 

h) (a x b) • (a x c) 
/) a • (a x b) 

/') a x (a x b) 
k) ax(bxc) 

/) (a + b) x (a —c). 
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2. Establézcase la identidad 

a x (b x c) = (a • c)b-(a * b)c. 

3. Usando la identidad del problema 2 y el teorema 4.10, pruébese 
que: a ortogonal tanto a b como a c implica a paralelo a bxc. 

4. Determinense todos los vectores no nulos ortogonales a: 

a) (1,0,0) y (0, 1,0) b) (1, 1 , 1) y (1,0,0) 

c) (2, -3,4) y (-1,5, 7) d) (1, -2, -4) y (-3,2, - 6 ) 

e) (2,6, -4) y (3,9, - 6 ) /) (-1, 1,2) y ( 1 , 1, 1 ). 

5. Pruébense: a) 4.2 h) 4.3 c) 4.4. 

6. Usando la ecuacion 4.5 (pâg. 55) encuéntrense ix(ixj) e (i x i) x j 
para demostrar con ello que la ley asociativa no se verifica para el producto 
vectorial. 


7. Demuéstrese que: 


a ) 



a j ! 

Ü j 2 


a j l 

U 2 i 

a 2] 

U 22 


a 1 2 

Ü 22 


«11 

«12 

« 1 3 


«n 

«21 

«3 1 

«2 1 

«22 

«23 

— 

«12 

« 2 2 

«32 

«3 1 

«32 

«33 


«13 

«23 

«33 


8 . Demuéstrese que: a = {a x ,a 2 ) y b = {b x ,b 2 ) son paralelos si y 
solo si 


a i a 2 
b { b 2 



9 . Caiculese el ârea de los paralelogramos de lados: 

a) (5, 3,0) y (3, 7,0) 

b) i —j + 5ky2i + 4j — 8 k 

c) (4, 13, -11) y ( 8 , -10,21) 

d) (1,3, 7) y (-2, -4,3) 

e) 2i + 3j + 5k e i — 2k 

f) (-3,2, —4) y (1, 1, 1). 

10. Caiculese el ârea de los triângulos con vértices: 

a) (0,0,0), (1,0,0), (3. 8,0) 

b) (5, 0, 16), ( 8 , 4, 12), (1, -1,1) 

c) 5i — 4j, 12 k 5j, 8 i + 7j 

d) (1, 5,4), (8,2,3), (22. -4. 1) 
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e) (0,0,0), (1,0,1), (0,1,1) 

f) (-2,3, !), (1,2, 1 ), (1, -3,4). 

11. Demuéstrese que P,, P^, P 3 colineales son équivalentes a 
(P 2 -P 1 )x(P 3 -P 1 ) = 0. 

12. Demuéstrese que si P j # P 2 , entonces {P j (P — P^) X (P 2 —P { ) = 0} 
es la recta que pasa por y P 2 . 

13. Sea la recta que pasa por (1,0, 1) y ( 2 , 1, 2 ). Sea la recta 
que pasa por el origen y es paralela a (1,0, 1 ). Determmese la recta que 
pasa por el punto (2, 0, —3) ortogonal tanto a x como a ££ 2 . 


5. EL TRIPLE PRODUCTO ESCALAR 

Dados très vectores cualesquiera a, b, y c en l' 3 , entonces como bxc 
es un vector, podemos forrnar el producto escalar de a con bxc. A este 
producto le llamamos “triple producto escalar”. 

5.1 Définition. Dados très vectores a, b, ce K 3 , e / triple producto escalar 

de a, b, c, dénota do por [abc], se défi ne por 

[abc] — a • (b x c). 

Nôtese que expresiones taies como (a * b) x c no tienen significado alguno, 
ya que a * b es un numéro real y el producto vectorial es una operaciôn 
entre pares de vectores de V 3 . 

El triple producto escalar [abc] puede expresarse simplemente en 
términos de un déterminante 3x3: 

[abc] = a • (b x c) 

= (a,, a 2 , <i}) ' (b 2 c i -b i c 2 , b i c ] -b t c 3 , b x c 2 -b 2 c x ) 


= 

b 2 

^3 

- a 2 \ 

b , 

^3 

+ a 3 

b l 

^2 


^2 

‘*3 


r t 

^3 


c, 

C 2 


a i a 2 a 3 



Mediante el câlculo directo puede demostrarse (problema 1 b) que 


5.2 


[abc] = a • (b x c) = b • (c x a) = c • (a x b). 
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Como el producto escalar tiene la propiedad conmutativa, la ecuacion 5.2 
puede reformularse como 

5.3 [abc] = (b x c) * a — (c X a) • b = (a x b) * c. 

La ecuacion 5.2 muestra que el triple producto escalar no cambia por 
permutaciones ciclicas de los vectores: 

[abc] = [bca] = [cab] 


y de la ecuacion 5.3 se deduce que al expresar [abc] podemos colocar el punto 
y la cruz en cualquiera de las dos posiciones: [abc] = a • (b x c) = (a x b) * c. 

El triple producto escalar puede usarse para describir la orientaciôn 
de R 3 . Si a, b y c son très vectores mutuamente ortogonales y [abc] > 0, 
entonces decimos que a, b, c es una terna positivamente orientada. Por 
ejemplo, los très vectores unitarios i, j. k forman una terna positivamente 
orientada, ya que 

[ijk] = i • (j x k) = i ■ i - I > 0. 


Ya hemos admitido que i, j, k forman un sistema levôgiro. Hemos, pues, 
convenido en que la orientaciôn levôgira la tomaremos como orientaciôn 
positiva. Luego, si a, b, c forman una terna positivamente orientada de 
vectores mutuamente ortogonales, entonces la rotaciôn de b a c de u r 

71 


ângulo igual a 


2 


aparece como si fuera contraria a la de las manecillas del 


reloj cuando se ve desde a. 

La nociôn de terna orientada puede extenderse a cualesquiera très 
vectores a, b, c (no necesariamente ortogonales): a, b, c constituyen una 
terna positivamente orientada si [abc] > 0. Consideremos ahora la terna 
b x c, b, c donde b y c no son paralelos. Entonces 


[(b x c) bc] — (b x c) * (b x c) = |b x c| 2 > 0. 


Como hemos supuesto que la orientaciôn levôgira es la orientaciôn positiva, 
tenemos que el giro de un ângulo 61 de b a c donde 0 < 0 < n parece 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj cuando se ve desde bxc 
(figura 8). 

Para obtener una interpretaciôn geométrica de una terna arbitraria 
positivamente orientada a, b. c, construimos a, b y c con el mismo punto 
inicial P 0 (figura 8) y denominamos & al piano que pasa por P 0 determinado 
por b y c. Como (ecuacion 7.4, pâg. 33) 

[abc] = a* (bxc) = |b x c| Comp (b x c) a . 

vemos que la orientaciôn positiva implica que Comp (bxc) a > 0, y, por 
tanto, que Proy (bXc) a y bxc apuntan en la misma direcciôn. Es decir, 
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si a, b y c forman una terna positivamente orientada, a y b x c se encuentran 
a un mismo lado del piano 



Nota. Podiamos haber tomado como orientation positiva la orientaciôn 
dextrôgira. Si hubiésemos hecho tal élection, la ünica cosa que habria 
cambiado habrïan sido las figuras dibujadas. Por ejemplo, si b y c no 
son paralelos, la rotaciôn de b a c de un ângulo 6 donde 0 < 0 < n 
habria parecido tener igual direction que la de las manecillas del reloj 
cuando es vista desde b x c. 



Si la terna de vectores a, b, c esta positivamente orientada, entonces [abc] 
es el volumen del paralelepipedo de lados a, b y c (figura 9). El volumen 
del paralelepipedo es el area de la base por la altura. La base es un 
paralelogramo de lados b y c y, por tanto, su ârea es |bxc|. Ahora bien, 
la altura es exactamente Cornp (bxc) a, luego, por tanto, 

Volumen = |bxc| Comp (bxc) a = a-(bxc) = [abc]. 

Si [abc] < 0 , entonces — [abc] es el volumen del paralelepipedo de 
lados a, b y c. 
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5.4 Ejemplo. Encuéntrese el volumen ciel paralelepipedo de iados 
a = (2, 3.-1), b = (3, -7. 5). v c = (1. - 5, 2). 

Sol uc ion. 

2 3-3 ! 

! i 

[abc] = a • (bxc) = |3 -7 5 | = 27 . 

| 1 -5 2 

i i 

Lu ego. el volumen del paralelepipedo es 27. 

5.5 Ejemplo. Encuéntrese el volumen del tetraedro de lados a. b y c 
iguales a los dados en el ejemplo 5.4. 

Solution. El volumen de un tetraedro es un tercio del area de la base 
por la altura. La base es un triângulo con dos lados b y c y su area es 
exactamente la mitad del area del paralelogramo de lados b y c. De donde 
el area de la base es y | b x c| y el volumen del tetraedro es 

Y = : [(ârea de la base) (altura) = ]*^|bxc| Comp (bxc) a = b [abc]. 

Con a. b y c iguales a los dados en el ejemplo 5.4, tenemos 

Volumen = £--27 — §. 


Problemas 

1. Demuéstrese que: 

a) a x a = 0 

b) a • (b x c) — b • (c x a) — c ■ (a x b) 

c) a • (b x c) = — b * (a x c) 

ci) a • (a x b) = 0. 

2. i Con qué propiedades de los déterminantes se corresponde 1 b-d ? 

3. Determinense los volumenes de los paralelepipedos de aristas: 

a) 3i, 4j, 8 k b) 3i + 4k, i + k, 2j + 4k 

c) (2, -3.4), (1,1,1), (1, -4. 7) ci) (1.0,0), ( 8 , 7,0), ( 8 , -4, 3) 

e) (2. 6 , -4), (3, 2, 7), (2, 4. 3) /) (2, - 1, -3), (4, 1,4), (0, 1, 2). 

4. Determinense los volumenes de los tetraedros de aristas: 

a) (2. 2, 4), ( 1 , 5, 2), (1,0, 1 ) h) (2, 1, 3), ( - 3, 0, 6 ), (4, 5, - 1 ) 

c) (5,0, 16), ( 1 , - 1 , 1 ), ( 8 , 2 , 3) d) (1,5,4), ( 1 , 1 , 0 ), (L -3,4) 

c) (2, 6, -4), (1, 1, 1), (1, -4. 3) /) (2, 5, -2), (1,4,2), (1,3,0). 
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6. INDEPENDENCIA LINEAL DE VECTORES 

6.1 Définition. Un conjunto {aj, ..., a fc } de k vectores de V n se dice que 

es linealmente independiente si 

a t + ... +r k a k = 0 (r f eR) 

implica = ... = r k = 0. Si {a } , a*} no es linealmente independiente 

se dice que es linealmente dependiente . 

Un conjunto de k vectores { a x a k } es, pues, linealmente dependiente 
si y solo si hay k numéros reales r l9 r k no todos iguales a cero, taies que 

r j a i ... + y k a^ = 0. 

La expresiôn r, a, + ... + r fc a k donde r l9 ...,r A eR se dice que es una 
combinaciôn lineal de los vectores a,, ..., a k . 

Con frecuencia nos permitiremos ciertas libertades de lenguaje y en 
lugar de decir que el conjunto !a h aj es linealmente independien¬ 
te (o dependiente), diremos que a M a* son linealmente indépen¬ 
dantes (o linealmente dependientes). 

Si dos vectores a, b son linealmente dependientes, entonces hay dos 
nümeros s, t, que no son cero, taies que 

ja + rb — 0. 

î . s 

Si .y 0, entonces a = — - b mientras que si t =£ 0, entonces b = — - a. 

s t 

En cualquier caso, vemos que la dependencia lineal de dos vectores a, 

b implica que a, b son paralelos. Reciprocamente, si a y b son paralelos 

(a = r b), entonces son linealmente dependientes (la — rb = 0). Luego la 

dependencia lineal de dos vectores es équivalente a que los dos vectores sean 

paralelos . 

Si très vectores a, b y c de V 3 son linealmente dependientes, entonces hay 
très nümeros r , s, t no todos iguales a cero, taies que 

ra + sb + te = 0. 
s t 

Si r # 0, entonces a — — -b — - c y a es una combinaciôn lineal de b y c. 

r r 

Si b y c no son paralelos (son linealmente independientes), entonces b 
y c determinan un piano 0 que pasa por cualquier punto dado P 0 eR 3 y a es 
también paralelo a 0. (Decimos que un vector es paralelo a un piano 0 si 
para cualquier punto P 0 e^ la recta {P 0 + /a} c= 0.) Si b y c son paralelos 
(linealmente dependientes), entonces a es también paralelo a b y c y hay 
muchos pianos por cualquier punto P 0 eR 3 a los que a, b y c son paralelos. 
Anâlogamente, si s ¥= 0, entonces b es una combinaciôn lineal de a y c, 
y si t t* 0, entonces c es una combinaciôn lineal de a y b. En cualquiera 
de los casos, hay al menos un piano P/ por cualquiera de los puntos P 0 eR 3 
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tal que a, b y c son paralelos a . Reciprocamente. si très vec-tores son 
paralelos a un mismo piano, puede demostrarse que son iinealmente 
dependientes. De donde la dependencia fineal de très vectores es équivalente 
a que los très vectores seau paralelos a un mismo piano. 

En la secciôn 10 se demostrarâ que cualquier conjunto de mas de très 
vectores en V 3 es Iinealmente dependiente. 

Si algün subconjunto de un conjunto de k vectores es Iinealmente depert- 
diente, entonces el conjunto total de k vectores es Iinealmente dependiente. 
Supongamos que 

6.2 r j a , 4- ... ^ r } a,- — 0 ( j ^ k) 

con no todos los r { iguales a cero y consideremos la ecuaciôn 

6.3 r, aj + ... +r / a / -r />] a y + , + ... + r k a* = 0. 

Deseamos demostrar que es posible escoger coeficientes /*, , r k no todos 
cero, taies que la ecuaciôn 6.3 se verifica. Podemos escoger r ] , ..., r-, no 
todos cero, taies que la ecuaciôn 6.2 se verifique, y escoger r j+ { = ... = r k = 0. 
Entonces tenemos coeficientes r { , ..., r k para la ecuaciôn 6.3, no todos cero 
(al menos uno de los numéros /y , /y no es cero) y, por tanto, el conjunto 
{a 5 , ..., a si j+ ,, — a A } es Iinealmente dependiente. 

Cualquier conjunto de vectores que contiene el vector cero es Iinealmente 
dependiente pues podemos escoger coeficientes no todos cero taies que la 
correspondiente combinaciôn lineal es igual a cero. En particular, podemos 
tomar todos los coeficientes de los vectores no iguales a cero, iguales a cero 
y tomar el numéro uno como coeficiente del vector cero. 

Ahora demostraremos que el triple producto escalar nos proporciona un 
medio conveniente para corn probar la dependencia o independencia lineal 
de très vectores en V 3 . Como hemos senalado antes, el valor absoluto de 
[abc] es el volumen de un paralelepipedo con aristas a, b, c y es claro, 
geométricamente, que este volumen es cero si y solo si a, b y c son paralelos 
a algün piano. Por otra parte, que très vectores sean paralelos a un piano 
es équivalente a la dependencia lineal de los très vectores. 

6.4 Teorema. Très vectores a, b, ce V 3 son iinealmente dependientes si y 
solo si [abc] = a • (b X c) — 0. 

Prulba. Probamos primero que a, b, c Iinealmente dependientes implica 
[abc] = 0 . Si b y c son Iinealmente dependientes, entonces a, b y c son 
Iinealmente dependientes. Pero, entonces, por el teorema 4.10 (pâg. 57) 
[abc] = a • (b x c) = a • 0 = 0. Si b y c son Iinealmente independientes 
mientras que a. b y c son Iinealmente dependientes, entonces (problema 4) 

a = jb + fc para algunos s, te R. 
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De donde, como tanto b como c son, ambos, ortogonales a b x c, 

[abc] — a • (b x c) = s(b • (b x c)) + f (c • (b x c)) — 0. 

Reciprocamente, supongamos que [abc] = 0. Entonces e] vector bxc 
es ortogonal a a, puesto que a • (b x c) = 0. Ademâs, b x c es ortogonaJ a b. 
Por tanto (probiema 3, pâg. 58), b x c es paralelo a a x b. Consideramos 
dos casos: 

Caso /. Si a x b = 0, entonces a y b son lineaimente dependientes y, 
por tanto, a, b y c son iinealmente dependientes. 

Caso 2. Si a x b + 0, entonces para algun re R 

bxc = r( a x b). 

De donde, reordenando, tenemos 

bxc-fr(bxa) — 0, 

o bien, 

b x (c + ra) = 0. 

Por tanto, b y c + ra son paralelos. Pero b + 0 y, por tanto, para algun 

seR 

c + ra = 5 b. 

Lo que demuestra que a, b y c son lineaimente dependientes. 

6.5 Ejemplo. iSon los vectores a = ( 1 ? 2, — 2), b = (0, 3, 1 ), y c = ( — 1, 1,3) 
lineaimente dependientes? 

Sol uc ion. Como 

I 2 -2 

[abc] = 0 3 1 

-1 1 3 


- 1 

3 

1 

O 

0 

1 

- 2 

0 

3 


1 

3 


-1 

3 


-1 

1 


- 1(9-1)-2(0+1)-2(0 + 3) = 0, 


los vectores son lineaimente dependientes. En realidad, a = b —c. 


Probiemas 

1. Determinese si si o no son lineaimente independientes los siguientes 
vectores: 

a) (2,5, -1), (3, -7,0), (0,29, -3) 
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b) (3. — 7, 5), (6, -5,2) 

c) (K K 1), (K -1, I). (I, 1, -1) 

<7) (12,52, -9), (2, 6, - 1). (1. -5, 2). 

2. Demuéstrese que el sistema homogéneo 

a \ -v + Vv + q - — 0 

7 -V -f* 6 2 _V' “h Z = 0 

ci i, a* -h b 3 v 4- r 3 z = 0 

tiene soluciones no triviales [es decir, (.v. v, z) / 0] si y solo si 

«i b, c , 

U 2 6 "j £. -j — 0 . 

U 3 ^ 3 C ‘ 3 

Sugerencia . El sistema de ecuaciones es équivalente a la ecuaciôn 

vectorial ,va+vb + zc = 0. Usese el teorema 6.4 y el problema 76, pâg. 58. 

3. a) ^Para qué valores de 2 tiene soluciones no triviales el siguiente 
sistema de ecuaciones homogéneas? 

{1 — 2 ) a :-Yy — z = 0 
2.v — 2 y — 2z — 0 

v - y — ( 1 +2)z - 0? 

6) Determinense las soluciones no triviales para cada uno de los 
valores de 2 que dan lugar a el las. 

4. Demuestrese que si a, b y c son linealmente dependientes mientras 
que b v c son linealmente independientes, entonces hay numéros reales s, r 
taies que 

a = vb-Kc. 

5. Demuéstrese que si a x ,...,a k son linealmente independientes, 
entonces 

r j a ] + ... -h r k â k = s x a, -h ... + s k ‘d k 
implica r x = s x , ..., r k = s k . 

6. Demuéstrese que a,.a* linealmente independientes, implica 

a!.a^ son vectores distintos de cero. 

7. Demuéstrese que k vectores son linealmente dependientes si y solo 
si uno de los vectores es una combinaciôn lineal de los otros. 

*8. Demuéstrese que un conjunto {a t ,.,.,a fc } de vectores no nulos 
•es linealmente dependiente si y solo si para aigun j, 1 < j < k— 1, a /+1 es 
una combinaciôn lineal de a x , ..., a J . 
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*9. Sea if, la recta que pasa por P 0 y es paralela a a. Sea if 2 recta 
que pasa por Q 0 y es paralela a b. Sea c = Q 0 — P 0 - Si if, no es paralela 
a if 2 demuéstrese que: 

a) la distancia minima entre if , y if 2 esta dada por 

(a x b) |[abc]| 

ci = c *- = - 

| a x b| |axb| 

b) las rectas if, y 2 se intersectan si y solo si [abc] = 0 . 

10. Establézcanse las siguientes identidades: 

a) (a -f b) • [(a X c) x (a + b)] = 0 

b) a x [a x (a x b)] = (a • a) (b x a) 

c) (a x b) x (c X d) = [(a x b) * d]c - [(a X b) • c]d 

d) (a X b) * (c x d) — (a * c) (b • d) — (a * d) (b • c) 

e) (a x b) x (a X c) = [a • (b X c)]a 

/) a x (b x c) + b x (c x a) f c x (a X b) —0. 

11. Demuéstrese que 4.8, pâg. 56, es un caso especial del problema 10 d. 

*12. Sea {a,, a 2 , a 3 } una terna positivamente orientada de vectores, y 
sea A = [a,a 2 a 3 ]. Definamos 

u a 2 x a 3 u a 3 x a, u a, x a 2 

b, — , b 2 — , b 3 — , 

A A A 

y 6 u (llamada delta de Kronecker) por 

1 para i = j 

b i j 

0 para i ^ j 

Demuéstrese que: 

a) [b,b 2 b 3 ] = i 

A 

b) {b,, b 2 , b 3 } es una terna positivamente orientada de vectores. 

c) a f • b y = à ; j , ij = 1,2 , 3. 

d) Los vectores b,, b 2 y b 3 son los ünicos vectores con la propiedad c. 

e) Si {a i ,a 2 ,a 3 } es una terna positivamente orientada de vectores 
unitarios ortogonales dos a dos, entonces b, = a l5 b 2 = a 2 y b 3 = a 3 . 

7. LA ECUACIÔN DEL PLANO 

Consideremos el piano (figura 10) 


7.1 


P? = {P 0 + wa + r'b | u y v e R J. 
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& es el piano que pasa por P 0 delerminado por el par de vectores no 
paralelos a y b. Cualquier veetor no nulo ortogonal a anibos a y b se liama 
vector normal a Asî pues, a x b es un veetor normal (o, simplemente, una 
normal) a 0* y toda otra normal es paralela a a x b (problema 3, pâg. |58). 



7.2 Lema. Si n es una normal al piano & = {P 0 + wa + rb | il cgR) y 
Pj , P 2 e^ enfonces n es ortogonal a P 2 — P[ . 

Prueba. P], P 2 e.^ implica 

P î =P 0 + w 1 a + r,b y P 2 = P 0 + u 2 a + r 2 b 
para algunas u x , r,, u 2 , c 2 de R- Por tanto 

P 2 -P, = (H 2 -w,)a + (c 2 -r l )b. 

Como n es ortogonal tanto a a como a b, es claro que 

n-(P 2 -P,) = 0. 

Y esto compléta la prueba. 

7.3 Lema. Si n es una normal al piano â? — {P 0 +wa + rb | w, reR} y 
P — P 0 es ortogonal a n, enfonces Pe/. 

Prueba. Como n = r(ax b) y r ^ 0, P — P 0 ortogonal a n implica 

(P-P 0 )-(axb) - 0. 

De acuerdo con el teorema 6.4 (pâg. 64), esto implica que P—P 0 , a y b son 
linealmente dependientes. Como a y b son linealmente independientes, 
eoncluimos que existen w, reR taies que 

P — P 0 = wa + rb. 

Por tanto, P = P 0 4- wa + v b y Pe.^ 3 . 

De los lemas 7.2 y 7.3 se deduce 
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7.4 Teorema. Si n es una normal al piano 

PP = {P 0 + wa + rb | u , v e R} 

enfonces 

& = {P | n * (P —P 0 ) - 0} 
y PP es el unico piano que pasa por P 0 con normal n. 

Prueba. Sea Pf — {P | n • (P—P 0 ) = 0}. Deseamos demostrar que Pf — PP. 
Segün el lema 7.2, si P ePP, entonces P — P 0 es ortogonal a n y n • (P —P 0 ) = 0. 
De donde VePP implica de modo que PP c: Sf . Reciprocamente, 

si P6, 9* entonces P —P 0 es ortogonal a n y segün el lema 7.3 Pe0P. Por 
tanto SP cz PP. Luego SP = PP. 

Para demostrar que PP es el unico piano que pasa por P 0 con normal n, 
supongamos que 

&' = {P 0 '+sc + td | te R} 

es otro piano que pase por P 0 y tenga también a n como normal. Entonces 

P?’ = {P | n-(P-P 0 / ) = 0}. 

Como P ' Q ePP\ n * (P 0 — P 0 ') = 0 o, lo que es lo mismo, n * P 0 = n • P 0 \ De 
donde n • (P — P 0 ) — n * (P — P 0 ') para todo PeR 3 y en particular 

PP’ = {P | n • (P-P 0 ') = 0} = {P | n • (P-P 0 ) = 0} = PP. 

Y esto compléta la prueba. 

La ecuacion 


7.5 n * (P — P 0 ) = 0 

se llama ecuacion vectorial ciel piano PP. 

Hemos demostrado que si PP es un piano que pasa por P 0 y tiene n como 
normal, entonces n*(P —P 0 ) = 0 es una ecuacion vectorial de PP. Ahora 
demostraremos que, reciprocamente, toda ecuacion vectorial n • (P — P 0 ) = 0 
(n ^ 0) es la ecuacion vectorial de un piano que pasa por P 0 . 

7.6 Teorema. Para todo vector distinto de cero n y todo punto P 0 , 
n • (P — P 0 ) =0, es una ecuacion vectorial de un piano que pasa por P 0 y 
tiene n como normal. 

Prueba. Deseamos demostrar que 

y = {PI n • (P —P 0 ) = 0} 

es un piano que pasa porP 0 y tiene n como normal. Necesitamos demostrar 
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tan solo que existen vectores linealmente independientes a y b ambos 
ortogonales a n. Entonces, n es una normal al piano 

9 — {P 0 4- ira 4 - rb | u. ne R } 
y, por el teorema 7.4, 9 — 9. 

Sea n = (n { , n 2 , n 2 ). Como n ^ 0 . al menos uno de sus componentes 
es distinto de cero. Supongamos que n , 9 0. Entonces 

a = ( — n 2 , ft \, 0 ) 

es un vector distinto de cero ortogonal a n. Como a y n son vectores 
ortogonales distintos de cero, son linealmente independientes (problema 10 , 
pâg. 29). Entonces b = n x a es un vector distinto de cero ortogonal a n 
y a a. Luego a y b son vectores linealmente independientes cada uno de 
los cuales es ortogonal a n. Lo que compléta la prueba. 

7.7 Corolario. Toda ecuaciôn vectoriel! n * P = d(n 9 0) es una ecuaciôn 
de un piano que îiene n como normal. 

Prueba. Si la ecuaciôn n • P — d tiene una soluciôn P 0 , entonces n * P 0 = d. 
De donde n • P = d — n • P 0 es équivalente a n • (P — P 0 ) = 0, y sabemos 
que esta es una ecuaciôn de un piano. Queda, pues, por probar que la 
ecuaciôn n • P = d tiene una soluciôn. Sea n = ( a , /?, c). Como n / 0, 
al menos uno de sus componentes es distinto de cero. Deseamos, pues, 
encontrar un punto P = (a\ y, z) que satisfaga a 

ax 4- b y 4- cz — d. 

Claramente, como al menos uno de los numéros a , h. c es distinto de cero, 
la ecuaciôn tiene soluciones [por ejemplo, {d a, 0 , 0 ) si a ^ 0 ; ( 0 , dlb, 0 ) 
si b ^ 0; (0. 0, dje) si c 9 0]. Y esto compléta la prueba. 

Como en la prueba anterior, sea n = (a, /?, c) # 0 y P = ( v, y, z). 
Entonces 

n . p _ ax + by 4- cz , 


y escrita en términos de componentes la ecuaciôn vectorial n • P = d toma 
la forma 

7.8 ax + by + cz = d. 

Asi pues, el conjunto 9 — [(.v, \\ z) \ ax + by + cz = d } de todas las solu¬ 
ciones a 7.8 es un piano con normal n = (a. />, c); 7.8 se llama ecuaciôn 
de! piano 9. Una ecuaciôn del tipo 7.8, donde a 2 + h l + c 2 9 0. se llama 
ecuaciôn lineal en ,v. \\ z. Luego toda ecuaciôn lineal en .v, y. z es la ecuaciôn 
de un piano. 
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7.9 Ejemplo. Identifiquense cada uno de los siguientes pianos: 

a) 3(x — 5) —2(/-f 4) + 4(z —2) — 0 

b) 2.v + 3 y = 2 

c) x — 2 y + z = 0. 

Soluciôn. Un piano queda inequivocamente determinado por una normal n 
y un punto P 0 del piano. De donde n y P 0 identifican un piano. 

a) n = (3, -2, 4), P 0 = (5, -4, 2). 

b) (En dos dimensiones esto es una recta, pero se entiende que aqui 
estamosdiscutiendolageometna del espacio euclidiano tridimensional.) 

n = (2,3,0) y P 0 = (1,0,0). 

c) n = i —2j + k, y el piano pasa por el origcn. 

7.10 Ejemplo. Determinese la recta que pasa por el punto (1, —5,6) 
paralela a la normal al piano que contiene a los puntos (0, 1,2), (3, 2, 6) 
y (-2, 0, 5). 


Soluciôn. Sea a = (3,2, 6)-(0, 1,2) = (3, 1, 4) y b - (-2, 0, 5)-(0, 1,2) = 
( — 2, —1,3). n = a x b es una normal a Luego 


« 

i 


n = 


3 



j k 

1 4 


= 7i — 17j — k - (7, -17, 



-1 3 


De donde S£ = {(1, -5,6) + /(7, -17, -1)} - {(l+7f, -5-17/, 6-0} 
es la recta. 


7.11 Teorema. Très puntos no colineales déterminait un piano ûnico. 


Prueba. Sean P 0 , P ] y P 2 très puntos no colineales. Entonces P t — P 0 y 
p 2 ~Po son linealmente independientes (problema 6, pâg. 48). Luego 

^ = {P 0 +«(P 1 -P 0 ) + l! (P2-Po)} 

es un piano que pasa por los puntos P 0 , P! y P 2 . Ahora bien, 

n = ( P j — P 0 ) x ( P 2 — Pq) 

es una normal a todo piano que pase porP 0 , P l y P 2 (lema 7.2 y problema 3, 
pâg. 58). Luego de acuerdo con el teorema 7.4, P? es el ûnico piano que 
pasa por los puntos no colineales P 0 , Pj y P 2 ■ 
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1. Determmese una normal a cada uno de los siguientes pianos. 

a) El piano cuvas ecuaciones paramétricas son 

.v — 2 — 3 t + s 
y = + 7 s 

, z = — 4 + 3 s . 


b) El piano 


c) El piano 


'/ — {(6, t, $-f )\ s. te RJ. 


— [(6 — u ~h 3 v. 8 2 u 3 r. — 1 -b r) w. r e R ]. 


d) El piano que pasa por los puntos (1,0, 0), (0. 1,0), (0.0, 1). 

e) El piano que pasa por los puntos (2, — 1, 3), (11, — 13, 6), (5. 5, 5). 


2. Determinese una ecuaciôn para cada uno de los siguientes pianos: 

a) El piano que pasa por el origen con normal (1, 1, 1). 

b) El piano que pasa por el punto (0, 0, a) con normal paralela al eje Z. 

c) El piano que pasa por el punto (1, —4, 3) con normal paralela a la 
recta que pasa por (2, — 1, 3) y (4, 8, 0). 

d) El piano que contiene la recta JZ — {1, 2 + 3/, 2 + 1] y el punto 
(2, -3,8). 

e) El piano que pasa por el punto medio del segmento rectilineo que 
une Pj y P 2 con normal paralela a dicho segmento. 

3. Proporciônese una ecuaciôn para cada uno de los pianos de 
problema 1. 


4. ldentiflquese el piano cuya ecuaciôn es: 

a) 3.v —5 y + z — 0 

b) 3 (x — 2) + 5 (>’ + 3) — 8z - 0 

c) z = 6 

d) 2 .v + 3 y — 8 z = 13 

e) 5.v — 7y + 12z — —8. 

*5. Demuéstrese que el lugar geométrico de todos los puntos équidistantes 
de un par de puntos distintos es un piano. 

6. Demuéstrese que P 0 , Pj, P 2 , P 3 son coplanares si y solo si 
a ] = Pj — P 0 , a 2 = P 2 —P 0 y a 3 — P 3 — P 0 son linealmente dependientes. 

Suyerencia. Demuéstrese que P 0 , Pj, P 2 , P 3 coplanares es équivalente 
a a, * (a 2 x a 3 ) = 0. 
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8. INTERSECCIÔN DE PLANOS 

En esta secciôn discutiremos ei problema de la détermination de la 
intersecciôn de dos pianos. El carâcter de esta intersecciôn dépende de que 
los pianos sean o no paralelos, 

8.1 Définition. Se dice que dos pianos son paralelos si sus normales son 
par ale las. 

Nota. Si dos pianos paralelos 0 { y 0 2 tienen normales n l y n 2 
respectivamente, entonces y n 2 son vectores paralelos no nulos. 
Ahora bien, como cualquier vector no nulo paralelo a n, es normal a 
0 ^ n 2 es también una normal a 0 X . Anâlogamente, n, es una normal 
a 0 2 * Es decir, toda normal a uno de los pianos de un par de pianos 
paralelos es una normal comün a los dos pianos. 

Probaremos ahora que pianos paralelos o coinciden o no tienen puntos 
en comün, y que pianos no paralelos se intersectan en una recta. 

8.2 Teorema. Si 0 , y 0 2 son pianos paralelos , entonces 0 x — 0 2 o bien 
0 { n 0 > 2 — 0. Si 0 j y 0 2 no son paralelos , entonces 0 x n 0 2 es una recta. 

Proeba. Sean 0 X = {Pj + wa + r-b | u , reR} y 0 2 ~ {P I (P — P 2 ) * n = 0} 
Un punto P = Pj -f-wa-hrb en 0 X se encuentra también en 0 2 si y solo si 

(P t + wa + rb — P 2 ) * n = 0 

o bien 

8.3 (a • n)w + (b * n)r — (P 2 — P,) • n. 

Si los pianos 0 X y 0 2 son paralelos, entonces a-n~0y b • n = 0. 
En este caso o bien ningün par de numéros u , reR satisface la ecuacion 8.3, 
o bien cualesquier numéros u , reR la satisfacen, segün que (P 2 —P,)* n 
sea distinto de cero o sea igual a cero. Si (P 2 —P L ) • n # 0, entonces no hay 
numéros w, v que satisfagan la ecuacion 8.3 y 0 X c\0 2 — 0. Si 
(P 2 P j ) * n — 0, entonces cualesquier numéros w, v satisfacen la 
ecuacion 8.3 y 0 } a 0> 2 . De lo que se sigue que = 0 2 ya que très 
puntos no colineales determinan un piano (teorema 7.11). 

Si 0 \ y 0 2 son no paralelos, entonces a*n^0ob*n^0. Supongamos 
que a ■ n ^ 0, Entonces la ecuacion 8.3 puede resolverse para u en términos 
de v y para cada reR tenemos 

(P 2 -Pi) ' n -( b ‘ n)y 


8.4 


u 


a * n 
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Asi pues, un punto P = Pj+wa + rb estâ en n?/ 2 si y solo si u esta 
determinada por 8.4. Es decir. 


; A n 4A = P, 4 


(P 2 -P ) n 


a 


a * n 


/ , 

b * n \ 

i 

b - 

-a 1 v 

P 6 R ' 

\ 

\ 

a • n / 



y e^te conjunto es una recta, ya que a y b no paralelos implica b 


b • n 


a * n 


a ^ 0. 


8.5 Ejemplo. Encuéntrese la interseccion del piano 

ÿ* [ = [ ( 1, 1, 1 ) 4 u ( 2, — 1. 3 ) 4 r ( — 1, 0, 2 ) | w, l e R ] 

y el piano .-A cuva ecuaciôn es 

2 A' 4 3 y — z = 7. 

Soluciôn. Un punto 

P = (1, 1, 1)4 u(2, — U 3)4 r( — 1,0, 2) = (14-2 u — i\ 1 — w, \ + 3u + 2v) 


en se encuentra también en ,: y / 2 si y solo si 

P • n = ( 1 4 2 u ~ l\ 1 — u. 1 4- 3 u 4 2 r) • (2, 3, — 1 ) = 7 


o bien 


4 — 2 w — 4 r = 7. 


Luego 



y 


P = (i, 1, 1 ) — J(2, — 1, 3) — 2r(2, -1, 3) + r(-l,0, 2) 
- (-2,1, — J)4r( — 5, 2, -4). 


La interseccion de y oA es U recta 

2P i c\ & 2 = {( — 2, 1 1 — y) 4 r( 5,2, — 4) ! CE R } . 

Si los dos pianos estân dados en forma de ecuaciôn, entonces podemos 
encontrar mejor la interseccion expresando dos de las incôgnitas en 
términos de la tercera. La tercera incôgnita pasa entonces a desempenar 
el papel de parâmetro en la recta de interseccion. 


Nota. Si P y Q son dos proposiciones, entonces “P si y solo si Q ” signi¬ 
fiera que P implica Q y Q implica P. Es decir, “P si y solo si Q" 
significa que la proposiciôn P es équivalente a la proposiciôn Q. Es 
frecuente utilizar una flécha, =>, para denotar "implica' 1 ; una flécha de 
dos cabezas, <=>. dénota "si y solo si”. 


8.6 Ejemplo. Encuéntrense los puntos de interseccion de los dos pianos 
4 x 4 3 v 4 2 = 0 y a* 4 y — z = 15. 
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SOLUCIÔN. 


4x + 3 y+z =0 
x -H y — z ~ 15 


| x = -y-Hz + 15 
| — 4y-h4z +60-f3 y-Hz = 0 

\ x = — y + z -H 15 


i 


y = 5 z + 60 


x = — 5z — 60 + Z + 15 — —4z —45 
y — 5 z -f 60 . 


Por tanto, los dos pianos se intersectan a lo largo de la recta cuyas 
ecuaciones paramétricas son 

x = — 4 r — 45 
y — 5 î + 60 
z — t. 


COMPROBACIÔN. 

4 ( — 4 / — 45) + 3 (5 a -h 60) +1 = 0 
( — 4 / — 45) + (5 / + 60) — î = 15. 


8.7 Definicion. Un ângulo entre dos pianos es un ângirfo entre sus normales. 

8.8 Ejemplo. Encuéntrese un ângulo entre los dos pianos del ejemplo 8.6. 


Soluciôn. Los pianos 


4 a*- b 3 y-Hz — 0 
x -H y — z = 15 


tienen normales n, = (4, 3, 1) y n 2 = (1, L — 1) respectivamente. Por 
tanto, si 0 es un ângulo entre los dos pianos, entonces 


cos 0 


U j Ï12 

|n,| jn 2 i 


4 14-31 + 1 ■ ( — I ) 
vV + 3 2 + F V ! 2 + 1 2 + 1 2 


—=—= = 0.6794 

\/26 V 3 


y 0 = 47° 12' o 312°48'. 
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Problemas 


1. Determinese la interseccion de los pianos: 


a) 1 x+ 2 y ~ 8 z = 0 
y-y Z = 0 

c) 12 x— 5 y + 1 z = 13 
9 a* -f — 3 z — 5 
e ) a - y y y z ~ 1 
x—yyz = 0 

A" “h P — Z = 1 

cj ) 3 A' -f- 2 y 4~ z ~ 2 
a' — 2 v + 3z = 0 
4 .v + v -h 8 z = 12 


b ) 3 A' — 2 y -f 5 z - 2 
4a- f 5 r rr = -6 
d) 9a + 12>* + 3z - -7 
12a- 4-16 v + 4z - 9 
/) x y y y z = 0 

A — V -f Z = 0 
A' + V — Z = 0 
/?) A" — y + z = 1 
x -f V + z = 0 
A' — 9 y + z = 2. 


2. Determinense los ângulos entre los pianos: 

a) dei problema \a\ b) del problema 1 b; 

c) del problema 1 c; d) del problema 1 d . 

3. Determinese el ângulo entre el piano que pasa por los puntos 
(1,0, 0), (0, 1,0), (0, 0, 1 ) y el piano cuva ecuaciôn es 3 a —5 y + z = 8. 


» 


9. INTERSECCION DE UNA RECTA Y UN PLANO 

Para discutir la interseccion de una recta y un piano, introducimos 
primero el concepto de recta paralela a un piano. 

9.1 Definicion. Una recta PP es paralela a un piano PP si PP es orîogonal 
a una normal a PP. 

9.2 Teorema. Si la recta PP es paralela al piano PP. enfonces PP cz PP o 
PP J n PP = 0. Si PP no es paralela a PP. enfonces PP n PP contiene un punto . 

Prueba. Sean PP — [P, -f fa \ te R} y PP = [P | P • n = d}. Un punto 
p = p ] yt'à en PP también se encuentra en PP si y solo si 

(P 5 + fa) • n = d 

o bien 

9.3 (a • n) t = d— P 1 • n. 

Si PP es paralela a PP. entonces a y n son ortogonales y a • n = 0. En 
este caso y segün que d— P, • n sea distinto de cero o cero, respect! vam en te, 
o ningun numéro f o cualquier numéro t satisfacen la ecuaciôn 9.3. Si 
d~ P j • n p 0, entonces ningun te R satisface la ecuaciôn 9.2 y PP r\ PP — 0. 
Si d ~Pj * n = 0, entonces toda te R satisface a la ecuaciôn 9.3 y PP a p?. 
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Si if no es paralela a 0, entonces a y n no son ortogonales y a • n / 0. 
En este caso la ecuaciôn 9.3 tiene la soluciôn ünica 

cl — P! * n 
t = - L — 

a • n 

t 

y el punto de intersecciôn es 

„ d- Pj-n 

P, + -!— a. 

a • n 

9.4 Ejemplo. Encuéntrese la intersecciôn de la recta 

se = {(1, 1, l) + /(2, — 1, 3) | reR} 
y ei piano 0 cuya ecuaciôn es 

2x + 3 y —z = 7. 

Soluciôn. Un punto P = (1, 1, l) + /(2, — 1, 3) en if también se encuentra 
en 9P si y solo si 

P • n = (1+2/, 1 —1 + 3r) * (2, 3, — 1) = 7 

o bien 

4-2/ - 7. 

Asi pues, t = — f y el punto de intersecciôn es 

(1, 1, 1) —1(2, —1,3) = (-2, §, -1). 

9.5 Definicion. La distancia de un punto Q a un piano 0* es la distancia 
de Q al punto de intersecciôn con 0 de la recta que pasa por Q y es normal a 0. 

9.6 Ejemplo. Encuéntrese la distancia de un punto Q a un piano 0. 

Soluciôn. Sea n • P = d una ecuaciôn de 0. La recta 0? que pasa por Q 
normal a 9? tiene la ecuaciôn 

P = Q + /n. 

De acuerdo con el teorema 9.2, el punto de intersecciôn de y if es 

^ ^ d — n*Q 

Pi = Q-Mi n = Q d-n 

n * n 

y la distancia es 

9.7 d(Q,0>) = |Q — P, | = d - n - Q 

n • n 


\d-n-Q\ 
I n| 
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Si P 0 e#, entonces d = n • P 0 y podemos expresar la distancia en la forma 

</(Q, ÿfi) = = |Proy„ (Q —P 0 )|. 

|n| 

9.8 Ejemplo. Encuéntrese la distancia del punto Q = (1, —2,4) al 
piano PP : 2x— v + 3z = 10. 

Sol uciô n 1. n = (2, — 1, 3) es una normal a PP. Usando la ecuaciôn 9.7, 
tenemos 

i/IQ, . 11 0-12.-1.3) ^1, -2.4)| _ 

n 4+!+9 v ' 14 

So LUC ion 2. n (2, —1.3) es una normal a PP. Sea P 0 un punto del 
piano y sea a = Q — P 0 . Entonces 

[Q * n — P 0 • n| 

| n | 

i(l, —2. 4) ■ (2, — 1,3)— )0 | = _6_ 

7Ï4 s 14 ' 


</(Q, = |Froy„ aj 


a • n 


n 


Problemas 

1. Determinese en cada caso la interseccion de S£ y PP y digase si Se es 
o no paralela a PP. 

a) Se = {(2, l,4) + f(l, 1, 1)}, PP = {(2, 0, 4) + w(l, 7, 3) + r( —3, 8, 0)} 

b) & = {(1, — 1,4) + /(2, -1,3)}. PP - {(6, w, v-u)} 

c) Se - {(3,8, — I ) + /(!, 7, !)}. 

PP — {(6 — u + 3 v. 8 + 2u + 3r, — 1+r)} 

d) Se = {(3, — 2, 7) + /(2, —1,3)}, PP es el piano que pasa por los 
puntos (2, — 1, 3), (5, —5, 4), (5, 5, 8) 

e) Se = {(3, 2, 3) +/( — 2, —2, —2)}, PP es el piano que pasa por el 
origen con normal (1, 1, 1). 

2. Encuéntrese en cada caso la recta Sé J que pasa por el punto Q y es 
ortogonal al piano PP. 

a) Q - (1,2,3), PP - {(2, 1, -l) + w(l, 1, i) + r(-l, 1.0)} 

b) Q = (2, 1, -1), PP = {(2, 1, 3) + w(5, 2, -I ) + r(4, 0, 1)} 

c) Q = (0, 2. — 2), PP que pasa por (2, 1, — 1 ), (3, 1,0), (4, — 6, 2) 

ci) Q = (1. - 1,4), PP : 2.v + y + z - 5. 

3. Encuéntrese la distancia del punto Q al piano PP en cada uno de 
los casos del problema 2. 
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4. Encuéntrese la interseccion de la recta 

& = {(3, 1, 3)4-/(1, 1, -1)} 
con cada uno de los pianos de coordenadas. 

5. Determînese el punto donde la recta if que pasa por el punto (1,3, 1) 
y es ortogonal al piano ^:3x —2y-t-5z — 15 intersecta a 0. 

6. Una partîcula comienza a moverse en el punto (15, —22, 10) y se 
mueve con una velocidad constante (1, 1, 1). ^Cuânto tarda la partîcula 
en alcanzar al piano x+ 10y + 4z = — 15 ? 

7. ^En qué direcciôn deberia moverse la partîcula del problema 6 para 
alcanzar el piano en tiempo mînimo?, si el valor absoluto de la velocidad 
es el mismo que en el problema 6, ^cuâi es el tiempo mînimo ? 

8 . Demuéstrese que los pianos 

= {(2, 0, 4)+ w(l, 7, 3) + i>( —3, 8, 0)} 


y 


- {(3,2, 3) +j( 4, — 1, 3) + f(9, 5, 9)} 


son paralelos. Encuéntrese la distancia entrey 0 2 si definimos la distancia 
entre pianos paralelos se defîne como la distancia de un punto cualquiera 
de un piano al otro piano. 


9. Sea if la interseccion de los pianos con ecuaciones 3x + y — 4z = 5 
y 2x4-3 y — z = 4. Si 0 es el piano con ecuacion v — 2y + 3z — 1, 
encuéntrese if n 0. 


10. Encuéntrese una ecuacion del piano que contiene el punto (1,2, —3) 
y la recta if = {(1, 1, l) + /(5, —2, 3)}. 


10. BASES 

Hemos demostrado que cualquier vector ae K 3 puede expresarse en una 
forma ünica como una combinaciôn lineal de los vectores unitarios 

i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1). 

En realidad, 

a = (a x , a 2 , a 3 ) = a x i + a 2 } + a 3 k. 

Asi pues, los vectores i, j, k tienen la propiedad de que todo vector de V 3 
puede expresarse como una combinaciôn lineal de estos vectores. El conjunto 
de vectores i, j, k no es el unico conjunto de vectores que tiene esta propiedad. 
Demostraremos que cualesquier très vectores linealmente independientes 
tienen esta propiedad. 
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10.1 Teorema. Si a, b, ce l' 3 son linealmente indépendantes , enfonces para 
cada punto PeR 3 existai numéros reaies ünicos w, r. t taies que 

P = wa + /;b + /c. 

Pruiba. De acuerdo con el problema 5, pâg. |66, como a, b, c son lineal¬ 
mente independientes, si existen numéros w, r, f, que satisfacen 

P = wa + rb -h /c , 


taies numéros son ünicos. Que taies numéros existan es una consecuencia 
del teorema 9.2. Sea PP = {wa + rbj y Sf — [P + /c }. Como a, b y c son 
linealmente independientes, P£ no es paralela a 0. Luego si Pj es el punto 
de intersecciôn de P? y hay numéros u , v, /, eR taies que 

P j = wa + rb = P + 7 ,c. 


Por tanto 
donde t — —t x . 


P - «a + rb + rc 


Nota. Como una consecuencia del teorema 10.1, vemos que cualquier 
conjunto de cuatro o mas vectores en V 3 es linealmente dependiente. 


10.2 Definicion. Un conjunto [c/, , ..., a k } de vectores en V n se dice que es 
una base de V n si 

i) {a,, ..., a*} es linealmente independienîe 

y 

ii) todo vector de V n puede expresarse como una combinaciôn lineal 
de a j, ..., ü k . 

Si todo vector de V n puede expresarse como una combinaciôn lineal 
de a.. a A ., entonces el conjunto {aa*} se dice que généra V n . 

10.3 Corolario. Todo conjunto de très vectores linealmente independientes 
de V 3 es una base de V 3 . 


Pruhba. Sean a, b, c très vectores linealmente independientes de V 3 . Solo 
necesitamos demostrar que a, b, c generan V 3 . Sea d un vector arbitrario 
de V 3 . Sea PeR 3 tal que P = P — O — d. Entonces, de acuerdo con 
el teorema 10.1, existen nümeros reaies ünicos w, r, t taies que 

d = p = wa + 1 b-f te. 


10.4 Corolario. Si 


a, b , c 
a -> bi c 


0 0 


u 3 b 3 c 3 
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entonces el sistema de ecuaciones linales 

a x x + b l y + c { z — d { 
a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 
a 3 x + b 3 y + c 3 z = d 3 

tiene una solution ünica. 


Prueba. El sistema de très ecuaciones lineales es équivalente a la ecuaciôn 
vectorial 


10.5 


a a + by + cz = d 


donde a = (a,, a 2 ,a 3 ), b = (/>,, b 2 ,b 3 ), c = (c, , c 2 , c 3 ) y d = (d,, d 2 ,d 3 ). 
Como 




a 2 

a 3 


a \ 

b i c i 

[abc] - a-(bxc) = 

b { 

b i 

b 3 

— 

a 2 

b 2 c 2 


t'i 

C 2 C * 3 


<*3 

b 3 c 3 


# 0 , 


a, b, c son linealmente independientes (teorema 6.4, pâg. 64). De donde 
se sigue, de acuerdo con el corolario 10.3, que la ecuaciôn 10.5 tiene una 
soluciôn. La independencia lineal de a, b, c implica la unicidad de la 
soluciôn (problema 5, pâg. 66 ). 

Hallando los productos escalares de la ecuaciôn 10.5 por bxc, c x a, 
y a x b, sucesivamente, obtenemos 

[abc] a = [dbc], [abc]>> = [adc], [abc]z = [abd] 

o bien 



d t 

b i 

Cl 


Cl J 

d i 



d 2 

b 2 

C 2 


a 2 

d 2 

C 2 

[dbc] | 

d 3 

b 3 

C 3 

[adc] 

\ y — — 

“3 

d 3 

^3 

[abc] 

ci i 

bs 

Cl 

? y 

[abc] 

II 

a x 

b\ 

Ci 


“2 

b 2 

c 2 


a i 

b 2 

C 2 


a 3 

b 3 

C 3 


“ 3 

b 3 

C 3 



a x 

b 1 

d 1 


a 2 

b 2 

d 2 

[abd] 

«3 

b 3 

*3 

[abc] 

Cl\ 

b x 



«2 

b 2 

C> 2 


a 2 

b 3 

C 3 
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Nota. La formula para la solution de corolario 10.4 es el caso especial 
para très ecuaciones lineales con très incognitas de la régla de Cramer; 
si el déterminante de coeficientes es distinto de cero en un sistema 
de n ecuaciones lineales con n incognitas. enfonces cada una de las 
incognitas puede expresarse como el cociente de dos déterminantes 
-el denominador es el déterminante de ios coeficientes y el numerador 
para la incôgnita y-ésima es el déterminante obtenido cuando en el 
déterminante de los coeficientes se reemplaza lay-ésima columna por la 
columna de las constantes Aunque la régla de Cramer nos da una 
solution formai a un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas 
cuando el déterminante de los coeficientes es distinto de cero, no nos 
proporciona sin embargo un método prâctico de solution, excepto para 
los casos en que n es pequena. La évaluation de un déterminante de 
orden n requiere (n—\)xn\ multiplicaciones, luego resolver un sistema 
de n ecuaciones por la régla de Cramer requeriria (a— 1) x (n+ 1 )! 
multiplicaciones. La réduction de Gauss-Jordan, de la que damos una 
muestra en la solution del ejemplo 10.7 que después del prôximo 
corolario exponemos. requiere soîamente -](/z 3 + 3 n 2 —n ) multiplicaciones. 
Por ejemplo, para n = 10. la régla de Cramer requiere casi 359 millones 
de multiplicaciones, mientras que la reducciôn de Gauss-Jordan requiere 
soîamente 430. La mayor parte de los métodos prâcticos de résolution 
de taies sistemas son variaciones de la reducciôn de Gauss-Jordan. 

10.6 Corolario. Très pianos eu y as normales son linealmente indépendantes 
se inter se et an en un y solo en un punîo. 

Prueba. Esta es la interprétation geométrica del anterior corolario cuando 
las ecuaciones que se consideran son las ecuaciones de très pianos. Un 
punto de intersection de los pianos corresponde a una solution del sistema 
de ecuaciones. 

10.7 Ejemplo. Encuéntrense todos los puntos de intersecciôn de los pianos 

2 .V 4- y — 3 z = 4 
5.v + 4v + 7z = 2 
.y+v + 2 z = — 5 . 

Solution. Escribiendo primero la ültima ecuaciôn. resolviéndola para .y, 
y sustituyendo en las otras dos ecuaciones, tenemos: 

.y — v — 2 z — 5 

✓ 

3 y — 7 z - 14 

9 y — 3 z - 27 
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<=> 


x 

y 


= y —2z —5 
= xZ + V 1 


z = — 


A 

6 


X = — 


1 1 
1 8 


y = 


_ ü 


1 8 


r — _£ 

- — 6 


El punto de intersecciôn es ( — y-f, — f). De nuevo senalamos que 
aunque no es lôgicamente necesario comprobar la solution, sin embargo, 
es prudente hacerlo. 

10.8 Ejemplo. Si très vectores no nulos a, b, c en V 3 son mutuamente 
ortogonales, pruébese que forman una base de V 3 . Exprésese un vector 
de K 3 como una combination lineal de a, b y c. 

Solucion. Para que a, b, c constituyan una base de V 3 han de ser iineal- 
mente indépendantes. Es decir, debemos demostrar que la ünica solucion 
de la ecuaciôn 


10.9 


0 = wa + yb-f te 


es u = v = t = 0. Tomando el producto escalar de ambos miembros de la 
ecuaciôn 10.9 por a, tenemos 

a • 0 = wa * a + ta • b + /a • c. 

Como a es ortogonal tanto a b como a c, obtenemos u — 0. Anâlogamente, 
tomando el producto escalar con b y con c, obtenemos v = 0 y t = 0. 
De donde a, b, c son linealmente independientes, luego, segün corolario 1U.3, 
forman una base de V 3 . 

Como a, b, c forman una base de V 3 , todo vector de V 3 puede expresarse 
como una combinacion lineal 


d = wa + rb-Hc. 

Tomando el producto escalar con a, b, c sucesivamente, como a, b, c son 
mutuamente ortogonales, obtenemos 

a • d = wa * a, b • d = vb • b, c • d = te • c 


o bien 


a • d 



b * d 

TbF’ 


c * d 



u 


V 
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Problemas 

1. Demuéstrese que ios vectores a, b, c son mutuamente ortogonales 
y exprésese d como una combinaciôn lineal de a, b, c. 

a) a = (1,0,0), b = (0, I, 1), c = (0, -1, 1), d = (3,4. -2) 

b) a = (1, 1,0), b = (0,0. 3), c = (1, -1,0), d = (-2, 5, 1) 

<•) a = (1,2, 1), b = (-1,2, -3), c = (-4, 1,2), d = (1,3,5) 

cl) a = (1, 1, 1), b = (2, -3, 1), c = (4, I, -5), d = (2, 6, -7). 

2. Sean a, b, ce V 3 linealmente independientes. Demuéstrese que a, 
bj, Cj, donde 

bj = b — Proy a b y c, = c - Proy a c - Proy bl e 

forman una base de vectores mutuamente ortogonales de V 3 . La inter¬ 
prétation geométrica de b { y c. se muestra en la figura 11. Este proceso 
se conoce como el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. 



3. Usese el método del problema 2 para obtener una base ortogonal 
de V 3 , partiendo de los vectores a, b, c en cada uno de los siguientes casos: 

a) a = (1,2, 1), b = (2, -3,2), c - (2, -1, 1) 

b) a = (1, 1, 1), b - ( — 2, 3, 1), c - (1,2, -1) 

c) a = (1,0,0), b - (0, 1,0), c = (0,0, I ). 

4. Exprésese el vector d como una combinaciôn lineal de a, b y c. 

a) a - (1,2, 1), b = (2, -3,2), c = (2, - 1 , 1), d = (3,4, -2) 

b) a = (1, 1, 1), b - (-2,3, 1), c - (1,2, -1), d - (5, -7,2). 

5. Encuéntrense todos los puntos de intersecciôn de los pianos 

a)3* + y + z = 5 b) 5x + y — z = 6 

3„y + y+5z — 1 — 2x+y — 4z = 10 

x — y -h 3 z — 3 .v — 3y + z = 8. 
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6. Demuéstrese que el conjunto de vectores , e 2 , ..., e„}, donde 
e l = (1,0, ..0), e 2 = (0, I, 0, ., 0), .e n = (0,..., 0, 1), es una base 
de V n . 


11. COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFÉRICAS 

En ei espacio bidimensional ocurre a menudo que es conveniente 
expresar la ecuacion de una curva en coordenadas polares o en algun otro 
sistema de coordenadas distinto del de coordenadas rectangulares. Anâlo- 
gamente, en el espacio tridimensional a menudo son utiles otros sistemas de 
coordenadas distintos del de coordenadas rectangulares. Las coordenadas 
de uso mas comun en el espacio tridimensional, aparté de las rectangulares, 
son las coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas. 

Los significados geométricos de las coordenadas cilindricas y|esféricas|se 
muestran en las figuras 12 y 13. Denotamos a las coordenadas cilindricas 
por (r, 0, z) y a las coordenadas esféricas por (p, 0, <p). Si (r, 0, z) son las 
coordenadas cilindricas de un punto P en R 3 , entonces 

11.1 P - (r cos 6 , r sen 0, z). 



FIGURA 12 P — (x,y,z) 

Asi pues, si P = (x, y, z), la relacion entre las coordenadas cartesianas 
x, y, z de P y las coordenadas cilindricas de P es 

x ~ r cos 6 

11.2 y = r sen 6 

z ~ z. 

Las coordenadas cilindricas r y 6 son las coordenadas polares del punto 
(.y, y 1 , 0) en el piano XY: (x, y, 0) es la proyecciôn ortogonal de P sobre 
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el piano XY. La coordenada cilindrica z de P es la altura de P sobre el 
piano XY. A si pues, segün 11.1 o su équivalente 11.2, cada conjunto (r, 6 , z) 
de coordenadas cilindricas détermina un punto ünico de R 3 . Reciprocamente, 
a cada punto P de R 3 se le pueden asignar coordenadas cilindricas, es 
decir, dado P pueden encontrarse numéros (r, 0, z) que satisfagan 11.1. 
Esta asignaciôn de coordenadas cilindricas no es ünica. Excluido el eje Z, 
las restricciones r > 0 y 0 ^ 6 < 2n hacen ünica la asignaciôn. 

Si (p, 6, (p) son coordenadas esféricas (figura 13) de un punto P, entonces 

11.3 P = (p sen (p cos 0 , p sen cp sen 6 , p cos (p). 

Cada conjunto (p, 6 , (/>) de coordenadas esféricas détermina un punto 
ünico P de R 3 . La coordenada esférica 0 es la misma que la coordenada 
cilindrica 0 y suele llamarse Iongitud o acimut de P. La coordenada esférica (p 
es el ângulo entre la direcciôn positiva del eje Z y el radio vector P. A este 

/ n 

ângulo q> se le llama colatiiud de P I ~ se llama latitud 

coordenada esférica p es la distancia de P al origen (si p > 0). 
entre coordenadas esféricas y coordenadas cartesianas es 

x = p sen (p cos 0 

11.4 y = psQïupsQXÛ 

z — p cos cp . 


de P J. La 
La relaciôn 



FIGURA 13 P — (x,y,z) 

Es claro que todo punto de R 3 tiene conjuntos de coordenadas esféricas. 
De nuevo aqui, si excluimos los puntos del eje Z, las restricciones p > 0, 
0 ^ 6 < 2 71 , y 0 < cp < n hacen ünica la asignaciôn de coordenadas 
esféricas. 
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Nota. Las notaciones para las coordenadas esféricas no son universales. 
Muchos autores usan 0 para la colatitud, a la que nosotros hemos 
denotado por (p , y cp para la longitud a la que nosotros denotamos por 0 . 
Cuando se hace esto, 0 no tiene la misma significaciôn en coordenadas 
cilîndricas que en coordenadas esféricas, mientras que con la elecciôn 
de notaciones que nosotros hemos hecho, 6 signifîca lo mismo en las 
coordenadas cilîndricas que en las esféricas. Otra dihcultad que aparece 
en la notation mas comün es que la misma Ietra, generalmente r, se usa 
para denotar tanto la distancia al eje en las coordenadas cilîndricas 
(r en nuestra notacion) como la distancia al origen en las coordenadas 
esféricas (p en nuestra notacion). Aigu nos autores, particularmente en 
el campo de la mecânica de fluidos, usan aj tanto en las coordenadas 
cilîndricas como en las esféricas para representar la longitud que aquî 
hemos denotado por 0 . En este caso, 0 se usa para denotar la colatitud, 
que aquî aparece representada por (p. 

11.5 Définition. Un cilindro (circular recto) es un conjunto de puntos 
équidistantes de una recta fifa a la que se Ilama eje del cilindro . 

La distancia de un punto P = ( x , y, z) al eje Z es yjx 2 yy 2 . Vemos, 
pues, que el conjunto 

11.6 # = {(x, y, z) \ x 2 y y 2 = a 2 } 

es un cilindro circular de radio a cuyo eje es el eje Z. La ecuaciôn x 2 y y 2 — a 
se dice que es una ecuaciôn (en coordenadas cartesianas) del cilindro < €. 
En términos de coordenadas cilîndricas, # = {(r cos 0 , r sen 0 , z) | r = a) 
es el mismo cilindro, y r = a se Ilama ecuaciôn del cilindro ( € en coordenadas 
cilîndricas. Nôtese también que podemos escribir ] 

= {(a cos w, a sen u, v) \ u e [0, 2 n ], v e < — oo, oo )}. 

Las ecuaciones 

x = a cos u 

11.7 y = a sen u 

z = v, u e [0, 2 n ], v e < — oo, oo ), 

se llaman ecuaciones paramétricas del cilindro ( €. 

11.8 Definicion. La esfera ; a) de radio a y centro en el punto 
C = (c { , c 2 , c 3 ) es el conjunto de îodos los puntos eu y a distancia de C es a; 
es decir , 

S?(C;a) = (P | |P —C| = a) 

= {(•*, y, z) I (x-ci) 2 +(y-c 2 ) 2 + (z-c 3 ) 2 = a 2 }. 

1 Al intervalo cerrado determinado por los numéros reaies a y b {a =$ b) le 
representamos por [a, b] y al intervalo abierto correspondiente por <a, 6>; es decir, 
[a, = {x ! a ^ x ^ b) y <a, b ) — {x \ a < A' < b). 
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La ecuaciôn 

11.9 (.v — c, ) 2 + (y — c 2 ) 2 + (z — c 3 ) 2 = a 2 

se llama ecuàçiôn en coordenadas cartesianas de la esfera 2?(C; a). 1 
La esfera y (O; a) de radio a y centro en el origen, se puede expresar 
en coordenadas esféricas en la forma 

11.10 5^(0; a) ~ {(p sen cp cos 9 , p sen (p sen 9, p cos cp) p = a}. 

La ecuaciôn p = a se llama ecuaciôn en coordenadas esféricas de la 
esfera 0^(0; a). Podemos también escribir 

y (O; a) = {(a sen u cos i\ a sen u sen r, a cos u we[0, 7i], re[0, 2k]} . 

Las ecuaciones 

x — a sen u cos u 

11.11 y — a sen u sen u 

z — a cos w, we[0, tt], re[0, 2 tt] 

se llaman ecuaciones paramétricas de la esfera 5^(0; a). 

Problemas 

1. Determinense las coordenadas cartesianas rectangulares de los 
puntos cuyas coordenadas cilindricas (r, 9, z) son: 

a) (l.î.o) b)^4,-y0j c) ^3, 10j 

d) (1,1,1) e) (■-1,^, - 3 ) /) (6,28 ,7). 

2. Determinense las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas 
coordenadas esféricas (p, 9 , <p) son 

fl) f 1,0,^ 6) (1.0,0) C) 

rf) (1,1,1) e) (13, 120°, 30°) /) (-1, -1, -1). 

3. Aslgnense coordenadas cilindricas y esféricas a los puntos cuyas 
coordenadas cartesianas son : 

a) (1,0,0) b) (1, 1,0) c) (0,0, 1) d) (0,3, -1) 

e) (0,0,0) f) (1, 1, 1) g) (32, -25, 18) 


1 Nôtese que estamos llamando esfera a lo que en la literatura matemâtica castellana 
es habitua] llamar superficie esférica. fN. del T.] 



12 ] 


Espacios euclidianos /?-dimensionales 


89 


4. Pruébese que la hélice cilindrica 

# : f (0 = (a cos cot, a sen eu/, /?/), /e < — oo, oo ), 
se encuentra sobre un cilindro. 

5. Describase la superficie cuya ecuacion en coordenadas cilindricas es: 

a) r = const b) 0 = const c) z = const. 

6. Describase la superficie cuya ecuacion en coordenadas esféricas es: 

a) p = const b) 0 = const c) (p — const. 

12. ESPACIOS EUCLIDIANOS n-DIMENSIONALES 

En esta secciôn definiremos el espacio euclidiano /a-dimensional. 
Tomaremos como modelo el espacio euclidiano tridimensional. Hemos 
visto que en el espacio tridimensional très vectores linealmente indépen¬ 
dantes generan el espacio total (corolario 10.3, pâg. 80). Dos vectores 
linealmente indépendantes a, be V 3 determinan un piano {wa + üb | u , reR} 
que pasa por el origen. Un piano asi se llama subespacio bidimensional 
de R 3 y cada punto del subespacio esta ünicamente determinado por los 
dos parâmetros w, v. Todo piano en R 3 résulta de aplicar una traslacion 
a tal subespacio, {P 0 + wa-K'b | w, reR}, de tal subespacio. Un vector 
linealmente independiente, es decir, un vector distinto de cero, détermina 
una recta {/a | teR} que pasa por el origen. Tal recta se llama subespacio 
unidimensional de R 3 y cada punto de este subespacio esta determinado 
inequivocamente por el parâmetro ünico /. Toda recta en R 3 es una 
traslacion, (P 0 + /a | /eR}, de tal subespacio. En un espacio «-dimensional, 
podemos tener k vectores linealmente indépendantes a l 9 ...,a fc donde 
k — 1, ..., n. También en este caso cuando k = n , los vectores a l7 ..., a„ 
generan el espacio total y cuando k< n generan un subespacio /c-dimensional. 
Taies subespacios (ri -h... + t k a k | / A eR} y sus traslaciones, 

conjuntos de la forma { P 0 + /, aj T ... + 4 a A | / 1 , ..., 4 e R}, se llaman 
pianos Â-dimensionales en el espacio n-dimensional. El piano unidimensional 
se llama usualmente recta. 

12.1 Definicion. El espacio “ analltico ” n-dimensional euclidiano , denotado 
por R" es el espacio vectorial n-dimensional V n donde : 

i) los élément os x = (x,, ..., x n ) de V n son los puntos de R", 

ii) un conjunîo 0 de puntos de R” se llama piano k-dimensional o 
hiperplano en R n (k = 11) si hay un punto P 0 eR" y k vectores 
linealmente independientes aj, a fc e V n taies que 

0 = {Pq + u a i + • + 4 a * I h * • • • > 


12.2 
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iii) la distancia, escrita d( P, Q), de scie el punto P = (.v, , ..., x n ) al punîo 

Q = ( v i . y n ) en R es la longitud del vector Q P. es decir 

</( P-Q) = iQ —P| = [0i — .v, ) 2 + ... v„) 2 ] 1 ' 2 . 

Un piano unidimensional 

S£ = {P 0 + ra | te R} (a ^ 0) 

se Ilama recta. 

La ecuaciôn 

P = P 0 H-U a, -h ... + / ft 

se Ilama ecuaciôn vectorial de un piano y las ecuaciones de las componentes 
se llaman ecuaciones paramétricas del piano. 

Decimos que un vector b es paralelo al piano dP — {P 0 + / ! a I + ...r*a* 

| t x , ..., 4 g R} si b = r x a t + ... +r k a fe para algunos r x , ..., r k eR. 


12.3 Ejemplo. Determinese una recta (piano unidimensional) que pase 
por los puntos P 0 = ( U 4. — 2, 3) y = (2, 0, 1,0) de R 4 . 

Soluciôn . Sea a = P x — P 0 . Entonces 

2 - {P 0 + /(P 1 -P 0 )|/gR} 

es una recta que contiene a P 0 y a P, : P 0 corresponde a / = Oy P, a / = 1, 
Lu ego 

S£ = {(1,4, -2, 3) + f(l, -4, 3, -3)} 
es una recta (1,4, —2, 3) y (2, 0, 1,0). 

12.4 Ejemplo. Determinese un piano que pase por los puntos P 0 — (2, 
3, -2,3), P, = (3,2, 1,0), P 2 = (2, 1,0,0) y P 3 = (2, 0, 2, 0). 

Soluciôn. Sean 

a, - P, -P 0 = (1, - 1, 3, -3), 
a 2 - P 2 -P 0 - (0, -2,2, -3), 
a 3 — P3 — Pq = (0, —3, 4, —3). 

Con el fin de déterminai' la dimension del piano necesitamos conocer eu autos 
de los anteriores très vectores son linealmente independientes. Los 1res 
vectores son lineal mente dépend ien tes si existen numéros r { . r 2 , r 3 , no 
todos ceros. taies que 

r \ a , + r 2 a 2 + r 3 a 3 = 0. 
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Esta ecuaciôn vectorial es équivalente a las cuatro ecuaciones componentes: 

r, =0 

-r l -2r 2 -3r 3 = 0 
3 r 1 +2 r 2 + 4r 3 — 0 
~3r { —3r 2 —3r 3 - 0. 

Se encuentra que la unica soluciôn a estas ecuaciones es = r 2 = r 3 = 0. 
Luego los très vectores , n 2 , # 3 son linealmente independientes. Por tante 
^ = (P 0 + ^1 aj +/ 2 a 2 + ^3 a 3/ 

- {(2,3, —2, 3) + f 1 (I, -1,3, — 3)-f / 2 (0, -2,2, -3) + / 3 (0, -3,4, -3)} 

es un piano tridimensional en R 4 que pasa por los puntos P 0 , P t , P 2 y P 3 : 
P 0 corresponde a t ] ~ t 2 = t 3 = 0; P, corresponde a t x = 1, t 2 — t 3 = 0; 
P 2 corresponde a l 2 = 1, t x = / 3 = 0; y P 3 corresponde a / 3 = 1, /, = / 2 = 0. 

12.5 Ejemplo. Determinese la intersecciôn de la recta if del ejemplo 12.3 
y el piano & del ejemplo 12.4. 

Soluciôn. Supongamos Pei^ n Entonces Peif implica 

P = (1, 4, -2, 3) + /(l, -4, 3, —3) para algun te R 
y Pe£P implica 

P = (2,3, -2, 3) + /!( 1, -1,3, — 3) + / 2 (0, -2,2, -3) + / 3 (0, -3,4, -3) 

para algunos t x ,t 2 ,t 3 e R. 

Por tanto P pertenece a la intersecciôn si y solo si estas dos expresiones 
son iguales; es decir, si y solo si 

1 + t = 2 + 1 1 

4 — 4/ = 3— + —2/ 2 —3/ 3 

— 2 + 3/ = —2 + 3 t x +2 1 2 4~4/ 3 
3 — 3/ = 3 — 3 t v — 3 1 2 — 3 / 3 . 

Resolviendo estas ecuaciones, encontramos / = f, t x = — t 2 — \ y 
z 3 = Por tanto 

P = (1,4, —2, 3)+ |(1, -4, 3, -3) = £(li,4, 3, 3) 
es el punto de intersecciôn de if y 0*. 


COMPROBACIÔN. 

(2,3, -2, 3)-±(l, -1,3, -3)+i(0, -2,2, — 3) + ^(0, -3,4, -3) 

= i(ll,4, 3, 3) 

12.6 Definiciôn. Dos pianos en R", 

= {P] +s x a, + ... +^a 7 | , ..., Sje R} 
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y 

■^2 — {^2 + ^ i b i 4- ... 4- t k b k | / 1 , — t k e R} 

donde j ^ k < ru son paralelos si cada uno de ios conjuntos de k + 1 redores 
{a,-, b, , ..., b k } (i = 1 ,...,/) es Hnealmente dependienre ; es decir , cada 
uno de ios redores a, (/ = 1,_ /) es paralelo ai piano âP 2 . 

Mostramos ahora que si dos pianos son paralelos, entonces o un piano 
es un subconjunto del otro o su intersecciôn es vacla. Este teorerna contiene 
el corolario 3.4 y las partes de los teoremas 8.2 y 9.2 concernientes a las 
rectas y pianos paralelos coino casos particulares. 

12.7 Teorema. Si dos pianos en R” 

ÀP j = {P j 4~ s j a j + ... -j- Sj a y | s j, ..., s y g R ] 

y 

# 2 = {P 2 + i 1 b \ + • • • + 4 b* j t ,, — 4 e R} 
donde j ^ k < n, son par aie ios. enfonces /S . c: 0 n - 0. 

Prueba. Como ..., b* son linealmente independientes, a ( -, b M ..., b* 
linealmente dependientes implica que existen numéros A im taies que 

k 

12.8 a, = y 4A, (i = 

ni = 1 

Supongamos P 0 e^, n# 2 . Entonces hay numéros ', ..., 0, t { \ _ t k ' 

taies que 

Po = P, + s } ' a, -h ... +S/ a y = P 2 -h t x ' bj 4- ... + t k b fc . 

Por tanto 

P j = P 2 4- t/ b, + ... +t k b^ — s / a 5 — ... —s/üj 

k k 

= P 2 + ^ , b 1 + ... -W^bfc — s/ £ 2 lm b m —... 

m - 1 m = 1 

12.9 “ P 2 +( f l “ Y 5 i ^il) ^1 + .. . 4“(t* — X ‘ S « À’*) K 

J — 1 1=1 

y por tanto P } e«# 2 - Sea P un punto arbitrario en Entonces para 
algunos s x , ..., s je R, por 12.8 y 12.9, tenemos 

P = P 1 + s ! a j + ... + s j a 7 

* A. 

P 1 "E s j Y* /. j m b m ~h ... 4“ Sj Y^, b m 

m - \ m ~ 1 

7 J 

= P 2 4-[ti' 4- Y b s 4 “ 5 /)^ji] ^1 + ... 4- [t k 4- Y (S — b k 

i~ 1 i= 1 
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luego Pe0 > 2 . Hemos asi demostrado que si & { r\& 2 ^ 0 , entonces 
&\ a SP 2 • Lo que compléta la prueba. 

12.10 Ejemplo. ^.Son paralelos los pianos 

= {(1.4, —2, 3) + s, ( 1 , 0, 3, -12) + jj(2,5, -4,6)} 
v 

J 

^2 = {(2,3, — 2, 3) + / j ( 1, — 1,3, -3) + f 2 (0, -2, 2,3) + r 3 (0, —3,4, —3)}? 
^Es vacia su intersection ? 

Soluciôn. Sean = (1, 0, 3, - 12), a 2 = (2, 5, -4, 6), b, =(!, — !, 3,-3), 
b 2 — (0, -2, 2, 3), y b 3 = (0, —3, 4, —3). Los conjuntos (a, , a 2 } y 
{bj,b 2 ,b 3 } son linealmente independientes. Los pianos son paralelos 
si {a|, b,, b 2 , b 3 } y (a 2 , b,, b 2 , b 3 } son linealmente dependientes, es 
decir, si a, y a 2 son cada uno combinaciones lineales de b l9 b 2 , b 3 . 
Supongamos que a, - 2 n b, +2, 2 b 2 + 2, 3 b 3 , entonces 

1 = 2 U 

0= — 2 j j — 2 2 , 2 — 3 / ! 3 
3 = 3 / n H- 2 , 2 + 4 2 ! 3 
-12 = —32 n +32 12 — 32 13 . 

Resolviendo estas ecuaciones encontramos 2 n = 1, 2 12 — —2, 2 13 = 1. 
Anâlogamente si a 2 = 2 21 bj +2 22 b 2 + 2 23 b 3 , entonces 

2 = 2 2 J 

5 = —2 2j — 22 22 — 3 2 23 
— 4 = 32 21 3-22 22 -f 42 23 

6 — 3 2 21 H - 3 2 2 2 3 2 23 . 

Resolviendo estas ecuaciones, encontramos 2 21 — 2, 2 22 = 1 , 2 23 — — 3. 
Como a } y a 2 son combinaciones lineales de b L , b 2 , b 3 , los pianos son 
paralelos. 

Como, deacuerdoconel teorema 12.7, o n o n — 0 , 

es suficiente determinar si un punto cualquiera de pertenece a ^ 2 . Sea 
P] = (1,4, — 2, . Si Pj £^ 2 entonces hay numéros / 1 ,/ 2 ,/ 3 eR 

taies que 

(1,4,—2,3) = (2,3, —2,3)4-/j(1, — 1,3, — 3)-h/ 2 (0, — 2,2,3)-W 3 (0, -3,4,-3). 
Esta ecuaciôn vectorial es équivalente al sistema de ecuaciones componentes 

“1 = h 

1 — — 11 — 2t 2 — 3 / 3 
0 = 3^ -h 2/ 2 +4 / 3 
0 — — 3/j + 3r 2 — 3/ 3 . 
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Resolviendo las primeras très ecuaciones de este grupo encontramos que 
si el sistema tiene una solueiôn ha de ser t x — — 1, î 2 = — / 3 = 3. Sin 

embargo, estos valores no satisfacen la cuarta ecuaciôn. Luego el sistema 
no tiene solueiôn alguna. Por tanto Pj y, segün el teorema 12.7, 

H ^2 = 0. 

Problemas 

1. Determinese la dimension del piano que pasa por el conjunto de 
puntos dado y determinese el piano 

a) P 0 - (1. 1, 1, 1), P 1 - ( 1 . 2 , 3,4) 

b) P 0 = ( 1 , 1 , 1 , 1 ). P, - (0,- 2 , 2 , - 3), P 2 = (0, 3, 2, 1),P 3 =(1,2,3,4) 

c) P 0 - (KO, 2,0), P, - (0,2,3, I ), P 2 = (0, 0, 1, - 1), P 3 = (1, 2, 4, 2) 

d) P 0 = (K 0,0,0), P, - (0.1,0, 0),P 2 = (0,0, 1 ,2),P 3 = (0, 2, - 1 , -2) 

2 . Encuéntrese la distancia entre los siguientes pares de puntos 

a) P 0 = ( 1 , 2 , 3, 4), P t = (-1,3, - 2 , 1 ) 

b) P 0 = (1, 1, 1. 1, 1), P t - (0,2, -3,7. -2) 

c) P 0 - (3, -2,4, -6,5), Pj - (1,0,3, -2,4) 

d) P 0 = ( 0 , 0 , 0 , 0 ). P, - (1.2, - 2 , - 1 ). 

3. Demuéstrese que los siguientes pianos son paralelos y encuéntrese 
su intersecciôn : 

- {(-1,2,3, - 2) -h t (0, 1, 1, 1)} 

2 - {(KO, 2, 0) + f,(K -2, - K -l) + f 2 (l,0, 1, 1)}. 

4. Demuéstrese que los siguientes pianos son no paralelos y, sin embargo, 
tienen una intersecciôn vada. Expliquese por qué puede suceder esto. 

- {(K K K i) + /(0, 1,2,3)} 

.^2 - {(KO, 2, 0) + /,(K -2, - K -1) + / 2 (1,0, 1, 1)}. 

5. Demuéstrese que los siguientes pianos tienen exactamente un punto 
en comün: 

& x - {(0, 0, 0. Q) J rf ] (K 0, 0, 0) + / 2 (0, I, 0, 0)} 

= {( 0 , 0 , 0,0) +1 3 ( 0 , 0 , K 0 ) + t 4 ( 0 , 0 , 0 , 1 )}. 

13. RESUMEN 

En este capitulo comenzamos nuestro estudio de la geometna tridimen- 
sional. Estudiamos la geometna de las rectas y los pianos. En capitulos 
posteriores estudiaremos la geometna de las curvas y de las super¬ 
ficies. Las curvas pueden considerarse como generalizaciones de las rectas 
y las superficies como generalizaciones de los pianos. 
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El producto vectorial de dos vectores se défi nid en el espacio tridi- 
mensional. Se uso el producto vectorial y el triple producto escalar (con 
el producto vectorial mtimamente ligado) en la discusiôn de la indepen- 
dencia lineal de los vectores en el espacio tridimensional. Puede expresarse 
una normal a un piano como el producto vectorial de dos vectores 
linealmente independientes paralelos al piano, y la ecuaciôn de un piano 
puede expresarse en términos de una normal al piano. 

Después de una discusiôn de la intersecciôn de pianos y de la intersecciôn 
de un piano con una recta, introdujimos el concepto de base de un espacio 
vectorial. A pesar de que confinamos nuestra discusiôn a bases en el 
espacio tridimensional E 3 , el concepto puede extenderse a espacios vectoriales 
mas generales. En la secciôn 12, ditnos una breve introducciôn a los espacios 
euclidianos «-dimensionales. 

Estos primeros dos capitulos complementan nuestro estudio del âlgebra 
de los vectores y sirven como introducciôn a la rama del âlgebra moderna 
llamada âlgebra lineal. Aunque el material que aqui hemos presentado es 
suficiente para nuestros propôsitos, nadie que se interese seriamente en 
estudios mâs avanzados de matemâticas, pura o aplicada, puede 
arreglârselas sin un conocimiento mâs extenso del âlgebra lineal. Para 
facilitar tal extension de conocimientos en esta rama fundamental de la 
matemâtica damos en la bibliografia de la pâgina 777 una lista de algunos 
textos y tratados sobre ella. Lo que aqui se ha hecho esperamos préparé 
al Iector para una apreciaciôn adecuada de un desarrollo del tema mâs 
abstracto y sistemâtico. Pasamos ahora del âlgebra vectorial a îo que 
podnamos llamar câlculo vectorial. 

Problemas de repaso 

1. Dados los puntos P, = (1, 1, 1), P 2 = ( — 2, 1, — 3) y P 3 = (3, —2, 4): 

a) encuéntrese la recta if, que pasa por P, y P 2 ; 

b) demuéstrese que los puntos P,, P 2 y P 3 no son colineales; 

c) encuéntrese una ecuaciôn del piano 0 que pasa por P,, P 2 y P 3 ; 

d) encuéntrese el area del triângulo P,, P 2 , P 3 ; 

e) encuéntrese la recta if 2 que pasa por P 4 = ( — 5,2, — 1) y es 
ortogonal al piano 0 de la parte c; 

f) encuéntrese la distancia del punto P 4 — ( — 5, 2, — I) al piano 0 de 
la parte c ; 

g) encuéntrese la intersecciôn de la recta if 3 que pasa por P 4 — ( — 5, 
2, — I) y P 5 = (2, — I, 2) con el piano P? de la parte c\ 

h) encuéntrese la recta if 4 que pasa por P 4 = ( — 5,2, —1) paralela 
a la recta if, de la parte a ; 

i) encuéntrese un ângulo entre la recta if 2 de la parte e y la recta if 3 
de la parte g; 

/) determinense los cosenos direct ores de la recta if 2 de la parte e. 
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Sugerencia. Véase la ecuaciôn 3.12, pâg. 53. 

2. Dados los vectores a = (1, —2,3), b = (1, K ~2) y c = (1, —3,4). 

a) calcülese el area del paralelogramo de lados a y b; 

b) calcülese el ârea del triângulo de lados a, c y c —a; 

c) calcülese el voiumen del paralelepipedo de aristas a, b y c; 

d) calcülese el voiumen del tetraedro con aristas a. b y c. 

3. Establézcase la identidad 

(axb)xc = (a * c) b —(b * c)a. 

4. Si a| = 3 y |b| = 4. evalüese 

(axb)*(axb)|(a* b) 2 . 

5. Determinese un ângulo entre los pianos de ecuaciones 

3.v-f 2>’+ 5 z = 3 y 6x + y-\-z = 7. 


« 




1. INTRODUCCIÔN 

Hemos defînido la recta de R 3 que pasa por P 0 y es paralela a a como 
el conjunto {P 0 + ta | feR}. En esta descripciôn de una recta a cada numéro 
real t corresponde el punto Y* 0 + ta de R 3 . Tal correspondencia se llama 
funciôn vectorial de una variable real. Si denotamos a esta funciôn por f, 
entonces su régla de correspondencia es 

f(0 = P 0 + 1* = (x 0 + ta u y 0 + ta 2 > + ta 3 ) 

donde P 0 — (x 0 ,y 0 , z 0 ) y a = (a i9 a 2 , a 3 ). El dominio de f es el conjunto 
de todos los nûmeros reales y el rango de f es la recta que pasa por P 0 y 
es paralela a a. 

Cualquier funciôn que tiene un conjunto de numéros reales como 
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dominio y un conjunto de vectores (o puntos) como su rango se llama 
funciôn vectorial de una variable real. En este capitulo estudiaremos 
funciones de este tipo y consideraremos para taies funciones los conceptos 
de limite, continuidad, derivada e intégral. Todo esto lleva consigo poco 
que sea realmente nuevo; en la mayor parte de los casos usamos las técnicas 
desarrolladas en el câlculo de funciones reales de una variable real. 

Después de la discusiôn del câlculo de las funciones vectoriales damos 
algunas aplicaciones en geometria y fisica. 


2. FUNCIONES VECTORIALES DE UNA VARIABLE REAL 

Antes de discutir las funciones vectoriales, repasaremos brevemente la 
nociôn bâsica de funciôn. Una funciôn f es una correspondencia de un 
conjunto A en un conjunto SS tal que a cada elemento de A corresponde 
un y solo un elemento de SS. En las funciones descutidas en la primera parte 
del câlculo, A y SS son conjuntos de numéros reales; taies funciones se 
llaman funciones reales de una variable real. Sin embargo, la nociôn bâsica 
de funciôn no establece restricciôn alguna sobre el carâcter de los objetos 
que comprenden los conjuntos A y SS. En este capitule nos ocuparemos 
de las funciones en que A es un conjunto de numéros reales y SS es un 
conjunto de vectores o puntos. 

El conjunto A se llama dominio de la funciôn y el conjunto de elementos 
de SS que se corresponden con elementos de A se llama el rango de la 
funciôn. Si la funciôn se dénota por /, entonces su dominio y su rango 
se denotan por S) f y A f respeetivamente. Ademâs,/(x) dénota el elemento 
de ’Aj que corresponde al elemento x de a f(x) se le llama valor de 
/ en av En general , una funciôn se especiüca dando su dominio y una régla 
de correspondencia; es decir, una prescripciôn para determinar f(x) para 
cada xe ‘JDj. 

Una funciôn vectorial de una variable real es una funciôn cuyo dominio 
es un conjunto de numéros reales y cuyo rango es un conjunto de vectores 
o puntos de R". Denotamos taies funciones por letras negrillas taies 
como f, g, etc. 

Por ejemplo, 

fit) - (1, 3, 2) + /(l, 1, 2) = (1+/, 34-/, 2 + 2/), B f = R 

describe una funciôn vectorial de una variable real. El rango de esta funciôn 
es una recta en R 3 y la funciôn es una correspondencia o transformaciôn 
de puntos sobre la recta real R en puntos sobre la recta que pasa por 
(1,3,2) y es paralela a (1, 1,2). El punto 0 de R se transforma en 
f(0) = (1, 3, 2); - 1 se transforma en f( — I ) = (0, 2, 0); etc. Si escribimos 
f(t) en términos de sus componentes tenemos f(/) = 
donde /,(/) = I +t,f 2 {t) = 3 + t,f 3 (t) = 2 + 2/. Las funciones/!,/ 2 ,/ 3 se 
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llaman funciones componentes de la funciôn f; estas funciones componentes 
son funciones reales de una variable real. Si / dénota la funciôn identidad 
en los numéros reales, /(/) = r, entonces f x = 1 + /, f 2 = 3 + /, y f 3 = 24-2/. 
Podemos pues escribir la funciôn f en términos de componentes como sigue: 

f = (/i,/2,/ 3 ) = (l + /,3 + /,2 + 2/). 

En general, si el rango de f es un conjunto de vectores en R \ podemos 
escribir 

donde j\{t) es el i-é simo componente de f(f). La funciôn real f\ con 
dominio se llama la /-ésima componente de la funciôn vectorial f. De 
esta forma, una funciôn vectorial f con rango en R" define n funciones 
reales /j ,/ 2 ,../„, todas las cuales tienen 9) i como dominio. Como 
veremos, esta representaciôn de una funciôn vectorial en términos de sus 
funciones componentes nos permite aplicar a las funciones vectoriales las 
técnicas desarrolladas en el câlculo de las funciones reales. 


2.1 Ejemplo. Si f = (a cosh, b senh) donde a > 0 y b > 0, demuéstrese 
que el rango de f es una rama de una hipérbola. 


Sol uc ion. Un punto (x, y) pertenece al rango de f si y solo si x = a cosh t 
y y = b senh t para algün te R. Asi pues, si (x, y)e 

2 2 

XV 7 7 

-— = cosh t ~ senh" t = 1. 

a 2 b 2 


Esto nos demuestra que si (x, y)e entonces (x, y) estâ sobre la hipérbola 


2 2 

x y 

de ecuaciôn ^ = l ; en realidad, (x, y) estâ sobre la rama derecha 


de esta hipérbola ya que x = a cosh t > 0. Llamemos a esta rama de la 
hipérbola Ahora bien, si (x, y)eJtf, entonces existe un numéro t tal 
que y = b senh t. Usando la ecuaciôn para obtenemos 


X 

— = 1 + senh 2 t — cosh 2 t. 
a 2 


Como x es positiva, concluimos que x — a cosh /. Lo que nos demuestra que 
si (x, y)e entonces (x, y) e y, por tanto, el rango de f es J'f. 


2.2 Ejemplo. Dibüjese el rango de f cuando 

f(0 = (f,f,2/ 2 ) ~ [ — 3, 3]. 

soluciôn. El rango de f es el conjunto de puntos {f(r) | f(/) = (?, t , 2 1 2 ), 
te[ — 3, 3]}. Si escribimos f(r) = /(I, 1,0)~h/ 2 (0, 0, 2), vemos que f(?) es la 
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suma de un vector a lo largo de la recta y = x en el piano IF y un vector 
perpendicular al piano XY . Asf pues el rango de f debe encontrarse en el 
piano de ecuaciôn y = x. Podemos ver esto también del siguiente modo: 
Para cada punto (x, y, z) del rango de f, x = /, y = t, z = 2 t 2 . Como el 
piano con ecuaciôn y = x es el conjunto de todos los puntos (x, y , z) 
de R 3 4 taies que y = x, el rango de f debe encontrarse en tal piano. 



Si hacemos u = x sec -J — y" x, entonces u es una distancia dirigida 
a lo largo de la recta y = x en el piano XY. El rango de f es una porciôn 
de la parâbola z = u 1 que se encuentra en el piano que contiene el eje Z y 
la recta y = x en el piano XY (figura 1). 

Problemas 

1. Proporciônese una funciôn del intervalo [0, 1] sobre el segmente 
rectilineo que une los puntos 

a) (-1,2) y (3, 5) b) P 0 y P 1 en R 2 

c) (1, 4, 7) y (3, -2, 1) c) P 0 y P x en R". 

2. a) Proporciônese una funciôn del intervalo [ — 2, 3] sobre el segmento 
rectilineo que une los puntos (1,0, 3) y (4, 2, — 1). 

b) Proporciônese una funciôn del intervalo [a, b] sobre el segmento 
rectilineo [P 0 , PJ. 

3. Si f (f) = (a cos F a sen t) donde a > 0 y Q) i = [0, 2tt], demuéstrese 
que el rango de f es una circunferencia en R 2 . 

4. Si f(/) = (a cos t, b sen t) donde a > 0, b > 0, y = [0, 27i], 
demuéstrese que el rango de f es una elipse en R 2 . Si a = 2 y b = 4, dibüjese 
la elipse. 



3 ] 


El limite de una funciôn vectorial 


101 


5. 

6 . 

7. 


Si f = (31,1 2 ), demuéstrese que el rango de f es una parâbola en R 2 . 
fl — / 2 1 \ 

Si f = -- , -— describase el rango de f. 

\i +/ 2 i+/V 

Dibüjese el rango de f cuando f(r) = (t, t , sen t), re[0, 4n]. 


3. EL LIMITE DE UNA FUNCIÔN VECTORIAL 

En esta section extenderemos el concepto de limite de una funciôn 
real de una variable real a las funciones vectoriales de una variable real. 
Pero revisemos primero la définition de limite de una funciôn real. 

Sea / una funciôn real de una variable real y sea a un punto de acumu- 
laciôn de (el punto a es un punto de acumulaciôn de si todo intervalo 
abierto que contiene a contiene un punto t en distinto de a). Se dice 
que un numéro b es el limite de la funciôn f en a si para cada numéro e > 0, 
hay un numéro ô > 0 tal que siempre que te!3 f y 0 < \t — a\ < ô entonces 

\m-b\ < e. 

Si b es el limite de f en a, escribimos 

lim / — b o lim f(t) = b . 

a 

El término \t — a\ es la distancia de t a a y \f{t) — b\ es la distancia 
de f(t) a b sobre la recta real R. Asi pues, la definicion de lim / = b afirma 

a 

que /(/) permanece arbitrariamente prôximo a b para todo t suficientemente 
prôximo a a , pero distinto de a . Para funciones vectoriales el concepto de 
limite tiene el mismo significado intuitivo: lim f = b si f(r) permanece 

a 

arbitrariamente prôximo a b para t suficientemente prôximo a a, pero 
distinto de a. Como en R n la distancia de f(/) a. b es |f(0-b|, la definicion 
de lim f = b es por analogia: 


3.1 Definicion. Se dice que el vector b es el limite de la funciôn f en a si 

para cada numéro e > 0 existe un numéro ô > 0 tal que siempre que t esta 
en el dominio de f y 0 < \t — a\ < S entonces 

|f(r) — b| < e. 

Las notaciones 

lim f = b y lim f (t) — b 

a t^a 

se usan para denotar que b es el limite de f en a . Siempre que se trate del 
limite de f en a se esta suponiendo que a es un punto de acumulaciôn de . 
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Nota. Obsérvese que el limite vectorial Km f(/) = b es équivalente al 

t a 

limite real Km |f(/)—bj = 0; es decir, cuando t tiende a a , f(/) tiende 

î -► a 

a b si y solo si la longitud del vector f(/) — b tiende a 0. 

Para dar un sentido mâs geométrico a la definiciôn de limite, introducimos 
la nociôn de vecindad en R n . Una vecindad de e de radio r es el interior de la 
esfera n-dimensional de radio r y centro c: y(c ; r) = {x 
Asi pues, en R una vecindad es un intervalo abierto, es decir 


x — c\ < r 


y(c; r) 


c < r 


<e — r, c + r), 


En R 2 , una vecindad es el interior de un cïrculo y en R 3 es el interior de una 
esfera. Si omitimos el punto c de la vecindad y(c; r). entonces tenemos 
una vecindad reducida de c; a esta vecindad reducida la denotamos por 
y'(c; r). 

En términos de vecindades la definiciôn de Km f = b dice: b es el limite 

a 

de f en a si para cada vecindad y (b; e) de b, existe una vecindad reducida 
y'(a; 3) de a tal que f transforma Ô) en y (b; e). 1 


3.2 Ejemplo. Si f = (3/, f 2 ). determinese Km f. 

2 

So lucion. Para t prôximo a 2. vemos que f(/) = (3 t,t 2 ) esta prôximo 

a (6.4). Asi pues, suponemos que Km f = (6, 4) y verificamos después que 

2 

tal es el caso. Sea e > 0 cualquiera. Queremos encontrar una 3 > 0 tal 
que |(3/, t 2 ) — (6, 4) S < e siempre que 0 < \t — 2\ < 3. Ahora bien 

|(3/,/ 2 )-(6,4)| - [(3 / — 6) 2 + (/ 2 — 4) 2 ] 1/2 ; 

por tanto 

V . i 8 


|(3r, / ) —(6, 4)| < s si |3f — 6j < — y \t -4| < 


\ 


12 


\ 


il 


Como el Km 3/ = 6. existe una d, > 0 por ejemplo, 3 ] = —) tal que 
t ■-» 2 \ 3y 2 

8 , 9 

13 / — 6 | < - 7 ^ siempre que 0 < \t — 2\ < c),. Por otra parte, Km/ = 4 
'2 t -> 2 


\ 

implica que existe una d 2 > 0 ( por ejemplo, ô 2 — min \ 

£ 

jr 2 — 4| < siempre que 0 < \t — 2\ < ô 2 . Luego si 3 ~ min {3 t ,3 2 }, 


Kj^j ltal que 


\ 


j(3 1 , r) —(6. 4)| = [(3r —6) 2 + (U —4) 2 ] 12 < 


L \\ 


'2 


■4~ 


-v 


il 


1/2 


= £ 


1 Es claro que lo que realmente transforma f en .S^(b; s) es SC'(a; ô) n conjunto 
nunca vaeîo por scr a de acumulacion de Crf.JN. de./T]. 
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siempre que 0 < \t — 2] < ô. Con lo que hemos verificado que lim (3/, t 2 ) 

t~* 2 

= ( 6 , 4 ). 

Utilizamos la figura 2 para dar ahora una interprétation geométrica de 
la soluciôn del ejemplo 3.2. Escogemos una S tal que siempre que t se 
encuentre a una distancia menor que Ô de 2, las longitudes de los lados 
del rectângulo sean menores que Enfonces la longitud de la diagonal 

debe ser menor que e. 

En el ejemplo 3.2 el limite de la funciôn vectorial es el vector cuyos 
componentes son los limites de los correspondantes componentes de la 
funciôn. Esto es cierto para cualquier funciôn vectorial y la prueba de este 
hecho es esencialmente la misma que la prueba dada en la soluciôn del 
ejemplo 3.2 a que lim (3 1, t 2 ) = (6, 4). 

t -*2 



3.3 Teorema. Sea b = (b { , ..., f = (/j ,..., f n ) una funciôn de R 

en R", y a un punto de acumulaciôn de . Enfonces lim f = b si y solo si 

a 

lim f t = bi para i = 1, ..., n. 

a 


Prueba. Si lim f = b, entonces para cualquier e > 0 existe una Ô > 0 

a 

tal que 


|f(0-b| = 


n 

Z 

_i = 1 


(rn-bf 


1/2 


< £ 


siempre que y 0 < \t~a\ < ô. De donde 

| f x (t) — bj\ < £ para cada i — 1, ..., n 


siempre que ts@ f = y 0 < \t — a\ < ô. Esto nos muestra que 
lim f = b implîca que lim /,■ = b t (i ~ I, ..., n). 


a 




104 


Funeiones vectoriales de una variable real 


[Cap. 3 


Si lim fi = para cada i = 1entonces para cualquier e > 0 

a 

existe una ô t > 0 tal que 


\fM-bd < 


siempre que te@ fi y ü < |/ — a\ < 
tenemos que 


ô ; . Tomando Ô = min 


Il 

JCÏ 

f 

1 

<S 

**-* 

-Ci 

1 

• 

c w 
1_ 

1/2 

< 

i (fi) 2 


L'=i J 


_< = i \sjnj J 


1/2 



= £ 



siempre que te@ { y 0 < \t —a\ < ô; es decir, que lim f = b. Y esto 

a 

compléta la prueba. 

El teorema 3.3 nos dice que (si el limite existe): 

lim f = (lim f \ , .... Hm /„). 

a a a 


El limite de una funcion vectorial f puede, por tanto, caicularse de acuerdo 
con los limites de las funeiones reales componentes f. Por ejemplo, 

lim ( t , sen t , tan t) = l lim t, lim sen t , lim tan t\ 


t ---> 


n 


4 


t-* — 



t->— 




El teorema 3.3 nos permite probar algunos teoremas sobre limites de 
funeiones vectoriales usando teoremas muy conocidos sobre limites de fun- 
ciones reales; por ejemplo, el limite de una suma es la suma de los limites 
(si los limites existen). Pero antes de presentar estos teoremas definiremos 
algunas operaciones sobre funeiones vectoriales. 

3.4 Definicion. Si f y g son funeiones vectoriales con ranges en R' 1 y 
dominios Q) t y en R, entonces f-Fg, f — g, f * g, y f X g son funeiones 
con dominio n Q) % y réglas de correspondencia: 

[f+g](0 = f(0+g(0 
[f-g](0 = f(0-g(0 
[f - g] (0 = f(0* g(0 

[f X g] (0 — f(r) X g(0 (definida solamente si R n — R 3 ). 

Si f es una funcion vectorial y <p es una funcion real de una variable reaf 
entonces la funcion cpf esta definida como sigue: 

[<pf] (t) = <p(t) f (t) Œyf = 
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Estas operaciones pueden también expresarse en términos de las 
funciones componentes. Si f = {f l9 ... y g = (9\ > • • •, 9 n ) entonces para 
cualquier te@ f n 

[f + g] (0 = f(0+g(0 

= (flit), .. -,/,(0) + 

= (Â(t)+0i (t),...,f n (t)+g n (t)) 

Por tanto 

3 «5 f H - g C/l "E $ 1 ? * • • ? fn "b • 

Anâlogamente podemos mostrar que 

3*6 f g (/, 9 1 > • * • ? /„ i?n) 

3.7 f’g = Z fidi 

i= 1 

3.8 <pt = ...,q>Q. 

Si f = (/i, f 2 , f}) y g = (#i, # 2 , 9i\ entonces 

3.9 fxg = {J 2 9i-h9i, fi9\~f\9T,, 

Nôtese que f • g es una funciôn real de variable real. Por ejemplo, 
si f = (/, cos, sen) y g = (exp, / 1/2 , / 2 ), entonces 

f*g = I exp -b I 1/2 cos + I 2 sen, 


es decir, 

[f • g] (0 = te 1 + y/ t cos t +t 2 sen t . 

Como = R y = [0, oo > = [0, oo », entonces 

^f- g = r\ = [0, oo >. 

Usando el teorema 3.3, podemos probar fâcilmente los siguientes 
teoremas. 

3.10 Teorema. Si f y g son funciones vectoriales de una variable real taies que 

lim f = b y lim g = c 

a a 

y a es un punto de acumulacion de n , 1 enfonces 
lim [f+g] = lim f + Hm g = b-fc 

a a a 


1 Obsérvese que esta condiciôn es necesaria. Podria ser, en efecto, que a fuese de 
acumulaciôn de y de pero no de Qi C\ [N. de! T.] 
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lim [f — g] — lim f — Jim g — b — c 


Jim [f • g] = f Hm i \ . I Hm g \ = b • c 


lim [f x g] = ^lim f j x ^lim g j = b x c ( para R 3 sol a mente ). 

Prueba. Solamente probaremos la formula de la suma. Las pruebas de las 
otras partes son anâlogas. Si f = (/,, —/„) y g = (g x , 

Hm [f+g] - lim 1/,+^, /« + 0J 


iim (/, + ^ 1 ),...,lim (7, + éÜ 


=■ | Hm J\ + Hm g x , lim f n + Hm 


lim j \, Hm /„] + (Hm ^Hm g n 


Hm (/,, ...,/„) + Hm(^, • 


= lim f + Jim g. 


3.11 Teorema. 57 f e.s 1 una funciôn vectorial y (p es una funciôn real y 

Hm f = b y lim <p = r 

a a 

a es un punîo de acumulaciôn de ^ f , enfonces 

iim (<pi) = Jim cp Hm f = rb. 

Cl Cl Cl 

Prueba. Si f = (/,, —/„), enfonces 

Hm ((pi) = Hm (tpj \, <p./ n ) 


Hm 1 </)/!>, Hm (cpf n ) 


= (Hm (p Hm j\ , .Hm (p Hm /„ 


— Hm cpl lim /, , lim j„ 


Hm (p Hm f 


El teorema 3.10 nos dice que para las funciones vectoriales el limite 
de la suma es la suma de los limites, el limite de la diferencia es la diferencia 
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de los limites, el limite del producto escalar es el producto escalar de los 
limites, y el limite del producto vectorial es el producto vectorial de 
los limites, con tal de que, en todos los casos, existan los limites de las 
funciones. El teorema 3.11 afirma que el limite de una funciôn real por una 
funciôn vectorial es el limite de la funciôn real por el limite de la funciôn 
vectorial, si es que los limites de estas funciones existen. 

Nota . Los teoremas 3.10 y 3.11 podrian haberse probado directamente 
partiendo de la definiciôn de limite. Las pruebas habrian sido anâlogas 
a las de los correspondantes teoremas para funciones reales, ya que la 
longitud de un vector tiene las mismas propiedades bâsicas que el valor 
absoluto de un numéro real (problema 7). 


Problemas 

1. Si î{t) = (L/ 2 ), calcülese y mârquese la posiciôn de f(0.9), ffO.99), 
f(0.999), f(l.l), f(1.01), f( 1.001). Üsese la definiciôn 3.1 para verificar 
que lim f(t) — (1, 1). 

f—» j 

2. Si f(/) = (17],f), calcülense y mârquense las posiciones de f(1.9), 
f(1.99), f(2.1), f(2.01). ([t] es el mayor entero no mayor que t.) Demuéstrese 
que lim f(/) no existe. 

t-*2 

3. Determinese lim f (si es que existe), cuando 


a) f = (ï 1/2 , / 2 , sen), a = 2 

b) f = (exp, senh, cosh), a = 1 


c) f (0 





d) f(0 - 



1 +2f 




4. Si f(/) = ([/], t), determinese lim f(t) y lim f(t). 

t->2~ ' t->2 + 

El limite a la izquierda de f en a es b, lo que se escribe lim f(/ 1 ) — b, si 

t~>a ~ 

para todo s > 0 existe un ô > 0 tal que | f(7) — bj < £ siempre que 
t€<3 f es <a—Ô, a); la definiciôn de lim f(r) = b llamado el limite a la 

î-^a + 

derecha de f en a, es anâloga. 

5. Si a es un punto de acumulaciôn de y existe lim f demuéstrese que 

a 

este limite es ünico; es decir, demuéstrese que si lim f = b y lim f = c, 

a a 

entonces b = c. 
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6. a) Si lim f — b, demuéstrese que la longitud de f (t) se aproxima a la 

t-*a 

longitud de b a medida que t se aproxima a a , es decir, que lim \ f(t)\ = |b|. 

t~+a 

b) Si lim f(f) = b # 0, demuéstrese que la direcciôn de f(/) se aproxima 

t-*a 

a la direcciôn de b a medida que t se aproxima a a, es decir, que 

lim m,JL. 

|f(/)l |b| 


7. Pruébese directamente partiendo de la definiciôn de limite 3.1 que 
si a es un punto de acumulaciôn ^ f+g y lim f = b y lim g = c, entonces 

lim (f+ g) = b + c. 

a 


8. Üsese el teorema 3.3 para probar que si a es un punto de acumulaciôn 
de & f . g y lim f = b y lim g = c, entonces lim (f • g) = b • c. 


a 


9. Si 1(0 = (t, r, / 3 ), determinese lim 

A -»0 


h) — ï(t) 
h 


4. CONTINUIDAD 

La extension de la nociôn de continuidad del caso de funciones reales 
al de funciones vectoriales es tan natural y directa como la extension del 
concepto de limite. 

4.1 Definiciôn. La f une ion f es continua en el punto a de Q) i si para cada 
£ > 0 existe una à > 0 tai que 

\f(t)-f(a)\ < £ 


siempre que îe<3 f y \t — a\ < Ô . 

Si a no es un punto de acumulaciôn de , entonces f es continua en a , 
pues en este caso hay una ô > 0 tal que a es el ünico punto en 

o (a — ô, a y ô/’, y entonces, para cualquier £ ^ 0, |f(0-f(«)l < £ 
siempre que te@ f n (a — ô, a-h ôy. 

Si a es un punto de acumulaciôn de LL Î , entonces la definiciôn 4.1 es 
équivalente a: la funciôn f es continua en el punto a de si 

lim f = f(cï). 

a 

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata del teorema 3.3 
(pâg. 103) 
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4.2 Teorema. Si f = (f l9 y ae@ t , enfonces f es continua en a si y 

solo si j\ es continua en a , para todo i — l,..., n. 

Prueba. Si a no es un punto de acumulaciôn de @ f , entonces la prueba es 
inmediata (recuérdese que para todo /, = £$ f ). Supongamos que <3 es 

un punto de acumulaciôn de Segün el teorema 3.3, limf = f(fl) si y 

a 

solo si lim j] — fi(a ) para todo i = 1, n. Lo que compléta la prueba. 

a 

Asi pues, la continuidad de una funciôn vectorial en un punto a puede 
determinarse comprobando la continuidad de las funciones componentes 
en a. Por ejemplo, la funciôn f = (/, cos, sen) es continua en todos los 
puntos de R ya que /, cos y sen son continuas en todos los puntos de R. 

Correspondiéndose con los teoremas 3.10 y 3.11 sobre limites, tenemos 
el siguiente teorema sobre continuidad. 

4.3 Teorema. Si las funciones f y g son continuas en a , entonces f+g, 
f— g, f * g + f X g son continuas en a. Si f y <p son continuas en a , entonces q> f 
es continua en a . 

Prueba. Probaremos solamente que f+g es continua en a. Las pruebas 
para las restantes operaciones son anâlogas. Si a no es un punto de 
acumulaciôn de ^ f+g , entonces f+g es continua en a. Si a es un punto 
de acumulaciôn de ^ f+g , entonces a es un punto de acumulaciôn de^ f y de 
y lim f = f(a) y lim g = g {a). Y tenemos entonces, de acuerdo con 

a a 

el teorema 3.10, 

lim [f+g] = lim f + lim g = f(a) + g(a) = [f+g] (fl). 

a a a 

Luego f + g es eontinua en a. 

4.4 Definicion. La funciôn f es continua sobre un conjunto ^ ^ Q) { si la 

funciôn restringida f y es continua en cada uno de los puntos de <9+ 

Como funciôn restringida, f y >, donde Sf c: entendemos la funciôn 

con dominio y régla de correspondencia f ^(t) = f (t) para todo te£f. 

En la mayoria de los casos de interés el conjunto es un intervalo. 
Si es un intervalo abierto, entonces la definicion 4.4 es équivalente a: 
la functiôn f es continua sobre el intervalo abierto f si f es continua en 
cada punto de f . Si Sf es un intervalo cerrado, entonces la definicion 4.4 
es équivalente a: la funciôn f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] si f es 
continua sobre el intervalo abierto <a, b} y si lim f = f (a) y lim f = f (b). 

a + b~ 

Una funciôn se llama continua si es continua en cada punto de su 
dominio. 
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Problemas 

1. Encuéntrense los puntos (si es que hay algunos) donde las siguientes 
funciones no son continuas y delinéese el rango de cada funciôn. 

a) f - (exp, /), = [0, 2] 

| f , , s< o.„] 

b) V ' / 

f(0) = (0, î) 

c) f(t) = (f, t, U]), *e[0, 4]. 

2. Si f(/) = (|/|, 2 1/|, t), îe[ — 2, 2] 

y 

(-f, ~2 u 0, *e[-2, 0] 

(2 — /, 4 — 2/, 2 —/), /e <0, 2] , 
delinéese el rango de f y g. 

3. Si f es continua sobre un conjunto Sf de muéstrese que |f| es conti¬ 
nua sobre Sf. La funciôn |f| tiene dominio ££ f y régla de corresponden- 
cia |f| (/) — |f(OI - 

4. Si f tiene la propiedad de que |f(/) — f(^)| ^ \t — s\ para toda t y s 
en .(/ f demuéstrese que f es una funciôn continua. 

5. CURVAS 

El término “curva" tiene signilicados distintos en distintas areas de la 
matemâtica. Aqui le asignaremos un significado apropiado a nuestro 
estudio de las funciones vectoriales. Una posibilidad es la de définir una 
curva como el rango de una funciôn vectorial continua que tiene como 
dominio un intervalo. Nosotros llamaremos a esto una curva punîeada. 
Esta definiciôn es adecuada para la geometria analitica. Segün los ejemplos 
y problemas de la secciôn 2 vemos que una recta, una circunferencia, una 
parâbola, una elipse y una rama de una hipérbola son ejemplos de curvas 
punteadas. 

Si g es una funciôn real continua con un intervalo $ como dominio, 
entonces, si hacemos f = (/, g) vemos que la grâfica de g , {(t,g(t)) te/} 
es el rango de f y, por tanto, puede considerarse como una curva punteada 
en R 2 . Sin embargo, cuando se discuten las tangentes a la grâfica se hace 
uso de la descripciôn analitica de ésta. Asi pues, en este contexto la grâfica 
es mâs que solamente un conjunto de puntos. Es un conjunto de puntos 
trazado de la forma descrita por la funciôn f = (/, g); es decir, f (/) va 
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trazando el conjunto de puntos de izquierda a derecha a medida que t 
aumenta sobre el intervalo f. 

Consideremos ahora el problema de describir el movimiento de una 
partlcula que se mueve en el espacio durante un intervalo de tiempo [a , b], 
Con cada punto t de [a, b] asociamos el punto f(7) que es la position de la 
partlcula en ese instante en relaciôn con cierto sistema de coordenadas 
rectangulares. De esta forma el movimiento de la partlcula queda descrito 
por la funciôn vectorial f de dominio [a, b] y rango en R 3 . Ademâs, la 
funciôn f serâ continua, pues en mecânica clâsica suponemos que una par¬ 
tlcula no puede cambiar instantâneamente de posicion; es decir, si la 
partlcula esta en el punto P 0 = f(/ 0 ) en el instante t 0 y 5^(P 0 ; e) es una 
vecindad de P 0 enfonces existe un intervalo de tiempo (t 0 — <5, t 0 + 3) 
durante el cual la partlcula permanece en la vecindad ^(P 0 ; e). 

En problemas taies como éste, la curva de puntos que es el rango de f no 
nos da una descripciôn adecuada del movimiento de la partlcula. Claramente 
la misma curva de puntos puede haber sido trazada de modos muy 
diferentes; en diferentes direcciones y con diferentes velocidades. Para 
describir la forma en que se ha trazado la trayectoria de la partlcula tenemos 
que conocer cuâl es la funciôn f, no solo su rango. 

Definimos por ello una curva-trayectoria como una funciôn vectorial 
continua con un intervalo como dominio. En este capitulo trataremos casi 
exclusivamente de curvas-trayectoria y, por ello, emplearemos simplemente 
el término “curva” para indicar “curva-trayectoria”. Por tanto, una curva 
es una funciôn f. Sin embargo, como el téimino “curva” debe tener una 
connotaciôn geométrica, pensamos en una curva como la curva punteada 
correspondiente (el rango de f) trazada en la forma que f prescribe. 
Denotaremos la curva por y diremos que # es la curva descrita por f. 



Como una curva estâ descrita por una funciôn continua, no puede 
haber interrupciones en su trazo. Por ejemplo, el conjunto dibujado en 
la figura 3 no es una curva de acuerdo con la definiciôn que hemos aceptado. 
Supongamos que este conjunto fuera una curva descrita por la funciôn 
continua f = (/j, f 2 ) con el intervalo f como dominio. Entonces f x y f 2 
serlan continuas sobre De acuerdo con el teorema del valor intermedio 



112 


Funciones vectoriales de una variable real 


[Cap. 3 


para funciones reales, 1 j\ y f 2 transforman intervalos sobre inxervalos. Sin 
embargo, en la figura 3 vemos que f 2 no transforma el intervalo [f, , t 2 ] 
sobre un intervalo. 

5.1 Ejemplo. Proporciônese una description geométrica de la curva # 
descrita por f, donde f(t) = (cos t , sen /) y @ { = [0, 2tt], 

Soluciôn. La curva-punto que es el rango de f es la circunferencia de 
radio uno con centro en el origen: {(x, y) \ x 2 +y 2 = 1}. A medida que t va 
de 0 a 2 7i, el punto f(f) va recorriendo la circunferencia, en direcciôn 
contraria a la de las manecillas del reloi desde f(0) = (1,0) hasta 

f(2 7i) = (1, 0). 

La curva ^ del ejemplo 5.1 puede también describirse por 

x — cos /, y = sen t , /e[0, 2n\. 

La variable t se llama parâmetro, y estas ecuaciones se llaman ecuaciones 
paramétricas de %. 

5.2 Ejemplo. Trâcese la curva dada por las ecuaciones paramétricas: 

x = cos r, y = sen f, z = /e[0, 4n ]. 

Soluciôn. La distancia del eje Z a un punto (x, y, z) cualquiera de la 

curva es ^/x 2 +j 2 = y/c os 2 + sen 2 t = 1. Asi pues, la curva debe 
encontrarse sobre el cilindro circular recto con base de radio 1 y el 
eje Z como eje (figura 4). A medida que t aumenta de 0 a 47i, el punto 
(x, y, z) = (cos /, sen /, \t) se mueve de (1,0, 0) a (1, 0, 2n) girando en 
direcciôn contraria a la de las manecillas del reloj (cuando se ve desde 
arriba) y moviéndose hacia arriba sobre la superficie del cilindro. Esta 
curva es un arco de hélice cilindrica. 

Nota . Si usamos los vectores unitarios i = (1,0, 0), j = (0, 1,0) y 
k = (0, 0, 1), la régla de correspondencia para la funciôn f que describe 
la curva en el ejemplo 5.2 puede escribirse 

f (t) = cos t i + sen / j + \ t k. 


1 Volumen 1, pâg. 430. 

2 El lector puede ver que, segun esto, ecuaciones paramétricas de una curva- 
trayectoria son las funciones componentes de la curva. En cuanto a parâmetro, parece 
que el autor llama aqul asi a la letra empleada para representar un elemento no deter- 
minado del dominio de la curva, pero esto no encaja bien con el uso de esta palabra en 
expresiones taies como, por ejemplo, “cambio de parâmetro”. [N. del T.] 
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f( 0 ) = (i,o,0) 



f(47T) - (1,0, 2 tt) 


FIGURA 4 


5.3 Ejempio. Provéase una funciôn que tenga como rango la curva 
punteada trazada por un punto P de una circunferencia cuando la circun- 
ferencia rueda (sin deslizamiento) sobre una recta. Esta curva punteada 
se llama cicloide. 

Soluciôn. (Figura 5.) Supongamos que la recta sobre la que la circun¬ 
ferencia rueda es el eje X y sea P el punto de la circunferencia que se 



FIGURA 5 
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encuentra sobre el eje X cuando cl centre de la circunferencia esta sobre 
ei eje Y. Sea 0 la medida en radianes del ângulo que forma el vector P — C 
con la direceiôn negativa del eje Y y sea <p el angulo que forma la direcciôn 

3 n 

positiva del eje X con P-C. Como C = (a-), a) y (p+0 = —, tenemos 

(.v, y) = P = C + (a cos </>, a sen (p) 

= {aÜ. a)y( — a sen 0. — a cos 0) 

= a (0 -- sen 0, 1 — cos 0). 

Asi pues, la cicloide es el range de la funciôn f donde 

= a(0 — sen 0, 1 - cos 0). 


Problenias 

1. Proporciônense descripciones geométricas y dibujos de las curvas 
descritas por las siguientes funciones: 

a) f (t) = c“ r (cos 2nt, sen 2 ni) 

b) f(t) — c _r (sen 2nt, cos 2nt) 

c) f(/) = (1 — sen î. — 2 -j- sen t, 2 sen t). 

2. Dibüjese la curva descri ta por 

i“(/) = cos /i + 2 cos t j + sen t k, îe[ 0, 2n], 

3. Dibüjese el arco de la hélice cônica descrita por 

f (0) — f 0 cos 0, sen 0, — 

\ 27T 

4. Proporcionese una funciôn que tenga como rango la curva punteada 
trazada por un punto P sobre una circunferencia de radio 1 cuando la 
circunferencia rueda sobre el lado interior de un dreulo de radio 4 y dibüjese. 
A esta curva punteada se le llama hipocicloide. 

5. Un punto P en el primer cuadrante de R 2 se mueve de tal forma que 
su distancia al origen es igual a la pendiente t de la recta que va del origen 
a P. Proporcionese una representaciôn paramétrica de la curva trazada 
por P usando i como paramètre y dibüjese. 

6. Sea {(.v(r), j>(/)) I teR} la trayectoria de una particula y denotemos 
por x y y las derivadas de las funciones x y y. Determinese la trayectoria si 

a) x = 0, i ; = -g. x(0) = 1, v(0) = 2, x(0) = 0, j(0) = 0 

b) x = x, y = 2y\ x(0) = 1, jz(0) = 2. 

Sugerencia. x = x => D t (e~ t x(t)) — 0 

c) x — x, y — 2y — x, x(0) — 1, j(0) = 2. 


, 0 e [0, 2 tt] . 
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6. LA DERIVADA 

En el câlculo de funciones reales de una variable real la derivada de una 
funcidn f se define como la funcion f cuya régla de correspondencia es 

f ( t) ~ lim- 

H-+0 h 


y cuyo dominio es el conjunto de todos los numéros reales t para los que el 
anterior limite esta definido. Si f es una funcion vectorial de una variable 
real, definimos la derivada de f en la misma forma. 

Nota. Siempre que consideramos derivadas de funciones de una variable 
suponemos que todas las funciones que aparecen en la discusiôn estân 
definidas en un intervalo que consta de mâs de un punto o por la union 
de intervalos de tal tipo. 

6,1 Definicion. La derivada de una funcion vectorial f es la funcion 
vectorial f ' cuya régla de correspondencia es 


f ’(l) = lim f( * + /,) ~ f(f) 
/; -* 0 11 


y cuyo dominio es el conjunto de todos los numéros reales t para los que el 
anterior limite existe. 

Si t es un numéro en el dominio de f\ entonces se dice que f es 
diferenciable en t . 

Aplicando el teorema 3.3 (pâg. 103), obtenemos la siguiente régla para 
calcular la derivada de una funcion vectorial: la derivada de la funcion f 
es la funcion vectorial cuyos componentes son las derivadas de las compo- 
nentes de f. 

6.2 Teorema. Si f = (j\ entonces 

f = 

donde el dominio de f' es la inter se ce ion de los do minios de las derivadas 


Prueba.. De acuerdo con et teorema 3.3 sabemos que 

u tjj+hçyj) = , ( Mi+h)-M» jyj+hyzU o 






existe si y solo si cada uno de los limites lim -—- L —^ (i — 1, ..., n) 

h 
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existe. Esto prueba que el dominio de f' es la intersecciôn de los dominios 
de //, Si t esta en el dominio de f', entonces, usando de nuevo 

el teorema 3.3, concluimos que 

f '(0 - (//(/),. 


es decir, que 



6.3 Ejemplo. Encuéntrese f' cuando 

a) f = (cos, sen) 

b) f (0 = (/, 2 -/ 3 , 4 In (1-0), > < I 

c) ff t) = e~ f (I, cos cot, sen oit). 

SOLUCIÔN. 

o) F = ( — sen, cos) 

b) f '(t) = (l, —3/ 2 , ~J, t < 1 

c) f (f) = (e~ r , É ,_r cos cor, e~ x sen cor) y 

f'(r) = ( —<?~ f , e _f ( —cos cor —co sen cor), e~ ! { — sen cor + co cos cor)) 

— — e~ r (l, cos cor, sen cor) + e”'(0, — co sen cor, co cos cor). 

Damos ahora una interpretaciôn geométrica de la derivada de una 
funciôn vectorial. Sea <€ la curva descrita por la funcion f cuyo dominio 

1 

es Si r y t + h estân en jf (h # 0), entonces -{f(t + h)~ f(î)) es un vector 

h 

paralelo a la cuerda que une f(r) con f(t + h) (figura 6). Si f es diferenciable 
en t y f ; (r) / 0, entonces la direcciôn del vector 

- [f(r + /i)-f(0] 



FIGURA 6 
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se aproxima a la direction del f'(/) cuando t tiende a cero, puesto que 


f'(0 = lira 

/ t ->0 


h 


Es, por tanto, natural dar la siguiente définition. 

6.4 Définition. Si es una curva descri ta por f y si f \t) existe y es distinta 
de cero , enfonces f'(t) se liama vector tangente a la curva en el punto f(t), 
y la recta 

= {f(r) + rf (01 reR} 

se liama recta tangente a la curva ( (> en f(/). 

El vector tangente f'(f) apunta en la direction en que la curva va siendo 
trazada en f(y) cuando t aumenta. 

El siguiente ejemplo muestra que la définition de recta tangente a una 
curva es una extension del concepto de recta tangente a la grâfica de 
una funciôn real de variable real. 


6.5 Ejemplo. Si ( 6‘ es la grâfica de la funciôn real g , demuéstrese que g'(x) 
es la pendiente de la recta tangente (definida en 6.4) en el punto (x, g(x)) 


de < €. 


Soluciôn. ^ es la curva descrita por la funciôn f = (/, g). Luego f' = (1, g') 
y la recta tangente en el punto (x, g(x)) de # es 

& = {(•«, g(x)) + r(l, g'(x)) | reR}. 

La pendiente de es g’ (x). 

Introducimos ahora otra notation para la derivada. Si la curva esta 
descrita por la transformation f del intervaloentonces # = { x | x = f(/)r,e J} 
y decimos que *6 esta descrita por la ecuaciôn paramétrica 

X = f (t). 

Sea 


Si # es una curva en el espacio tridimensional, entonces tiene una ecuaciôn 

x = (x,y, z) = f (t) 


y 


dx 

dt 


dx dy 
dt dt 
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6.6 Ejemplo. Encuéntrese la recta tangente a la hélice cilindrica (figura 4, 
pâg. 113 ) descrita por las ecuaciones paramétricas 


.Y — COS / 

v ■ sen / 

* 

Z = 2 î i /G < — GO, GO ) 


en el punto 0, 1, 


71 


Solution. Notese que el punto j 0, 1, -j corresponde a t 

esta descrita por la ecuaciôn 

(.v, y\ z) — (cos ? /, sen t, \t) = f(/). 


n 

- . La curva % 
2 


Entonces 


, dx cl v dz . 

f (t) = ( — , — , — ) = (-sen /, cos /, j) 
dî dt dî 


y 



( — U 0, \) . 


Por tanto, la recta tangente a %' en 



es 


= H o, l,^ + r(-l,0,i)|r6R > 

y son ecuaciones paramétricas de if 

x = — r 
y = 1 

n \ , x 

z = —I— r, r e < — oo, co> . 

4 2 

Los siguientes ejemplos ilustran la manera en que la derivada puede 
u sa r se como una ayuda para el dibujo de la curva. 

6.7 Ejemplo. Dibüjese la curva <6 descrita por 

f = (7 3 —47, I 2 - 4). 
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Soluciôn. Como /, = / 3 — 4/ es una funciôn impar y f 2 — / 2 — 4 es una 
funciôn par, la curva es simétrica respecto al eje Y ; si f(t 0 ) = U 0 ,.Vo) 
entonces f( —/ 0 ) = ( — x 0 ,y 0 ). Podemos pues restringir nuestra atencion a 
valores no negativos de /. Como f' = (3 / 2 — 4, 2/), la curva tiene un vector 
tangente f '(/) = (3/ 2 — 4, 2/) en cada punto f(/). Al dibujar los puntos 
donde f'(7) es horizontal (con segunda componente cero) o vertical (con 


primera componente cero) son de interés particular. En f(0) = (0, —4) tiene 


un vector tangente horizontal f'(0) = ( — 4, 0) y en f 



16 


n __ 

V 



la curva tiene un vector tangente vertical f' 



0, - J 3 V Considerando. 
3 


ademâs, la expresion general del vector tangente 


f'(0 = (3/ 2 — 4, 2/), 


tenemos: 

Si te(0, entonces f'(/) apunta hacia la izquierda y hacia arriba 

puesto que 3/ 2 — 4 es negativa y 2 1 es positiva. 

Si te(\y]ï, ce}, entonces f / (r) apunta a la derecha y hacia arriba 
puesto que 3/ 2 -~4 y 2 i son positivas. 

Marcando ahora algunos puntos (entre los que deben incluirse todas las 
intersecciones con los ejes coordenados) podemos dibujar %' (figura 7). 
El punto (0, 0) se llama punto doble de : f( — 2) = f(2) — (0, 0). Notese que 
1? tiene dos vectores tangentes en este punto : f ' ( — 2) = (8, — 4) y f ' (2) = (8.4). 


f(0) - (0, -4) 
f(Ts/3) = i-Wyfi, 
f(2) = (0, 0) 



X 


Obsérvese que en la definiciôn 6.4 no se define ningûn vector tangente 
en el punto f(r) si f'(r) = 0. En tal punto puede suceder que la curva tenga 
un cambio de direccion abrupto. Ilustramos esto en el siguiente ejemplo. 
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6.8 Ejemplo. Dibüjese la curva # descrita por 




i e < — oo, oo ) . 


Soluciôn. Como f\ es una funciôn par y f 2 es una funciôn impar, es 
simétrica con respecto al eje X ; si f(? 0 ) = (x 0 , y 0 ) entonces f ( - ? 0 ) = (x 0 , —y 0 ). 
Considerando el vector tangente 



( Il ll±2ll\ 

V(i + t 2 ) 2 ’ (i +t 2 ) 2 )’ 


vemos que no tiene tangentes horizontales ni verticales. Sin embargo 
f (0) = 0. Investigamos ahora el comportamiento de ^ en el punto 
f(0) = (0, 0). Escribiendo 

f'(0 = - ‘—(2,t 3 + 3t), 

(l +ry 


vemos que, para t < 0, f ' (t) tiene la misma direccion que — (2, t 3 + 3t) y, 
para t > 0, f (?) tiene la misma direccion que (2, ? 3 + 3?). Como 

lim — (2, ? 3 + 3?) = ( — 2, 0) y lim (2, ? 3 +3 1) = (2, 0), 

t-»0“ î^O + 

la curva tiene un abrupto cambio de direccion en f(0) (figura 8). A tal 
punto se le llama cüspide o punto cuspidal. La recta x — 1 es una asintota 
vertical de ^ : 



FIGURA 8 
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Si una funciôn f describe el movimiento de una particula durante un 
intervalo de tiempo ÿ [es decir, para cualquier tef, f(/) es la posiciôn de 
la particula en el tiempo /], entonces f'(/) es la velocidad y |f'(/)| es la 
rapidez o velocidad modular de la particula en el instante t. 

Asi pues, f'(/) = 0 significa que la particula tiene velocidad cero en el 
instante t. Como hemos visto, puede que haya un cambio abrupto de 
direction en la trayectoria en el punto f(/). Sin embargo, no es este 
necesariamente el caso. Por ejemplo, supongamos f = (7 3 , / 3 ). Entonces 
f' = (3/ 2 , 3/ 2 ) y f'(0) = 0. La curva descrita por f es la recta con ecuacidn 
y = x trazada de izquierda a derecha cuando t aumenta. El hecho de que 
f # (0) = 0 significa que la particula se para en el origen. 


Problemas 

1. Determinese f' cuando 

a) f = (/ 1/3 , 3/ 2 , sen) 

b) ï = (exp, senh, cosh) 

c) f(r) = ^In (?"+!), \f / 2 + l, - 


2 1 
2 + l 


d) f(r) = (cos 2 3/, cos t sen /, tan t) 

e) f(/) = (/, U [/]) 


f(0 = ( e 2 \ t L sen - ), / # 0 

x 


1 


/) 


f(0) = (1,0). 

2. Pruébese que si f es diferenciable en el punto r, entonces f es continua 
en t . 

3. Encuéntrese un vector tangente y la recta tangente a 

a) la elipse con ecuaciones paramétricas 

x = 4 cos 0 
y = 3 sen 9 , #e[0, 2 n] 

en los puntos (0, 3), (2 v 2, iyfl), (4, 0); 

b) la recta de representaciôn paramétrica 

f(0 = (5, -3, 8) + /(8, -17, 32) 

en los puntos (5, —3, 8), (13, —20,40), (29, —54, 104); 

c) la hélice cônica de representaciôn paramétrica 

0 


en los puntos (0, 0, 0), 0, - , - . 

2 4/ 


f (0) = 0 cos 0, 0 sen 0 , 


71 1 


2 TT. 
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4. Trâcese la curva T descrita por la funciôn f en cada uno de los casos 
que siguen. Encuéntrense todos los puntos en que % tiene un vector 
tangente horizontal o vertical. 

a) f = (I\ I 2 + 21) 

b) f = (/ 4 -4/. / 3 ) 

c) f(/) = (cos t. sen 3/), /e[0, 2n] 


d) f(r) 


(cos 2t, cos 2i tan r), te 


n n 


3 3 


5. Trâcese la curva % descrita por la funciôn f en cada uno de los 
casos que siguen. Encuéntrense todos los puntos en que % tiene un vector 
tangente paralelo a uno de los pianos coordenados. 

a) f(r) — (sen cos r, sen 3/) 

b) f(7 ) = (sen 2 1. cos c sen 3 r ). 

6. Demuéstrese que la cicloide descrita por f = a(I — sen, 1 — cos) 
tiene un punto cuspidal en los puntos f(0) = (0, 0) y f (27r) = (2na, 0). 
(Véase la figura 5, pâg. 113.) 

7. Trâcese la curva ( {> descrita por la funciôn f en cada uno de los 
siguientcs casos. Determinense todos los puntos de ( € en que f'(f) = 0 y 
discütase el comportamiento de % en estos puntos. 

a) f(/) = ( t 2 ,t J ), re[ — 1, 1] 

b) f(/) = (r\ / 5 ). te[— 1 , 1] 

c) f(0 = (t 3 . r\ |/ 3 |), /e[- 1, 1] 

il) f(r) = (t*-2t 2 , t 3 ). re( - 1, 1]. 

8. Si f esta definida sobre [a, b\ y f'(0 = 0 para todo te[a, b], demuéstrese 
que f es una constante sobre [, a , b]. 

9. Supongamos que tenemos un espejo parabôlico formado por la 
rotaciôn alrededor de su eje de la parâbola descrita por 

f (0) — — --(cos 0, sen 0). 

1 — cos 0 


Demuéstrese que un rayo de luz que émana del foco de la parâbola se 
refieja pa raie la mente al eje. 
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7. ALGUNOS TE O R EM AS SOBRE LA DERIVADA 


Se dice que una funciôn es diferenciable en un punto si la derivada de 
la funciôn existe en tal punto. Definimos ahora lo que significa decir que una 
funciôn es diferenciable en un intervalo. La funciôn f es diferenciable sobre 
el intervalo abierto <a, b ) si f es diferenciable en cada punto de (a, 6>, 
y la funciôn f es diferenciable sobre el intervalo cerrado [a, /)] si f es 
diferenciable sobre el intervalo abierto < a , b ) y si existen las siguientes 
derivadas latérales en los puntos extremos: 


y 



H m 

/i^O + 


î(a -r h ) —((a) 

h 


f ''(b) 


lim 

h->Q~ 


f(fr + /Q-f(fe) 
h 


El siguiente teorema es una simple consecuencia de las definiciones de 
continuidad y diferenciabilidad sobre un intervalo. 

7.1 Teorema. Si la funciôn f es diferenciable sobre un intervalo 
entonces f es continua sobre f. 

En el câlculo de funciones vectoriales hay réglas para el câlculo de 
derivadas que son anâlogas a las existentes para funciones reales; por 
ejemplo, la derivada de una suma es la suma de las derivadas. Antes de 
dar estas réglas introduciremos una notaciôn que nos permita formularlas 
de un modo conveniente. Hagamos f' = Dï; D es una funciôn (operador) 
cuyo valor en f es f'. Las funciones cuyo dominio y rango son conjuntos 
de funciones se llarnan usualmente operadores. De ahora en adelante 
diremos que la funciôn f' se obtiene cuando aplicamos el operador D a f. 


7.2 Teorema. Si f, g y cp son diferenciable s sobre un intervalo f, entonces 
f+g, f-g, f ■ g, f X g y (pi son diferenciables sobre f y, sobre f, 

D(f+g) = Di+Dg 
D( f-g) = Di— Dg 
D( f-g) = f- Dg + Df-g 
D(i x g) = f x Dg + Di x g 
D(tpï) = (p(Dî) + (D(p)f. 

Prueba. Probaremos solamente la parte del teorema sobre el producto 
vectorial. Las pruebas de las restantes formulas son anâlogas. Si 
f = (fl , h, h) y g = (9\, 92 , 9s)- entonces 

fxg = {js9s-fs9%- fs9\-f\9s- j\92~fi9\)- 
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Por el teorema 6.2 (pâg. 00), sobre el intervalo </, 

£>(fxg) = ( D{f 2 g 3 - f i g 2 ), D{j\g x -J\g 3 ), D{f x g 2 -f 2 g l )) 

= C fi D 9ï + <73 0f 2 - fi Dy 2 <7 2 0/ 3 , / 3 Dg t + g x Df 3 -/, % 3 

-</3 Dj \, /, Dg 2 +g 2 Df\ -f 2 Dg , Df 2 ) 

= C/2 °<73 -/j , ,/ 3 A<7 1 -/t Dg 3 , /1 Dg 2 -f 2 Dg , ) 

+ O 3 D fi <7 2 0/3> < 7 1 0/3-,ÿ 3 £>/,, g 2 Vf, - g 1 77/2) 
= ( 7 i v/2 -/3) x d 9 i - Dg 3 ) + (DJ ,, Df 2 , Z)/ 3 ) X (#,, g 2 , t/ 3 ) 

= f x £>g+ Df x g. 

/Vota. Como el producto vectorial no es conmutativo, se debe tener 
cuidado en escribir los factores en la formula para la derivada dei 
producto vectorial en el orden correcto. Esta formula es para funciones 
vectoriales con rango en R 3 , solamente; todas las otras formulas se 
verifican para funciones vectoriales con rango en un espacio euclidiano 
de una dimension finita cualquiera. 


7.3 Ejemplo. Demuéstrese que si |f| es una constante, entonces f(t) y 
f'(0 son ortogonales para todo 

Solution. Para todo te& f 

m-f(t) = \m \ 2 = ifi 2 (o. 

Por tanto, si |f| = c 

f-f - |f| 2 - c 2 


y 


D(f • f) = f* Df+Dï-f = 2f • Df = 0. 


Asi pues, para todo /e^ r , f(r) • f ' (/) = 0 ; es decir, f (f) y f'(7) son 
ortogonales. 

Los simbolos y djdt " est an también en uso para denotar la 

derivaciôn : 

DM) = -f(0 = - = f'(0; 

dî dt 

d 

es decir, si f(/) es la régla de correspondencia para f, entonces £> f f(/) = — f(0 
dénota la régla de correspondencia para f'. 1 

Sea f una funciôn diferenciable que describe la circunferencia ^(P 0 ;r) 
con centro en P 0 y radio r. Para todo te@ f , |f(/) —P 0 | = r y, por tanto, 

de acuerdo con el ejemplo 7.3, f(7) —P 0 es ortogonal a 

Djf(/)-p 0 ] = Af(0-APo = f'0); 

1 Es mâs frecuente decir que f(/) dénota la imagen de t segün f, etc., que decir que f(7) 
es la régla de correspondencia para f, etc. [N. del T.] 
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es decir, el radio trazado desde P 0 al punto f(/) sobre la circunferencia es 
ortogonal al vector tangente en este punto. 

7.4 Ejemplo. Si f = (/, cos, sen) y cp = exp o 2/, determinese D(<pf ). 

Antes de dar la soluciôn de 7.4 repasaremos la définition de composition 
de funciones reales de una variable real. La funciôn / o g (lo que se lee: 
“/composicion g" o “/circulo g”) es la funciôn con régla de correspon- 
dencia [f g] (x) = f(g(x)) y el conjunto {xe& g | g(x)e@ f } como dominio. 
Por tanto, 

<p(t) = [exp c 2 /] (0 = exp (2/) = e 2t 

y $) y = R. La formula para la derivada de / c g 7 llamada régla de la ca- 
dena, es 

(f *9Ï = (/' *9)9' • 

Por tanto, D(exp >2/) = (exp 2/)2; es decir, (p’(t) = 2e 2t . 

Soluciôn de 7.4. Las funciones f y q> son diferenciables sobre R y 
D(cpï) = <p(Df) + (D<p)i 

= [exp o 27] (1, — sen, cos)-f [2 exp o 27] (/, cos, sen) 

= [exp 2 /] ( 1 + 2 /, 2 cos — sen, cos -h 2 sen) ; 

es decir, para todo te R, 

D t [(pï] (f ) = e 2t ( 1 H-2/, 2 cos t — sen /, cos t + 2 sen /). 

Definimos ahora la composicion de una funciôn vectorial f con una 
funciôn real cp y pasamos a estudiar algunas de las propiedades de esta 
composicion. 

7.5 Definicion. Si (p es una funciôn real de variable real y f es una funciôn 
vectorial de variable real , f - (p es la funciôn vectorial de variable real con 
régla de correspondencia 

[f O <p] (0 = f (cp(t)) 

y dominio : (p(t)€Q t }. 

Si te$ f , v y f , /„), entonces 

(0 = f(<p(0) = U\(<p(t uvm 

= ([/i -</>]('), • •-,[/„ *<p] (0). 

Por tanto 

f°<P = (fi °<P ./„ “<?)• 
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7.6 Teorema. Si cp es continua en f 0 y f es continua en cp(t 0 ), entonces 
f cp es continua en t 0 . 

Prueba. De acuerdocon el teorema 4.2, pâg. 109, f </> es continua en t 0 si 
y solo si /,• cp (i = 1, ..., n) es continua en t 0 . Como cp es continua en t 0 y f\ 
es continua en cp(t 0 ), sabemos, de acuerdo con la teoria de funciones reales 
de variables real que f] cp es continua en t 0 . 1 Y esto compléta la prueba. 

7.7 Teorema. Si cp es diferenciabie sobre un intervalo / y f es diferenciable 
sobre un intercala que confie ne a cp (J ) — {cp(t)\ te/}, entonces f cp es 
diferenciable sobre f y 

D (f cp) = [(Df) cp]Dcp sobre /. 

Prueba. Segün el teorema 6.2 (pâg. 115), sobre el intervalo /, 

D(i cp) = (D(f\ •</>),..., D(f n cp)). 

De acuerdo con la régla de la cadena para funciones reales de variable real 
tenemos: para / = I. n 

D(j\ cp) = [(DJ]) cp] Dcp sobre /. 

Asi pues 

D (f cp) = ([(DJ\) cp]Dcp . [(Df n ) <p}Dcp) 

= ((£>/s) <P< - --ADfn) (P) D( P 
- [(Di) cp]Dcp. 

Y esto compléta la prueba. 

Podemos escribir la formula del teorema 7.7 en la forma 

D t i(cp(t)) - <p\t)t\<p(t)). 

Un teorema importante en el calcule de funciones reales de variable 
real es el teorema del valor medio: 

7.8 Si / es continua sobre [ a , b] y diferenciable sobre <a, b > entonces hay 
un punto ce (a, b ) taî que 

f(b)-f(a) = (b-a)J'(c). 

La generalizaciôn del teorema del valor medio para funciones vectoriales 
es la siguiente: 


7.9 Teorema. Si f es continua sobre [a, b] y es diferenciable sobre (a. b} 
entonces existen b ) taies que 

f(b)-f(a) - (b-a)U\'(c x ), ..., f n '(c n )). 


1 Volumen l, pâg. 367.. 
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Prueba. La hipotesis sobre f impJica que cada componente f h es una 
funciôn continua sobre [a, b] y diferenciable sobre {a, b). La conclusion 
del teorema signe de la aplicaciôn de 7.8 a cada componente /’• de f. 

Nota. El teorema 5 muestra que bajo las hipotesis del teorema 7.9 no 
podemos concluir que f(Z>) —f(üd = (b — a)f'(c) para alguna c*e<a, b}. 


Problemas 
1. Si 


determinense: 
a) r 

d) D, 2 g(t) 

y) (f * g)' 
j) 

, d 2 , 

»0 — g(< ) 


f(0 = (f, t 2 , J ( 3 ), /e[0, CC> 
g = (cos, sen, / ) 

(/>(/) — e~*\ 1 e [0, oo) 

b) g ' c) no 

e) f (O)-f-g 7) 77(f + g) 

h) D(tx g) /) (<pf)' 

/c) D(fo(p) /) (fosen)' 

n) D( |fi 2 ) a) D(|f|). 


2. Determinense 

n) cos col, a sen col) b) D t 2 (a cos col, a sen col). 


3. ^Cuâl es el dominio y régla de correspondencia para 


a) 0( |f|) 


b) D\ — J? 

Jf. 


4. Supongamos que una curva punteada esta descrita por la funciôn f 
de [a, b] y por la funciôn de [0, b — a] por g, donde g(u) = f (b~u). ^Cuâl 
es la relaciôn entre los vectores tangentes determinados por f y g en cualquier 
punto de la curva ? 

5. Consideremos el arco # de hélice ciündrica descrito por 


f(1) = (cos r, sen r, 0, 


t e 


0 , n - 

2 


Demuéstrese que en ningün punto de # f'(l) es paralela a la cuerda de 
f(0) a fQ. 
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6. Determînese el componente radial [es decir, el componente en la 
direeciôn de f(r)] de f'(r) y de f"(r), cuando 

a) f (r) = (r cos œt , r sen œî) 

b) f(r) — (r cos / 2 , r sen f 2 ). 

7. La grâfica polar de r — 0 es una espiral de Arquimedes. Son, pues, 
ecuaciones paramétricas de la espiral de Arquimedes 

A' = 0 cos 0 
v — 0 sen 0. 

Determînese un vector tangente a la espiral en el punto ( —tt, 0). 

8. Sea g una funcion real diferenciable sobre [a, /j] y sea la grâfica 
polar de r — g(0). Entonces # estâ descrita por la funcion f = gu de [a, /?] 
donde u — (cos, sen). 

Demuéstrese que 

f' = ^'u+^u 1 donde u 1 = ( — sen, cos) 
e interprétese este resultado geométricamente. 

9. Resuélvase el problema 7 usando el problema 8. 

10. Determînese un vector tangente en cualquier punto de la cardioide 
cuya ecuacion polar es r = ! + cos 6. Dibüjese la curva. 

11. Supongamos que f es una funcion de R a R 2 que es continua sobre 

[a, b] y diferenciable sobre <n, /?>, donde a < b. 

a) Demuéstrese que existe un numéro ce {a, b} ta! que 

[f(é)-f(fl)] x -r(c) - o. 

Interprétese este resultado geométricamente. Notacion: si a es el vector 
(aj , a 2 ) en R 2 , entonces a 1 dénota al vector ( — a 2 , ûj). 

b) Si fi (b)— J\ (a) / 0 y, para todo xe<n, />), f'(x) A 0, demuéstrese 

que la formula de la parte a puede escribirse en la forma 


fAb) ./.;(«> = . /2 , (f) 
f\(b)-M a ) JY(c) 


Esta es la generalizaciôn de Cauchy del teorema del valor medio v Se reduce 
al teorema del valor rnedio cuando J] — 1. 

c) Demuéstrese que, con las condiciones de la parte Z>,si ï(a) — 0 y 

,, f 2 \x) . 

lim —— existe, entonces 

x ~+ a J\\ x ) 


lim 

x~*a 


h (x) 

/,(*) 


= lim 

x a 




Se conoce esto como la régla de l’Hospital. 
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d) IJsese la régla de l’Hospital para evaluar los siguientes limites 


1) lim 

X-* 0 




2) lim 


e x - 1 


jc -+ o 1 n ( 1 “L x ) 


3) lim 


tan 3 t 


t-+n (t — n) cos t 


4) lim 

JC-*’ 1 


ln (4x 2 — 3) 
ln x 


5) lim 


1 


o W*-l 


8. LA DIFERENCIAL 

Sea f una funcion vectorial definida sobre [a , b\ y sean t y t + h puntos 
distintos en [a, b]. El vector Af (t; h) = f(t + h) — f(t) se llama incremento 
de f en t correspondiente al incremento h de /; este es el cambio de f debido 
al cambio h en t. Si f es diferenciable en f, entonces 

Af(/; h) = î(t + h) ~f(t) = M'(r) + /Kp(t; h) 

donde <p(t; h) ~ - [f(? -f h) — f(f)J — Como lim (p(t ; h) — 0, el incre- 

h h-* o 

mento Af(t;h) es aproximadamente igual a hf'(t) para pequenos valores 
de h . Al término hï'(t) se le llama diferencial. 

8.1 Definiciôn. El vector hi' (t) se llama diferencial de f en t correspondiente 
al incremento h en t y se dénota por df(t ; h); es decir , 

df(t; h) = hf'(t). 

En términos de la diferencial tenemos 

Af (t; h) = dï(t\ h) H- hq> (t ; h) 

donde lim <p(7; h) = 0. Por tanto, para h pequenos, 

h ->0 

Af(r; h) ~ di(t; h) 


y 

8.2 f(/H- h) = f(r) + Af(r; h) « ï(t) + df(t; h). 

Sea la curva descrita por la transformaciôn f de [a y b\. Si f '(t) / 0, 
entonces d(t; h) = hf'(t) es un vector paralelo al vector tangente a ^ en 
el punto f(0 (figura 9). La ecuaciôn 8.2 implica que cerca de f(7) la recta 
tangente a ^ en f(/) esta muy cerca de la curva 
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FIGURA 9 


Es prâctica comün usar ch en lugar de h y abreviar dï(t; ch) por dï. 
Por tanto, 


dï = dï(t: dt) = f'(t)dt 


y f'(O es —, una notaciôn ya introducida para ia derivada. Cuando 
clt 

usamos dï para denotar un valor de la diferencial, es generalmente posible 
déterminai* por el contexio de la discusiôn los valores de / y dt que el 
usuario tiene in mente. 

Si f = (/,. f n ). entonces 

dï=ï’(t)dt - <J\'{t)du...,f n \t)dt) 


es decir 

8.3 dï = (ctj \, . df„). 

Si hacemos x = (.y, , .v n ) ~ (/,(/), ,(E)) = f(0^ entonces podemos 

escribir dx = dï y dx i = dj l y, de aqui, 8.3 toma la forma 

dx = (dx !, dx n ). 


De la definiciôn de diferencial y las formulas de derivaciôn que hemos 
desarrollado. se deduce fâciîmente que 


8.4 c/(f+g) = dï + d% 

8.5 d( f — g) = dï — dg 

8.6 d (f • g) = f • c/g + dï • g 

8.7 d (f x g) = f x dg + dï x g 

8.8 


8.9 


d(cpï) — cpdï+ (d(p)i 
d(ï - (p) = (f ' (p)dcp. 
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Estas formulas se verifican bajo las condiciones especificadas en el 
teorema 7.2 (pâg. 123) y en ei teorema 7.7 (pâg. 126). 

La formula 8.9 es de especial interés. Si hacemos x — f(t) y t = cp(u) 
entonces x = f(<p(u)) = g(w), donde g = f « cp . En tal caso, la notaciôn 
dx para la diferencial paiece ambigua; puede querer decir f'(t)dt o g ’{u)du. 
Sin embargo, esta ambigüedai solo es aparente, ya que segün 8.9 

g'(ii) du = f '{t)dt, 

y, en realidad, es precisamente a causa de esta aparente ambigüedad que 
la notaciôn diferencial résulta conveniente. 


Problemas 

1. Determinense Àf(r; dt) y df(t; dt ), cuando f(/) — (/, / 2 , / 3 ) y 

a) / = 0, c//= 10“ 3 b) t = 0 , dt = 10“ 1 

c) t — 0, dt = 10 3 d) t = 10, dt — 10“ 1 

e) t = 10 3 , dt - 10“ 1 f) t = 10 10 , dt = 10 2 

2. Hâllese el valor aproxirnado de f(10~ 3 ) cuando 

a) f — (cos, sen, tan) 

b) f (t) = e' f (l, sen t , cos 2t) 

c) f(r) = éT'O, sen 2 t, cos 2 /). 

3. Demuéstrese que bajo hipôtesis adecuadas 

a) d( f • g) = f • rfg + rff • g 

b) d( f o cp) = (f' o (p)d<p. 


9. INTEGRACIÔN 

Una curva puede describirse especificando uno de sus puntos y un 
vector tangente en cada uno de sus puntos. Supongamos que conocemos que 
una curva ^ pasa poi el punto x 0 y que, para cada te[a,b], f(Ô es un 
vector tangente a < W. Deseamos determinar una transformaciôn x de [a , b] 
tal que x(t 0 ) = x 0 para algün t 0 e[a, h) y x'(0 = f(/) para todo te[a , h}. 
Entonces ^ es descrita por la transformaciôn x de [a, b ]. 

Para determinar x debemos resolver la ecuaciôn diferencial 

x' — f sobre [ a , b] 

sujeta a la condiciôn x(r 0 ) = x 0 . La soluciôn de esta ecuaciôn diferencial 
es simple una vez que hemos introducido la intégral de una funciôn vectorial. 
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9.1 Definicion. Si f = (/,, es una funciôn vectorial definida 

sobre [a, b ], enfonces 


J 1 > • • * J n ) • 


Usamos también la notacion f (t)dt para la intégral de f de a a b. 


Asi pues 


f (t)dî = Mt)dt / B (0* 


La intégral f existe siempre que cada una de las intégrales j\, 

J a J a 

i = 1, /i, existe. En particular, si f es continua sobre [a, b] entonces 

’b 

f existe. 

J 11 

El primer teorema fundamental dei câlculo —si f es continua sobre un 
intervalo f y a, teÿ, entonces D t / = f(t) — puede extenderse a 

J « 

funciones vectoriales como sigue. 


9.2 Teorema. Si f — (J \, . es continua sobre un intervalo f y ae/, 


entonces 


f = ï(0, *e/. 


Prueba. La prueba se obtiene por la aplicaciôn del primer teorema 
fundamental del câlculo a cada una de las funciones componentes: 



= (/1(0. -./«(O) 

=f(0. 


La extension del segundo teorema fundamental del câlculo —si F' es 
continua sobre un intervalo f y a , be/, entonces F' — F(b) — F(a )— 

J « 

se obtiene también en forma anâloga. 
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9.3 Teorema. Si F = (F l , ,.F n ) tiene una derivada continua sobre un 
intervalo £ / ) enfonces para todo a, be/ 

*b 

F - F(b)-F(a). 

J a 

Prueba. Dejamos la prueba como ejercicio para el estudiante. 

Como el teorema fundamental del câlculo puede extenderse a funciones 
vectoriales, la ecuacion diferencial x' = f puede resolverse en la lorma 
habituai. 


9.4 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo /, si t^e/, y si x 0 es un 
vector cualquiera , enfonces hay una y solo una soluciôn sobre / de la ecuacion 
diferencial 

x' = f 


que satisface x (t 0 ) = x 0 . La soluciôn es 


x(0 = x 0 + 




J fo 


f. 


Prueba. Supongamos que x' = f y x(/ 0 ) = x 0 . Entonces, de acuerdo con 
el segundo teorema fundamental 


•r rt 

f = 

*0 


x' = x(/)-x(t 0 ) 


*0 


y 


x(î) = X 0 + 


f, Je/. 


t o 


Reciprocamente, si 


x(0 = X 0 + 


Ct 


J fo 


f 


te/ 


entonces x(r 0 ) = x 0 y segün el primer teorema fundamental 

x' = f sobre /. 

Asi pues, si una curva # pasa por el punto x 0 en el tiempo t 0 y f(jf) es 
un vector tangente a para cualquier fe[a , b ], entonces, suponiendo que f 
sea continua sobre [ a , b ], esta descrita por la transformaciôn x de [ a , h] 
donde 


x ( J) = X 0 + 


f, t e [a, b] 


fo 


Sea x(t) el vector de posicion de una particula P de masa m, v(/) = x'(/) 
la velocidad de P, y a(f) = v'(r) la aceleracion de P en el instante t. Si la 
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fuerza que actua sobre P en el instante t es Fl'/), entonces, segün la segunda 
ley del movimiento de Newton, x debe satisfacer la ecuaciôn 

m a — mx" = F. 

Asi pues, la trayectoria de la particula esta ceterminada por esta ecuaciôn 
diferencia! junto con algunas condiciones iniciales. 

9.5 Ejeniplo. No teniendô en cuenta la fricciôn y suponiendo una fuerza 
gravitacional constante, proporciônese una descripciôn del movimiento de 
una particula de masa m cuya velocidad inicial es v 0 y cuya posiciôn inicial 



Soluciôn. Sea m g la fuerza constante. Tenemos 

a - v' - g. 


Lu ego 


't 

V(I) = V 0 + g = v 0 + gf 

J 0 


y 


n 


x(t) = x 0 + 


(v 0 +gu)du 


= x 0 + v 0 r + igr. 


Para facilitar el dibujo de la trayectoria de la particula seleccionaremos un 
sistema de coordenadas (figura 10) tal que x 0 = (0,0,0), g = (0, —g, 0) 
y v 0 = (f,,c 2 ,0): el origen se coloca en el punto inicial, la fuerza esta 
en la direcciôn negativa del eje K, y la direcciôn del eje X se elige de modo 
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que v 0 es paralelo al piano XY. Las ecuaciones paramétricas que describen 
el movimiento de la partîcula son, entonces, 

x — C*j / 

y = - iyt 2 + c 2 t 
2 = 0 . 


Si 0, éstas son ecuaciones paramétricas de una parâbola en el piano XV. 


La altura mâxima de la trayeetoria es 


2 

— y ésta se alcanza con 
2g 



El eje de la parâbola es vertical y su vértice es el punto 




Problemas 


1. Evaluense las siguientes intégrales 

r i 


a) 


b) 


c) 


(/,/ 1/2 ,exp) 


O 


'n/2 


0 


(sen t, cos t, tan t)dt 


r 4 


v" l + ( "’ 4,3 ) dt - 


2 \1 + t 


2. Resuélvanse las siguientes ecuaciones diferenciables y dibujese la 
curva descrita por x en cada caso. 

a) x'(t) = c, x(0) = 0 

b ) x'(0 = a?+ b, x(0) = (1,0, 1 ) 

c) x'(0 = u)(— sen tôt, cos œt, 0), x(0) = (1,0, 0). 

3. Si no estân actuando ningunas fuerzas sobre una partîcula de masa 
m y su posiciôn y velocidad iniciales son x 0 y v 0 , respectivamente, describase 
la trayeetoria de la partîcula. 

4. Prescindiendo de los efectos de la atmosfera y suponiendo un suelo 
perfectamente nivelado estimese la velocidad inicial rmnima requerida para 
hacer que una pelota de golf recorra 250 yardas. 

5. ( ',Cuâl es la contestacion al problema 4 si el punto de salida de la 
pelota esta a 25 pies por encirna del nivel de la pista ? 


6. Puede mostrarse que cada una de las soluciones .v de la ecuacion 
diferencial 




A\ 


(o una constante 
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tiene una régla de correspondencia de la foi ma x(î) = a cos (cu/+ 0), 
fe<-oo, oo). Verifiquese que toda funciôn que tiene una régla de 
correspondencia de esa forma es una soluciôn. Determlnese la soluciôn que 
satisface: a) a(0) = a' 0 , a '(0) = 0; b ) x(0) = 0, a'( 0) = r 0 , c ) a( 0) = .v 0 , 
x'( 0 ) = v 0 

7. ^Cuâl es la forma general de la soluciôn de la ecuaciôn diferencial 
vectorial 

mx" = — kx, k > 0 , m > 0 ? 

8. La ecuaciôn diferencial del problema 7 es la ecuaciôn de movimiento 
de una particula P de masa m sobre la que actüa una fuerza central que 
esta siempre dirigida hacia 0 y cuya magnitud es proporcional a la distancia 
de la particula a 0. 

a) Describase el movimiento de la particula si: 1) x(0) = 0, x'(0) = 0; 

2) x(0) - x 0 , x'(0) - 0; 3) x(0) = 0, x'(0) - v 0 . 

b) Demuéstrese que la suma de dos soluciones de la ecuaciôn de 

movimiento es una soluciôn. Describase el movimiento de la particula 

cuando x(0) = x 0 y x^O) = v 0 . 

c) Determinense cuâles deben ser la posiciôn y velocidad iniciales de 
la particula para que se mueva a lo largo de una circunferencia de radio r 
alrededor del origen. 


10. LONGITUD DE ARCO 

Sea una curva descrita por la transformaciôn f de un intervalo 
cerrado [a, b\ en R". Consideremos una particiôn P = {/,• ] / = 0, .,.,/cj 
de [a, b] donde a = r 0 < t { < ... < t k = 6. Toda particiôn P de [a, b] 
define una poligonal constituida por los segmentos rectilineos de f(/ 0 ) a 
de f(/ j ) a f(r 2 ), de f {î k - { ) a f{t k ). (Esto esta ilustrado en la figura 11 
para el caso P = {/ 0 , t i , t 2 ,t 3 , / 4 , t 5 }.) Denotamos la longitud de este 
arco poligonal por L P ; es decir, 

k 

l-r = I |f(ï,)-f(f,- 1 )|. 
i ~ î 

Nuestra idea intuitiva de lo que la longitud de { 4 sera, nos dice que 
deberia sernos posible aproximarnos a la longitud de ^ tanto como 
deséasemos midiendo las longitudes L P de arcos poligonaies como los 
descritos. Ademâs, como la distancia a lo largo de una linea recta debe 
ser la distancia mas corta entre puntos, L P debe ser menor que la longitud 
de y, si anadimos puntos a la particiôn P , la longitud del nuevo arco 
poligonal debe ser mejor aproximaciôn que la primitiva a la longitud del 
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i-1-1-1-1-i 

(X t'Y ^9 ^ 6 

FIGURA 11 

arco Esto sugiere la siguiente definicion. Vamos a denotar en ella 
por & al conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b]. 

10.1 Definicion. La curva descriia por una transformation f de [a, b] se 
dice que es rectificable si {L P \ Peét?} tiene una cota superior. Si ( 6 es recth 
ficable , la longitud L de <€ es el supremo de {L r \ Pe£P}\ es de tir, 

L = sup {L P | PegP]. 

Esta longitud de una curva se conforma a las ideas intuitivas antes 
mencionadas. Como L es una cota superior de { L P \ Peâ?}, L es mayor 
que o igual a la longitud L P de cualquier arco poligonal obtenido tomando 
una particiôn P de [< a , b], Por otra parte, para cualquier e > 0, existe una 
particion P de [a, b] tal que L — e < L P < L; de otra forma L no séria 
el supremo (la cota superior minima) de {L P | Pe0*}. 

Mostramos ahora que si obtenemos una particion P 2 de [a, b\ anadiendo 
algunos puntos a la particion P x de [a, b], entonces L Pi ^ L Pz . A P 2 le 
llamamos refinamiento de P x . 

10.2 Lema. Si P 2 es un refinamiento de P x , entonces L P[ ^ L Pl . 

Prueba. Este lema es una simple consecuencia de la desigualdad del 
triângulo. Sea x } el primer punto de P 2 que no esta en P x . Entonces, para 
algun i, t i _ x < Xj < t { y 

< |f(0-1(^)1+ 

Por un numéro finito de taies pasos podemos anadir todos los puntos de 
P 2 a P { y obtener L Pi < L Pl . 

Si tuviésemos que usar la definicion para calcular la longitud de una 
curva, nuestra tarea no séria nada fâcil. Sin embargo, para mayoria de 
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las curvas de interés podemos encontrar la longitud calculando una intégral. 
Consideremos la curva % descri ta por la transformaciôn f de [cl b] como 
la trayectoria de una particula, don de f(r) es la position de la particula en 
el instante t. Supongamos que f es diferenciable sobre [ a , b], Entonces f'(0 
es la velocidad de la particula en eî instante t y jf (Oj es la “rapide?" de la 
particula en el instante t. Supongamos que tomamos una partition P 
de [a. b] tal que la velocidad "‘cambia mu y poco" sobre cada arco de 
f(/j — !) a digamos que es aproximadamente f'(/,•*) sobre este arco 

donde t* e Entonces. usando la nociôn elemental de que la dis¬ 

tancia es igual a la “rapide?" multiplicada por el tiempo. la longitud 
de % es aproximadamente 


S fj — ^ |t ( t* )| ( /,• t; _ ! ) . 

i ^ 1 


Reconoceinos a S F como una suma aproximativa de la intégral | |f'|. 


Es decir. 


'b 


If' = lim S 


! P | - 0 


donde \ P\ dénota la norma de la particiôn P\ 


mâx {r, — 


/ = E ..., k }, 


y este limite significa: 

Para cualquier c > 0 existe una Ô > 0 tal que | j < S implica 




< € . 


Es, pues, lôgico esperar que la longitud de % sea 


■'b 

J “ 


f 


En la anterior discusiôn tue ncccsario que la velocidad ‘"cambiase 
muy poco" en el arco. Esto quiere decir que necesitamos que f' sea 
continua sobre [a.b]. Para funciones reales sabemos que si una funciôn g 
es continua sobre un intervalo cerrado entonces g es uniformemente 

continua sobre [a,b]: es decir. para cualquier e > 0 existe una 6 > 0 tal que 
]g (.v) — g(y ) 1 < s para todo . y , ye[a, b] con la propiedad de que |.v — jz| < S. 
Definimos la continuidad uniforme para funciones vectoriaies en la misma 
forma y podemos probar que si una funciôn vectorial es continua sobre 


un intervalo cerrado [a, b] entonces es uniformemente continua sobre [a, b]. 
Probaremos ahoia un resuit ado li géra mente mas fuerte. 


10.3 l ema. Si una funciôn vectorial g es continua sobre un intervalo 
cerrado [a. b], entonces para cada t: > 0 ha y una S > 0 ta! que 

i g(0"(#iE v iK | < e 
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para todo t y s ly ..., s n e[a y b] con la propiedad de que \t — 5,-| < ô para 
i = 


Prueba. Como g es continua sobre [ a , b ], cada una de las funciones compo- 
nentes g { es continua sobre [67, b] y, por tanto, uniformemente continua 
sobre [ a , b\. Luego, para e > 0 hay una à, > 0 tal que 


0i(O-0i(OI 



para todo t, b] con la propiedad de que |/ — a,• | < Haciendo 

Ô = min {<5,- | / = 1, /?}, tenemos 




i= 1 


1/2 


< 


" £ 2 ' 

Z - 

i= i n 


1/2 


= e 


para t y s { , ...,s n e[a y b] con la propiedad de que I t-Si < ô, i = 1, 

Y esto compléta la prueba. 

Ahora estamos en posiciôn de probar la formula intégral para la longitud 
de una curva. 


10.4 Teorema. Si f tiene una derivada continua sobre [a , b] 9 enfonces la 
curva ^ descrita por f es recîificable y 



Prueba. En la prueba considérâmes # como una curva en R 3 , aunque 
el método se puede aplicar cualquiera que sea la dimension del espacio en 
que la curva esté definida. Sea P = {t 0 ,...,t k } una particiôn de [a, b]. 
De acuerdo con el teorema del valor medio (7.9, pâg. 126) 


k 


l p = z ifco-ix<,-i)i 

i = 1 


— X K/l (/’)*./2 (/' J3 (h ))l (/ l) 

i = 1 

para algunos t/ 9 t ”, //"e </•_,, ?,). Como //, f 2 ' y ,/ 3 / son continuas 
sobre [a, b], estân acotadas sobre [a y b]. Supongamos < M l5 

I/2/OI < y I/3/OI < A/ 3 , para toda /e[a, 6]. Entonces 

k _________ _ 

Lp< Y v / M 1 2 + M 2 2 + M 3 2 a i -ï,- 1 ) = (b-a) v / M 1 2 + M 2 2 + M 3 2 

i = 1 

para toda particiôn P de [g, /?]. Por tanto, {L P \ PeéP} esta superiormente 
acotada y <€ es îectificable; sea L la longitud de < €. 
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Queda por mostrar que L= |f'| . Sea 8>0 cualquiera. Como 

J « 

L = sup {L P | PeéP}, existe una particiôn P { de [a, b] tal que 
10.5 L — s < L P{ < L. 

Çb 

Como |f'| es continua sobre [u, b~\, |f'j existe e 


U 

jf'l 

= lim S F = 


|P[-0 

Luego existe un l 

> 1 > 0 tal que 


C b 

10.6 

|f'| — S P < 

a 

Ahora bien 



PJ->0 t = 1 


n-L - 


f'| -S P + S P -L P + L P -L 


f —S P H - S P — L, p H - L, p — P . 


Hemos demostrado que podemos hacer el primero y ultimo términos de! 
segundo miembro de la anterior desigualdad tan pequenos como queramos. 
Si podemos escoger una particiôn P tal que la suma de todos los términos 
del ultimo miembro de la desigualdad sea menor que cualquier numéro 


positio dado, habremos entonces demostrado que L = 
con el lema 10.3, existe un Ô 2 > 0 tal que 


f' . De acuerdo 


10.7 


Sp-L 


p ^p i 


y ir(C)i 


- I K/i U/), / 2 '(0- 


< I if'(t < *)-(/i'(«/),/ 2 '(0,y3(0)i O»-*.-.) 

i= 1 

< 8 (b — a ) siempre que \P\ < Ô 2 . 

Luego, si P 2 es un refinamiento de P x tal que \P 2 \ < min <5 2 }, 

\Î'\-S P2 <8 [ 10 . 6 ] 
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\S Pl -Lp 2 \ < e(b-a) [10.7] 

\L Pj — L\ < e (10.5 y lema 10.2). 


Por tanto, 



'b 



'b 



|f'| —L 



\r\-s Pl 

+ | Sp 2 Lp 2 \ -f |L Pl L\ 

V 

a 



a 



< e + e(b — a) + e. 


Luego L = |f'j. 

J a 


10.8 Ejemplo. Sea <€ la hélice cilindrica (figura 4, pâg. 23) descrita por 
f — (cos, sen, ^/). Determinese la longitud L del arco de de (1,0,0) 



Soluciôn. Como f(0) = (1, 0, 0) y f(7i) 




m K 

frr 

L - 

If't = 

J sen 2 + cos 2 + i = 

j 

O J 

o 


x/5 = V5 

2 2 


71 . 


10.9 Ejemplo. Determinese la longitud de la curva <€ descrita por 
f(f) = (cos t , sen t), /e[0, 47r]. 


Soluciôn. La curva # es la circunferencia unitaria #(0; t) recorrida dos 
veces bajo la transformation f de [0, 4zr]. Usando el teorema 10.4 obtenemos 




L = 


V sen 2 t + cos 2 t dt = 


o 


‘4 jt 


dt — An. 


o 


Problemas 

1. Determinese la longitud del arco de la parâbola descrita por 

f(0 - (t 2 ,2t\ tE[ 0, 1]. 

2. Determinese la longitud de la grâfica de y — ln(l--.x: 2 ) entre 
x = 0 y x = 

3. Determinese la longitud de un arco de la cicloide descrita por 
f = a(I — sen, 1 — cos), donde a > 0. 

4. Encuéntrese la longitud de la curva descrita por f(r) = (t, t,2t ), 
te[-3, 3], 



142 


Funciones vectoriales de una variable real 


[Cap. 3 


5. Determinese la longitud del arco de la hélice cônica descrita por 
f(0) = (8 cos 8, 8 sen 0 , 0 ), #e[0, 1]. 

6. Determinese la longitud de la curva descrita por la transformaciôn 

(p — sen <p, 1 — cos <p, 4 sen — ] del intervalo [0, 27i] . 

2 / 

7. Considérese la curva descrita por 

x — i 

y = a cosh - 
a 



z — a sen h 

u 


Demuéstrese que la distancia a lo largo de desde el punto (0, a , 0) hasta 
un punto P 0 sobre % es proporcional a la distancia de P 0 al piano XY. 

8. Consideremos la elipse descrita por 

x — a sen (p 

y — b cos (p. <pe[0, 2n] , a > b > 0. 


Demuéstrese que la longitud de tal elipse es 


4a 


'n/2 


0 


V 


2 2 
e sen 


(p dcp 


donde e = 


b 2 \ i/2 


es la excentricidad de la elipse. Esta es una intégral 


\ « / 

eliptica de segunda clase. Consultense tablas y determinese la longitud de la 
elipse con semieje mayor a y e = 0, j., | y 0.99. 


9. La grâfica polar de r = 1 + cos 0 es una cardioide. Las ecuaciones 
paramétrions de la cardioide son, por tanto, 

A' = ( 1 -F cos 8) cos 6 
y — (1 4- cos 0) sen 8 , 0e[ 0, 2n]. 

Determinese la longitud de la cardioide. 

10. Sea g una funciôn real con una derivada continua sobre [a, /?] y 

sea la grâfica polar de r = Enfonces esta descrita por la funciôn 

f = É/u de [a, fi] donde u = (cos, sen). Demuéstrese que la longitud de es 

" jg'Hg'Ÿ 
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11. Resuélvase el problema 9 usando el problema 10. 

12. Una ecuaciôn polar de îa espiral de Arquimedes es r = aO. 
Encuéntrese la longîtud de la espiral desde 0 — 0 hasta 0 — 2 n. 

13. Considérese la parâbola cuva ecuaciôn en coordenadas polares es 

ci 

r = -. 

1 — cos 0 


Determinese la longitud de la parâbola desde el punto sobre el foco hasta 
el vértice. 


14. Si el movimiento de una particula esta descrito por 

f(/) = (cos cot , cos œt ) 5 oj > 0, 

dibujese la trayectoria y encuéntrese la distancia recorrida por la particula 

2 n 

desde el instante î = 0 hasta el t = — con y sin integraciôn. 

œ 


11. TANGENTE UNITARIA, NORMAL PRINCIPAL Y 

VECTORES BINORMALES 


Supongamos que la funciôn f definida sobre [a, b] tiene una derivada 
continua distinta de cero sobre [ a , b ]. Entonces la curva descrita por la 
transformaciôn f de [ a , b] se llama curva Usa . Como f tiene una derivada 
distinta de cero sobre [a, b], la curva ( € tiene un vector tangente L(/) en 
cada punto f(/). Obtenemos el vector tangente unitario T(/) en el punto f(/) 
dividiendo el vector tangente f'(0 por su longitud |f'(/)|, es decir, 


11.1 



i'U) 

ino 


Como la funciôn f tiene una derivada continua sobre [ a , b ], la curva 
descrita por f es rectificable. La longitud /(/) del arco de correspondiente 
la transformaciôn f de [a, t] es 


11.2 


Ut) = 


if' 


*/ 


t e [a, /;] . 


El numéro /(/) es la distancia a lo largo de la curva ( € del punto f (a) al 
punto f(/). De acuerdo con el primer teorema fundamental del calculo, 
la funciôn / definida por 11.2 tiene una derivada 

V = if'l. 


11.3 
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Luego, usando 11.1, tenemos 

11.4 f' = / T. 

Si consideramos la curva lisa { é descrita por f como la trayectoria de una 
partîcula, entonces la ecuaciôn 11.4 nos dice que la direcciôn del vector 
velocidad f'(7) es la del vector tangente unitario T(/) y la magnitud del 
vector velocidad —la “rapidez 1 '— es la razôn de cambio de la 

distancia a lo largo de la curva. 

Si x ~ f(/) es la ecuaciôn de una curva en R 3 y si hacemos s = /(/) 
entonces 11.3 puede escribirse en la forma 


11.3 





+ 





o, en términos de diferenciales, 

ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 . 
Con esta notaciôn, 11.4 se convierte en 


11.4' 


dx __ dx 
dt dî 


Supongamos ahora que f' es diferenciable sobre [a, b]; es decir, que f" 
existe sobre [a, b]. Entonces esgün el problema 3, pâg. 127, /" y T' existen 
sobre [ a , b] y diferenciando 11.4 obtenemos 

11.5 f" - /"T + /'T\ 


Como |T| = 1 sobre [a, b], sabemos, por el ejemplo 7.3, pâg. 124, que 
T'(/) es ortogonal al vector tangente T(/) para todo te[a, b]. 

Cualquier recta que pase por el punto f(7) de una curva y sea ortogonal 
a la tangente a la curva en ese punto se llama normal a la curva. A causa 
de la significaciôn particular del vector normal T'(7), la recta que pasa 
por f(/) en la direcciôn de T'(7) (si T'(r) ^ 0) se llama normal principal 
a la curva en f(/). Si T'(0 ^ 0, entonces definimos el vector unitario 
normal principal N(/) como sigue: 


11.6 


N(f) 


T'(t) 

|T'(0l ’ 


Asi pues, podemos escribir 11.5 en la forma 


11.7 


f" = /"T + /'|T'|N, 
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o, lo que es équivalente, 

d 2 x 

dt 2 



ds 

dt 


|T| N 


donde x = f(t) y s — 

Si ^ es la trayectoria de una particula que se mueve en R 3 , entonces f"(0 
es la aceleraciôn de la particula en el tiempo t. La ecuacion 11.7 nos dice 
que el vector aceleraciôn se encuentra en el piano determinado por los 
vectores tangente y normal principal. 

11.8 Ejemplo. Determmense los componentes tangencial y normal (normal 
principal) de f"(t) en el punto f (t) de la hélice descrita por f = (cos, sen, \I), 


Soluciôn 1. De acuerdo con 11.7, el componente tangencial de f"(/) 
es l"(t ). Como 

f(r) = (cos /, sen t, ^r), 

tenemos 

f(0 = (-sen t, cos t , i), 

nt) = \m\ = 

y 

r(o = o. 

De donde el componente tangencial de f"(t) es cero, y el componente 
normal es 

|f"(f)| = |(— cos /, — sen /, 0)| — 1. 

Soluciôn 2. 

T/ , f '(0 2 

T (t) ~ —— = —- (— sen I, cos r, £) 

If'COI 

T'(0 

N(0 =- = ( — cos t , — sen t , 0) 

|T'(0l 


y 

De donde, 

y 


f "(t) = (— cos r, - sen /, 0). 
Comp T(0 f"(0 = f"(0-T(0 = 0 
Comp N(f) f"(r) = T(0 • N(/) = 1. 


En nuestra discusiôn sobre las curvas hemos definido una curva como 
una funcion vectorial continua que tiene un intervalo como dominio. No 



146 


Funciones vectoriales de una variable real 


[Cap. 3 


hemos hecho ninguna restricciôn respecto a la dimension del espacio en 
el que se encuentra el rango de la funciôn. Asi pues, la teoria desarrollada 
hasta este punto se aplica a una curva en un espacio de dimension cualquiera. 
Sin embargo, los ejemplos discutidos nos muestran claramente que nuestro 
interés principal esta en las curvas en R 2 o R 3 . 

Si # es una curva en R 2 y T = (a, b) es un vector tangente unitario 
a en alguno de sus puntos, es fâcil ver que el vector unitario normal 
principal N en este punto debe ser o T 1 = ( — b, a) o — T 1 = (b, —a). 

Restringimos ahora nuestra atenciôn a las curvas en R 3 . El piano que 
pasa por f(/) determinado por los vectores T(r) y N(?) se llama piano 
osculador de # en f(/). Y el vector B(/) = T(f)xN(7) se llama vector 
binormal ; el binormal es un vector unitario normal al piano osculador. 
En cada punto f (t) de # los vectores T (t) 9 N(/) y B(7) forman un conjunto 
de vectores unitarios mutuamente ortogonales. 

Por ejemplo, en cada punto f(/) de la hélice descrita por f — (cos, sen, \I) 
(ejemplo 11.8) tenemos 



(5 


~ ( — sen t, cos t , 


\ 


N(t) = (- cos t, — sen r, 0) 


1 

B (t) = —= (sen r, — cos t, 2). 


\ 


/5 


Y una ecuaciôn del piano osculador es 

x sen t—y cos t 4- 2z = t . 

11.9 Ejemplo. Demuéstrese que si una curva # se encuentra en el 
piano & en R 3 entonces el piano osculador en cualquier punto de ^ es 


Soluciôn. Sea & = {(P | P • n = c] y supongamos que esta descrita por 
la funciôn f. Como a para cada te@ f , f(t) 9 n = c. Diferenciando 
una vez tenemos = 0 y, de aqui, T(r)*n — 0. Diferenciando de 

nuevo tenemos T'(t) • n = 0 y, por tanto, N(t) • n = 0. Esto nos muestra 
que n es ortogonal a T(r) y N(/). Ademâs, f(t) pertenece a 0 * y al piano 
osculador de ^ en f (t). Por tanto, estos pianos deben coincidir. 


Problemas 

1. Determînense T y N para cada una de las siguientes curvas: 

a) La parâbola: v = pt 2 , y = 2 pî. 

b) La elipse: f($) = (a cos 9, b sen 6 ), ^e[0, 2n]; a, b > 0. 

c ) La rama de la hipérbola: x = a cosh y = b senh t . 
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d ) La hélice cônica: f(0) = (0 cos 0, 9 sen 0, ad). 

e) La recta : x = P 0 -f- /a. 

2. Sea la curva descrita por la transformaciôn f de [a, b\. Puede 
suceder que en un punto f(? 0 ) de # donde f f (r 0 ) — 0, exista lim T(7). En 

t~>to 

este caso definimos 

T(» 0 ) =Hm T(î) 

t~+to 

y a T(f 0 ) se le llama vector unitario tangente a ^ en f(7 0 )« Deteiminese la 
recta tangente a cada una de las siguientes curvas en los puntos indicados: 

a) f(t) = (t z , t 3 ) para t = 0 

b) f(r) = (3/ 2 , 2 + 8/ 2 , —5 1 2 ) para t = 0 

c) f(t) = (t 2 , t 3 , t 4 ) para t = 0 y t = L 

3. Cada una de las siguientes es una régla de correspondencia descrita 
por ei movimiento de una particula (t es el tiempo). En t = 0 y t = 1 
encuéntrense la velocidad, la “rapidez”, la aceleracion, y las componentes 
normal y tartgencial de la aceleracion. 

a) f (t) = (10sen2n/, 10 cos 2nt) 

b) f(r) = (10 cos lut, 10 sen lut) 

c ) f(r) = (cos 7i/ 2 , sen nt 2 ) 

ix r/ ^ -t( n 71 

d) f (t) = e cos - ?, sen - t 

\ 2 2 

e) f(t ) = ( cos 200 nt, sen 200 nt, — 

V 2 7T 

4. Sean r(t) y 0(r) las coordenadas polares de una particula en el 
instante t, y sea x(/) el radio vector que localiza la particula en el instante t . 
Entonces 

x = ru 

donde u = (cos o 0, sen o 0); es decir 

x(/) = r(t) u(r) = r(t) (cos 0(0, sen 0(0) 

donde u(0 es un vector unitario radial a la trayectoria (figura 12). 
Sea iCÇ) = ( —sen o 0, cos ° 0); u 1 (0 es u (?) girado 90 ü en direcciôn 
contraria a la de las manecillas del reloj. Derivense las siguientes formulas 
para la velocidad v = x', rapidez V — [x'|, y aceleracion a = x" de la 
particula: 

y = r'u + rfl'u 1 
V 2 = r ,2 + r 2 0' 2 

a = (r" — r0' 2 ) u -f- (r0" + 2 r ' 0') u 1 . 
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5. El movimiento de una particula se describe en coordenadas polares 
por : 

a) r(0 = 10, 0(0 = - — 2nt 

2 


b) r(t) = 10, 0(0 = 2riî 

c) r(t ) = 1, 0(0 = 7rr 2 


d) r(0 — e \ 0(0 — - t 

2 


e) r(t) = e \ 0(0 = - t 

4 


/) KO = 




m 


Describase en cada caso la trayecioria de la particula y en t = 0 y t — 1 
determmense la velocidad, la rapidez, la aceleraciôn y las componentes 
radial, tangencial y normal de la aceleraciôn. [El componente radial es el 
componente en la direcciôn de u = (cos o 0, sen c 0).] 

6. Si # es una curva en R 3 descrita por f demuéstrese que 



= B x T = 


(f / x n x f ; 

l(f'xr) xf'i 


7. Si una curva esta descrita por f(r) = (/, / 2 , t 3 ), determmense T(0, 
N(f), B(/) y el piano osculador cuando t = 0 y t — 1. 
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8. Determmense T, N y B y el piano osculador en f(0) para las curvas 
en seguida descritas. 

a) f(r) = ( t cos t , t sen t, t) 

b) f(/) = (/ — sen t , 1 - cos t , r). 

9. Si # es una curva en R 3 y B'(/) existe, demuéstrese que B'(f) es 
paralela a N(/). 


12. CURVATURA Y TORSIÔN 

Suponemos en toda esta seccion que ^ es una curva lisa descrita por 
una transformaciôn f de [a, b]. Nuestro objetivo es définir una medida del 
pandeo de la curva # en un punto. Sean f(? 0 ) y f(/ t ) dos puntos sobre 



FIGURA 13 



Entonces T(r 0 ) y Tson los vectores unitarios tangentes a ^ en los 
puntos f (t 0 ) y f(/i) respectivamente (figura 13a). La cantidad [T(r A ) — T(t 0 )| 
es una medida de cuânto ha cambiado la direcciôn de la curva entre f(f 0 ) 
y En realidad 

\T{h)-T(t 0 )\ 2 = |T(t 1 )i 2 -2T(t 0 )-T(t 1 ) + |T(f 0 )| 2 

„ üY 

2 sen - , 


= 2(1 — cos 0) = 


donde 9 es el ângulo entre T(/ 0 ) y T(t x ) (figura 13 b). Nôtese que 
^2 sen ^ O 2 para 0 pequeno. Como la longitud del arco de % desde 

Hh) hasta f(/ 2 ) es — /(^o)l » e l cambio promedio de direcciôn por unidad 
de distancia sobre este arco es 


ITOO-TOo)! 


12,1 


KOi) K^o)! 
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Para obtener la razon instantânea del cambio de direction con respecto a 
la distancia a lo largo de la curva en el punto f(r 0 ), hacemos que t l se 
aproxime a t 0 . Si f"(f) existe, entonces el limite de 12.1 cuando t 1 se aproxima 

T'(/ 0 )l 


a t 0 también existirâ. Este limite es 




y se llama curvatura k(î 0 ) de # 


en f(/ 0 ). Asi pues, la curvatura K(t 0 ) de ^ en f(/ 0 ) se define como 


12.2 


ny = i r(f 0 )i 

l'(t 0 ) |f'(r 0 )| ‘ 


12.3 Ejemplo. Determinese la curvatura de la circunferencia 

^(0; r) = {(r cos t , r sen t) | *e[0, 2 7r]}. 
Soluciôn. #(0; r) estâ descrita por la funciôn f, donde 

f(7) = (r cos t, r sen t). 


Entonces 


f (0 — {~ r sen U f cos t) 


y 

Por tanto 


y 


f"(0 = (—rcos/, —rsen/). 


|f'«)l = r, T(t) = -f'(0, T'(0 = - f"(0. 

r r 



r (pi = i 

|f'(0l »• ‘ 


Definimos el radio de curvatura p(t) de una curva # en el punto ï(t) 
como el reciproco de la curvatura en ese punto: 


12.4 



K(t) 


En vista del resultado del ejemplo 12.3, el radio de curvatura p(t) de 
en f(/) es el radio de una circunferencia que tiene la curvatura K(t). El 
punto f(/)-f p(f) N (O se llama centro de curvatura de la curva correspon- 
diente al punto f(?), y la circunferencia de radio p(t) y centro el centro de 
curvatura se llama cîrculo de curvatura o circulo osculador de % correspon¬ 
dante a f(r). 


Como k — 



, podemos escribir (11.7), pâg. 144 como sigue : 


12.5 


f" = /"T + k/' 2 N, 
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o, lo que es équivalente, 

d 2 x d 2 s^ 1/WV* 

—r = —z TH-( — ) N 

dt dt p\dtj 

donde x — f(/) y s — l{t). 

12.6 Ejemplo. Encuéntrese la curvatura de la cübica alabeada ^ descrita 
por f(/) = (/, t 2 , t 3 ) en el punto (1, 1, 1). 


Soluciôn. El punto (1, 1, 1) es el correspondiente a t = 1. Esaremos la 
formula 12.5 para calcular k(1). 

f'(0 = (l,2f, 3/ 2 ), f'(l) — (1,2, 3), /'(1) = VÏ4 
f"(0 = (0, 2,60, f"(l) = (0,2,6). 


Entonces, usando 12.5, 


/"( 1) = f"(l)*T(l) = (0, 2, 6)—E(l. 2. 3) = -5= 


V 


/14 


V 14 


y 

k( 1)/' 2 (])N(1) = f"( 1 ) — /"(l)T( 1 ) = (0, 2, 6)-#(l, 2, 3) =+(- 11, -8, 9). 


Por tanto, 

K (l)= çVK-U, -8,9)| = ^V266. 

Nota. El ejemplo 12.6 puede resolverse mas fâcilmente usando la 
formula del problema 2. 


12.7 Ejemplo. Si es la grâfica de una funciôn g , demuéstrese que 

..._M_ 


'\ 2 “| 3/2 


P+(#')] 


Soluciôn. Usaremos la formula 12.5. # estâ descrita por la funciôn 
f = (/, g) y tenemos f' = (1 , g') y f" = (0, Luego, por 12.5, 


l n = r-T = (0, g") 


(!,<?') 


r tt 

g g 


(i+g' 2 Ÿ 12 (i +g’ 2 y 12 


kï 2 N = f"—/"T = (0, 0") - 


! >t 

g g 


(h g') 


(l + g’ 2 ) 112 (1 +g' 2 )' 12 


( / tt >>\ 

-g g , g) 


i +g 


/2 
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Por tanto, 


K 


1 


\{-9‘g",9")\ = 


g 


/ ■* r2\2 lv vj ? , i t2\2!2 

( 1 + 0-) 2 0 +<? r 

Supongamos ahora que # es una curva en R 3 descrita por f y que el 
vector binormal B(/) es diferenciable en todos los puntos f(0- En f(7) 

B'(t) 


el vector 


Ht) 


describe la .razôn de carnbio del vector binormal respecto 


a la distancia a lo largo de la curva. Como este vector 


B'(Q 

Ht) 


es paralelo 


a N (7) (problema 9, pâg. 149), es igual a un numéro real por N (t). El 
negativo (el inverso aditivo) de este numéro se llama torsion de en f (t) 
y se dénota por x(/). Es decir, la torsion t esta definida por la relaciôn 


12.8 


B' = — x/'N. 


Como la binormal de una curva plana es constante (ejemplo 11.9, 
pâg. 146, la toisiôn de una tal curva es cero. Si una curva no es una 
curva plana, entonces la torsion da una medidadel “torcimiento ” de la curva 
respecto al piano osculador. 

Por ejemplo, en el caso de la hélice descrita por f = (cos, sen, \I), 

tenemos N = ( — cos, - sen, 0), B = — (sen, - cos, 2), B' = — (cos, sen, 0) 

\ 5 5 

y l' = ±^J5. Sustituyendo en 12,8, obtenemos 

(cos, sen, 0) = — t-^ x / 5( —cos, — sen, 0) 

de donde, t = f. 

Nota . En la mayorla de los casos, la formula del problema 8 da un 
método para obtener x que es mas conveniente que el uso de 12.8. 



Problemas 


1. Derivese la siguiente formula para la curvatura de la curva descrita 
por f: 

ViffiriMr-n 2 


K = 


3 


Sugerencia. Üsese 12.5. 

2. Si ^ es una curva en R 3 descrita por f, derivese la siguiente formula 
para la curvatura 

„ If'xf'i 
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3. Determinese la curvatura para cada una de las siguientes curvas: 

a) La recta : x = P 0 + /a. 

b) La parâbola : y = 4 px\ 

c) La elipse: f(/) — (a cos 0, b sen 0 ), #e[0, 2 7r] ; a, b > 0. 

d ) La hélice cilindrica: f(/) = (cos t, sen t, t). 

e ) La hélice conica: f (6) = (0 cos 0 , 6 sen 6 , 0). 

4. Sea g una funciôn real con segunda derivada sobre [a, /?] y sea # la 
grâfica polar de r = ^(^). Derivese la siguiente formula para la curvatura 
de ^ : 

K = \9 2 + 2g' 2 -gg H \ 

(g 2 +a' 2 Ÿ 12 ' 

5. Determinese la curvatura de las curvas que tienen las siguientes 
ecuaciones polares: 

a) La espiral de Arquimedes: r = aO. 

b) La cardioide : r = 1 4- cos 9. 

6. Demuéstrese que 

a) T' = kI' N 

b) N' = — k/'T + t/'B. 


Nota. Las dos formulas del problema 6 junto con 12.8 se conocen como 
las formulas de Frenet, por el matemâtico francés F. Frenet. Juegan un 
importante papel en la geometria de las curvas en el espacio. 


7. Si es una curva en R 3 descrita por f, üsense 12.5 y el problema 6 
para mostrar que 

f " = (/"' — k 2 Z' 3 ) T -b (3 k/' /" +\k\' l' 2 ) N + kt/' 3 B. 

8* Si es una curva en R 3 descrita por f, üsense 12.5 y el problema 7 
para demostrar que 


T = 


If'xf'l 2 

9. Determinese la torsiôn de la cübica alabeada descrita por 
f(0 = (t, t 2 , t 3 ). 


10 . Determinese la torsiôn de la hélice conica descrita por 

f(f) = (t cos r, t sen t , t) 

en el punto (0, 0, 0). 

11. Determinese la torsiôn de la curva descrita por 

f (t) — (t — sen f, 1 — cos t , t) 

71 

en los puntos correspondientes a t = 0, t — -, t — n. 

2 
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13. APLICACIONES A LA MECÂNICA 

Supongamos que x — f(/ ) describe la trayectoria de una particula en R 3 . 
En la dinâmica es comün usar el “punto” como notaciôn para la derivada; 
es, ademâs, prâctica general usar “j” en lugar de “/” para la funcion 
“longitud de arco”. Entonces, la velocidad v = x viene dada por 

13.1 v = sT [11.4, pâg. 144] 

y para la aceleracion a — v = x, tenemos la siguiente formula: 

13.2 a - sT + /cs 2 N. [12.5, pâg. 150] 

Por 13.1 vemos que la magnitud de la velocidad —la “rapidez”— es s, la 
razôn de cambio de la longitud de arco a lo largo de la trayectoria, y 
la direcciôn de la velocidad es la del vector tangente unitario T. La 
ecuacion 13.2 nos dice que la aceleracion se encuentra en un piano deter- 
minado por T y N. Si representamos por a T = a ■ T, a la componente 
tangencial de la aceleracion , y por a N = a • N, a la componente normal de 
la aceleracion , tenemos por 13.2 

13.3 a T = a • — = s 

|v| 


y 

13.4 = x /|a| 2 -a T 2 = ks 2 . 

Otra expresion para la componente normal de la aceleracion puede 
obtenerse de 13.2 como sigue: como axT = Æn(N X T) y |NxT| = 1, 

13.5 a N = |a x T| = . 

|v| 

13.6 Ejemplo. Si la trayectoria de una particula estâ dada por 

x = (r 2 , cos t , sen /), 

determinense la velocidad, la aceleracion y las componentes tangencial y 
normal de la aceleracion. 


SOLUCIÔN. 
V = 

a = 

a j *— 


x = (2 t y — sen t, cos t ) 

V = (2, —cos t , —sen t) 

a * v 4 1 + sen t cos t — sen î cos t 
(4 1 2 + sen 2 t + cos 2 t) 1,12 


4 1 


y 


Vf +4t 2 
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a N = ^/|a \ 2 — a r 2 — (4 + cos 2 t -f sen 2 1 


16 1 


i “h 4 1 


2 \ 1/2 


Ut 2 + 5 
4/ 2 +1 


Si una particula tiene masa m , el vector mx = wv se llama momento 
(lineal) de la particula. La segunda ley del movimiento de Newton nos 
dice: La razôn de cambio del momento es igual a la fuerza\ es decir, 


13.7 


D(m\) ~ F. 


En la mecânica no relativista, m es una constante y esta ecuacion de movi¬ 
miento toma la forma 


13.8 


m a = F 


masa por aceleraciôn es igual a fuerza. 

En algunas aplicaciones es convenante representar la trayectoria de una 
particula en forma polar. Consideramos primero el caso especial en que la 
trayectoria se encuentra en el piano XY y extendemos luego los resultados 
a trayectorias cualesquiera en R 3 . Sean r y 0 las coordenadas polares del 
vector de posiciôn x. Entonces 

x = r(cos 6 > sen 6 , 0) 

y 

v = r(cos 0, sen 9, 0) + r#(— sen 9 y cos 6 , 0). 

Si hacemos u — (cos 9, sen 9 , 0), entonces 

x = ru 


y = ru-hrù 



FIGURA 14 
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É 

donde u = 0( — sen 0, cos 0, 0) es ortogonal a u (figura 14). A r le llamamos 
componente radial de la velocidad y a r |ù| componente transversa de la 
velocidad. El numéro |û| = |0| es la razôn de cambio del ângulo polar; 
este nümero mide la razôn angular de giro alrededor del eje Z. Definimos 
la velocidad angular como el vector o> = 0k. Como 

u x ù — (cos 0, sen 0, 0) x 0(— sen 0, cos 0, 0) = 0k, 

podemos escribir © = u x ù. La velocidad angular es, por tanto, un vector 
cuya magnitud es la razôn de cambio del ângulo polar y cuya direcciôn 
es la del eje de rotaciôn y es taî que u, ù y « forman un sistema Ievôgiro. 

Extendemos ahora los anteriores conceptos a cualquier trayectoria # 
en R 3 . Sea x el vector de posiciôn de la particula y sean 

x 

r = |x| y u = — ; 

|x| 

r es la distancia de la particula al origen y u es un vector unitario en la 
direcciôn del vector de posiciôn x (figura 15). Entonces 

13.9 x — ru 

y a esto se llama representacion polar de 



Nota. Hemos representado puntos en esta forma polar siempre que 
hemos usado coordenadas esféricas (pâg. 86). En este caso r = p y 
u = (sen cp cos 0, sen (p sen 0, cos cp). 

En la representacion polar la velocidad puede escribirse 


13.10 


v = ru + rû. 
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Como u es de longitud constante, u y û son ortogonales. Llamamos a r 
componente radial de la velocidad y a r |ù| componenîe transversa de la 
velocidad ; y definimos la velocidad angular co por 

13.11 co = u x û. 

La velocidad angular co es un vector en la direcciôn del eje instantâneo de 
rotacion alrededor del origen y su magnitud |ù| es una medida de la razôn 
angular del giro alrededor de este eje. 

Usando 13.10 tenemos 

_ 1 xxv 

13.12 co = uxu = — u X v =-- . 

r |x| 2 

Se signe del problema 2, pâg. 58, que 

(O x u = (uxû)xu = — [(u * u) u — (u • u)Û] = û. 

Usando esta expresiôn para u en 13.10 obtenemos 

13.13 v = ru + co x x. 

A si pues, por ejemplo, si la particula se mueve con velocidad angular co 
sobre la superficie de una esfera con centro en el origen, entonces r = 0 y 

V = (O X X. 

Si F es una fuerza que actüa en un punto x, el mornento L de la fuerza 
respecto x 0 se define por 

13.14 L = (x — x 0 ) x F. 

Este vector es perpendicular al piano determinado por F y x — x 0 (figura 16) 
y la magnitud de L es 

]L| = |F| |x — x 0 | sen 6 (0 < 0 < n). 

Es decir, la magnitud de L es la magnitud de la fuerza por el brazo de 
palanca (la distancia de x 0 a la recta de aplicaciôn de la fuerza) y es una 
medida de la efectividad de F para producir una rotacion alrededor de x 0 . 
El eje de rotacion es una recta que pasa por x 0 y es paralela a L y, si el 
punto inicial de L estâ en x 0 entonces la rotacion parece, vista desde la punta 
de L, como contraria al movimiento de las manecilias del reloj. 

Sea P una particula de masa m y sea x el vector de posiciôn de P . El 
vector m|x| 2 co = x x (mv) se llama momenîo angular o momento de la 
cantidad de movimiento de P (respecto al origen). Como 

D[xx (mv)] = v x (mv) + x x (ma) — x x (ma), 
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X 


FIGURA 16 


la segunda ley de Newton implica 

13.15 D[x X (rav)] = xxF = L; 

la razôn de cambio del momento angular es igual al momento de la fuerza . 

13.16 Ejemplo. Una partlcula de masa m se mueve sobre una circun- 
ferencia de radio r 0 con velocidad angular constante a ) 0 . Determinese la 
fuerza que actua sobre la partlcula y el momento angular de la partlcula. 

SoLUCiÔN. Coloquemos el origen de nuestro sistema de coordenadas en 
el centro de la eircunferencia y orientemos el piano XY de modo tal que: 
1) la eircunferencia se encuentra en este piano; 2) el movimiento alrededor 
de la eircunferencia visto desde la direcciôn positiva del eje Z parece 
contrario al movimiento de las manecillas del reloj, y 3) la partlculascruza 
el eje X en el instante i — 0. Entonces 

u = (cos co 0 /, sen uj 0 t , 0) 


y 

De donde 

y 

El momento angular es 


x = r 0 u. 

a = r 0 ü = -r 0 tü 0 2 ii 
F = mzk — ~ mr 0 ü ) 0 2 u. 
m|x| 2 co = mr 0 2 tü 0 k. 


s 



Nôtese también que 


v 


r 0 oj 0 . 
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Expresado en términos de “rapidez” tenemos entonces 


F 



x. 



m jv| 2 



CO 




y el momento angular es 

ra|x| 2 co = wr 0 |v|k. 


Probleinas 

1. La funciôn de position x de la particula de masa m esta dada por 

( 2 71 2 71 

a) x(0 — 101 cos — t , sen — r, 0 

\ T T 

( 2 K 2 71 

b) x(/) = 10/ ( cos — l , sen — t, 0 

V T T 

2n 2 7i 2 k 

c) x(t ) = a sen — t, y U) = a cos — t , z(t) = b sen — t . 

T T T 


Determinese en los instantes t = 0, —, T, la velocidad, la aceleracion, las 


componentes normal y tangencial de la aceleracion, la velocidad angular, 
y el momento angular de la particula. 


2. Demuéstrese que el momento respecto de x 0 de una fuerza F aplicada 
en x no cambia si F se desliza a lo largo de su recta de action (la recta 
por x paralela a F). 


3. Un sistema de dos fuerzas Fj y F 2 aplicadas en x t y x 2 respectiva- 
mente se llama par si F l +F 2 =0. Demuéstrese que la suma C de los 
momentos de Fj y F 2 no dépende del punto respecto del cual se calcule 
el momento; C se llama momento del par . Pruébese, ademâs, que 

a) C = (x 1 ~x 2 )x Fj. 

b) La magnitud de C es la magnitud de F t por la distancia entre las 
rectas de action de F t y F 2 . 

4. Una fuerza central respecto a 0 es una que siempre se dirige hacia 0 
o en la direction opuesta a 0. Demuéstrese que 
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a) El momento angular respecto a 0 de una particula sobre la que 
actüa una fuerza central respecto a 0 es una constante (segunda 
ley de Kepler del movimiento planetario). 

b) La particula se mueve en un piano que pasa por 0. 


14. RESUMEN 

En este capitulo consideramos el câlculo de funciones vectoriales de una 
variable real. Este material comünmente se llama câlculo vectorial; el 
anâlisis vectorial es âlgebra vectorial (capitulo 1) y câlculo vectorial. Vimos 
que el câlculo de funciones vectoriales de una variable real es anâlogo y 
puede en su mayor parte reducirse al câlculo de funciones reales de una 
variable real. La derivada de una funcion vectorial puede obtenerse tomando 
las derivadas de las funciones reales componentes. La intégral de una 
funcion vectorial se obtiene integrando las funciones reales componentes. 

Después de discutir el câlculo vectorial consideramos algunas aplica- 
ciones a la geometria y a la fisica. La aplicaciôn del câlculo vectorial a la 
geometria se llama geometria diferencial. En este capitulo presentamos 
algunos hechos elementales de la geometria diferencial de curvas. 

Otros problemas geométricos y fisicos exigen el estudio de funciones 
reales de variable vectorial: funciones con dominio en R„ y rango en R. 
Estas funciones se estudiarân en el prôximo capitulo. 


Problemas de repaso 

1. Dibujese la curva descrita por f cuando 

a) f(/) = (cos /, cos 2/), £$ f = [0, An] 

b) f(0 = (cos r, cos r, cos 2 1 ), = [0, An]. 

2. Proporciônese una representaciôn paramétrica de la curva descrita 
por un punto P sobre una circunferencia de radio uno cuando ésta rueda 
sobre el lado exterior de una circunferencia de radio 4. Dibujese la curva. 
Esta curva se llama epicicloide. 


3. Si # tiene la representaciôn paramétrica 


f(0 = cos î , sen t, 


21 
n 


re[0, 4?r] 


determinense todos los puntos en donde ^ tiene un vector tangente paralelo 
a uno de los pianos coordenados. Dibujese. 



14] 


Resumen 


161 


4 . Demuéstrese que la hipocicloide definida por las ecuaciones para 
métricas 


x = 4 cos 3 9 
y = 4 sen 3 9, 



tiene puntos cuspidales en los correspondientes a 9 = 0, -, n, —. 

2 2 


5. Deterannese la longitud de la hipocicloide en el problema 4. 

6 . Demuéstrese que si una particula se mueve siempre con “rapidez” 
constante, su aceleraciôn es siempre ortogonal a su velocidad. 

7. £ Cuando es cierto que la aceleraciôn y la velocidad de una particula 
son paralelas? 

8. Encuéntrese la trayectoria x — f(/) de una particula dado que 
f(0) = (0,0, 1 600), f'(/) = (500, 1 000, —32/). ^Qué distancia recorre la 
particula comenzando en el instante i = 0 antes de tocar al piano XY1 
Proporciônense formulas para las componentes normal y tangencial de la 
aceleraciôn. ^Cuâl es el radio de curvatura de la trayectoria cuando î — 51 

9. Una particula se mueve en el piano a lo largo de la espiral r = e e con 
una rapidez constante de 5 pies por segundo. 

a) ^Cuâles son la velocidad y la aceleraciôn de la particula cuando 



b) ^Cuânto tarda la particula en ir desde el punto correspondiente 
a 9 ~ 0 hasta el punto correspondiente a 9 ~ n ? 

c) Si 6 — 0 cuando / = 0, proporciônense ecuaciones paramétricas para 
la trayectoria de la particula. 

10. Encuéntrense la tangente unitaria T, la normal principal unitaria N, 
la curvatura k y la longitud L de las curvas descritas por 

a) x ~ a cos cp + acp sen cp r n i a 

^ ^ <pe[0, 27 t], a > 0 

y = a sen (p — a(p cos cp 

b) f(0) = (5 cos 9 — cos 50, 5 sen 0 — sen 5 9). 




la 

Fuisimss rastes 

da un uaator 


1. INTRODUCCIÔN 

En este capitulo discutiremos sobre las funciones con dominio en R n y 
rango en R. Una funcion es una correspondencia de un conjunto de vectores 
en un conjunto de nümeros reales. Estas funciones también suelen llamarse 
funciones reales de n variables reales. Los casos donde n es 2 o 3 son los 
que ocurren con mayor frecuencia en las aplicaciones elementales y son, 
por consiguiente, los de mas interés para nosotros. Sin embargo, como los 
conceptos fundamentales asociados con funciones de un vector y 
las propiedades de estas funciones nodependen realmente de la dimension del 
espacio (numéro de las variables), podemos sin anadir dificultad alguna, 
estudiar el caso general. 

Un ejemplo de funcion real de un vector es la temperatura en un cuarto. 



î 63 
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Si establecemos para el cuarto un sistema de coordenadas, definimos la 
funciôn temperatura T como sigue: en cualquier punto P = (x, y 9 z) de 
la habitation, T( P) es la temperatura en este punto. El dominio de esta 
funciôn es el conjunto de los puntos en la habitacion y el rango es un 
conjunto de numéros reales: las temperaturas en los puntos de la habitacion. 
Anâlogamente, si tenemos en cuenta la dependencia de la temperatura 
respecto al tiempo, tenemos un ejemplo de una funciôn de cuatro variables 
reales: T(x, y 9 z, t) es la • temperatura en el punto P = (x 9 y,z) en el 
instante t. 

Después de introducir los conceptos de limite, continuidad y derivada 
para funciones de un vector, presentamos el câlculo diferencial de taies 
funciones. 

En numerosas ocasiones, queremos establecer ciertas restricciones 
sobre el dominio de una funciôn de un vector. Introducimos ahora 
terminologia para algunos tipos de conjuntos en R” que tendremos ocasiôn 
de usar. 

Sea S un conjunto cualquiera en R". El complemento de S, representado 
por es el conjunto de puntos de R n que no son de ê. Para cualquier 
punto x en R n definimos las siguientes relaciones entre x y ê : 

x es un punto interior de S si existe alguna vecindad de x que esté contenida 
en S\ 

x es un punto frontera de ê si toda vecindad de x contiene al menos un 
punto de S y al menos un punto de ; 

x es un punto exterior de ê si hay alguna vecindad de x que estâ contenida 
en <€ê. 

El conjunto de todos los puntos interiores de S se llama interior de S, 
y se représenta por S ; el conjunto de puntos frontera de S se llama 
frontera de <o, y se représenta por ê b ; y el conjunto de todos los puntos 
exteriores de S se llama exterior de ê y se représenta por 6° e . 

Las siguientes observaciones se deducen en forma évidente de estas 
definiciones. El interior de S estâ contenido en ê y el exterior de ê estâ 
contenido en En realidad, el exterior de S es el interior de Un 
punto frontera de ê puede estar en S o en Si îlamamos a dos conjuntos 
ajenos cuando tienen una intersecciôn vacia, entonces $ ê b y $ e son 
ajenos dos a dos. Ademâs, R" = ê ,■ u S b u ê e . Asi pues, para cualquier 
conjunto S y cualquier punto x en R" una y solo una de las siguientes 
proposiciones se verifica: xe<f f , xe<f 5 , xe^. 

Supongamos que S = {(x, y) \ y < x} . Este es el conjunto de puntos 
en R 2 que se encuentran debajo de la recta y — x (figura 1). Si x = (x, y) 
estâ en ê, entonces x—y > 0 y vemos que la vecindad ^(xjr), donde 

r = —t- -(x—y), se encuentra en ê. Asi pues, x es un punto interior de ê. 
v 2 

Anâlogamente, podemos demostrar que si x = (x, y) es un punto por 
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encima de la recta y = x (es decir, si y > x), entonces x es un punto exterior 
de S . Si x se encuentra en la recta y = x, entonces cualquier vecindad de x 
contendrâ puntos de S y puntos de y, por tanto, x es un punto frontera 
de <f. Asi pues, el interior de S es <?, el conjunto de puntos debajo de la 
recta y = x; la frontera de ê es la recta y = x; y el exterior de S es el 
conjunto de puntos por encima de la recta y = x. 

Si S es un conjunto tal que todos los puntos de S son puntos interiores 
de <f, entonces se dice que ê es abierto ; es decir, S es abierto si ê = ê 
Como todo punto de S es un punto interior o un punto frontera de S, 
podemos también describir un conjunto abierto como uno que no contiene 
ninguno de sus puntos frontera. El conjunto S = {(x, y) \ y < x} que 
acabamos de estudiar es un ejemplo de un conjunto abierto de R 2 . Un 
conjunto S se dice que es cerrado si su complemento <€$ es abierto; 
es decir, ê es cerrado si <€$ — ê e o i = u S b . Asi pues, un conjunto es 
cerrado si y solo si contiene todos sus puntos frontera. Si un conjunto 
contiene alguno o algunos de sus puntos frontera, pero no todos, entonces 
no es ni cerrado ni abierto. 

1.1 Ejemplo. Demuéstrese que una vecindad ^(a;r) es un conjunto 
abierto. 

Soluciôn. Si xey(a;r), entonces |x —a| < r. Sea |x — a| = s. Podemos 
ver que la vecindad ^(x; r — s) de x esta contenida en ^(a; r ) como sigue. 
Si ye5^(x; r — s) entonces 

ly — a) ^ ly-xj + |x-a| < r —s + s = r 

y, por tanto, ye^(a; r). Lo que muestra que <5^(a; r) es abierto. 

Probamos ahora un par de sencillos resultados sobre conjuntos abiertos. 
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1.2 Teorema. Si $ y & son conjuntos abiertos en R”, entonces $ n 3F es 
abierto. 

Prueba. Si S n 3F es vacio, entonces es abierto (problema 3). Supongamos 
que S n $F no es vacio. Tomemos xeS n 3F . Como ê y J* son abiertos, 
existen vecindades <S^(x; r) y «S^(x; 5 ) taies que é^(x; r ) ci y £3(x; s) c: J 27 . 
Luego, si t = min {r, 5 }, ^(x; r) c n #*. Lo que muestra que & n 
es abierto. 

1.3 Teorema. Para totfc conjunto ê en R", é% es abierto. 

Prueba. Si 6% es vacio, entonces es abierto. Supongamos ê i no vacio. 
Si xelj, entonces hay una vecindad SF{x; r) de x que esté contenida en #. 
Como 3F (x ; r) es abierto, todo punto y en SF{x;r) es un punto interior 
de 3f{x\ r) y, por ello, un punto interior de S. Esto nos muestra que 3F{x;r) 
estâ contenida en ê f y por tanto que S\ es abierto. 

Como S e es el interior de <3$, S e es abierto. Luego, el complemento 
de S e es un cerrado. El complemento de S e , que es igual a^u se llama 
cerradura de ê y se représenta por <?. Recuérdese que ya hemos demostrado 
que un conjunto $ es cerrado si y solo si S = f u = <#. 

Problemas 

1. Determinese el interior, la frontera y el exterior de cada uno de los 
siguientes conjuntos. Digase si son abiertos, cerrados, o ni abiertos ni 
cerrados. 

à) {(x, y) \x-a\ < r, |y-6| < r}, r > 0 

b) {(x, y) 4x 2 + 9y 2 ^ 36} c) {(x, y) 4x 2 — 9y 2 ^ 36} 

d) {(x, y, z) z < x+y} e) {(x, y, z) | x 2 +y 2 +z 2 < 4} 

/) {(x, y, z) |x —aj ^ r, \y-b\ < r, |z-c| < r}, r > 0. 

2. Demuéstrese que los intervalos (a, b}, (a, 00 ), < — 00 ,6>, y 
< — 00 , 00 ) son conjuntos abiertos en R. 

3. Demuéstrese que el conjunto vacio 0 y R" son abiertos y cerrados 
en R”. 

4. Pruébese que la interseccion de un numéro finito de conjuntos 
abiertos es un conjunto abierto. 

5. Si {S d \ocef} es una familia de conjuntos en R", la union de la 
familia, representada por U es el conjunto de los puntos x de R” 

«e/ 

taies que xeS\ para algün ae/. Pruébese que la union de una familia 
de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

6. Si {6\ | «g/} es una familia de conjuntos en R", la interseccion de 
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la familia, representada por f] ë a , es el conjunto de puntos x de R" taies 

que xeë a para todo ae/. Muéstrese que la interseccion de una familia 
de conjuutos abiertos no es necesariamente abierta. 

7. Usando la terminologîa introducida en los problemas 5 y 6 muéstrese 
que 

а) <€ u = n y « n = u w,- 

ôte/ a e J? ae/ sr 6 

б) la interseccion de una familia de conjuntos cerrados es un conjunto 
cerrado. 

c) la union de una familia finita de conjuntos cerrados es cerrada. 

8. Si ë es un conjunto cualquiera en R n demuéstrese que ë b es cerrado. 

9. Si S es un conjunto cualquiera en R" demuéstrese que 

a) ëi es el mayor conjunto abieito contenido en ê. 

b) ê es el menor conjunto cerrado que contiene a ë. 

2. FUNCIONES REALES DE UN VECTOR: GRÂFICAS 

Una funciôn real f de un vector es una correspondencia de un conjunto sé 
de vectores a un conjunto $ de numéros reales tal que para cada aesé 
existe un y solo un elemento /(a)e$ que denominamos su correspondiente. 
Asî pues, una tal funciôn puede considerarse como una transformaciôn del 
conjunto sé en R" sobre un conjunto de numéros reales. Sugiere esto una 
terminologîa convenante para estas funciones: funciones de R" en R. 

Por ejemplo, la funciôn / con dominio R 2 y régla de correspondencia 
/(x) — |x|, donde xeR 2 , transforma el espacio R 2 sobre el intervalo [0, oo>; 
cada punto de R 2 se transforma en el numéro real que es la distancia del 
punto al origen. Puede darse una imagen geométrica de la funciôn distin- 
guiendo los puntos que se transforman sobre el mismo numéro. Queremos, 
pues, determinar cuâl es el conjunto de los puntos que se transforman sobre 
el numéro c, donde c ^ 0. Este es el conjunto {x | |x| = c}. Si c — 0, el 
conjunto se compone del punto ünico 0; si c > 0, el conjunto es una 
circunferencia con centro en 0 y radio c. Marcando como c al conjunto 
{x |/(x) = c}, obtenemos la deseada imagen geométiica de la funciôn 
(figura 2). 

En general, una funciôn/de R 2 a R puede representarse geométricamente 
localizando los conjuntos de puntos donde la funciôn tiene el mismo 
valor y marcândolos con tal valor. Estos conjuntos se llaman curvas de 
nivel de la funciôn. La curva de nivel correspondiente a un numéro c es 
el conjunto {(x, y) I f(x , y) = c}. 
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Los mapas de contornos o topogrâficos son ejemplos de este medio de 
representar una funciôn. Las desigualdades del terreno se muestran en el 
mapa trazando las curvas de nivel —todos los puntos que estân a la misma 
altura. En los mapas meteorolôgicos se dibujan las curvas de igual presiôn 
barométrica. Estas curvas se llaman isobaras. Y en fisica, la relation entre 
la presiôn y el volumen de un gas idéal (T — pv) con la temperatura man- 
tenida constante esta representada geométricamente por tal mapa. En este 
caso las curvas de nivel se llaman curvas isotermas. 



FIGURA 2 


Si /es una funciôn de R 2 en R, la grâfica de/es el conjunto de puntos 
{(x, y, z) z = /(x, y), (x, Este conjunto es una superficie en R 3 , 

y un dibujo en perspectiva de la grâfica es otro medio de obtener una 
representaciôn geométrica de una funciôn de R 2 en R. 

Consideremos de nuevo la funciôn / con dominio R 2 y régla de corres- 

pondencia /(x) = |x| o f(x, y) = N /x 2 +y 2 . Ai dibujar la grâfica de/usamos 
la informaciôn ganada en la anterior discusiôn sobre las curvas de nivel 



FIGURA 3 
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de esta funcion. No hay puntos de la grâfica bajo el piano XY, ya que 

z — ^/x 2 +y 2 ^ 0. En el piano XY (z — 0) el ünico punto de la grâfica 
es el 0. El conjunto de puntos en la grâfica de / que se encuentran en el 
piano z — c > 0, es una circunferencia de radio c. En general, las curvas 
de nivel de la funcion son las curvas de interseccion de la grâfica con los 
pianos paralelos al piano XY. Anâlogamente, ayuda al dibujo de la grâfica 
localizar la interseccion de la grâfica con los pianos XZ y YZ. La inter¬ 
section de la superficie de la ecuacion z = ^ x 2 + y 2 con el piano XZ (y — 0) 
viene dada por la ecuacion z = Jx 2 — \x\ y la interseccion con el 

piano YZ (x = 0) viene dada por z = yjy 2 — |y|. La grâfica aparece 
dibujada en la figura 3. Es un cono generado por la rotation alrededor 
del eje Z del rayo z — x, x ^ 0, en el piano XZ. 


2.1 Ejempio. Proporcionese una représentation geométrica de la funcion / 
de dominio R 2 y régla de correspondencia /(x, y) ~ x 2 y-lxy. 


Soluciôn. La curva de nivel sobre la que la funcion tiene el valor c es 
el conjunto {(x, y) | x 2 + 2xy = c). Si c = 0, entonces la curva de nivel 
consiste en las rectas x = 0 y y = — ±x. Si c ^ 0, la curva de nivel es la 

c x 

hipérbola y — — — - (figura 4 a). Esta hipérbola tiene aslntotas x = 0 y 



La grâfica de / es el conjunto {(x, y , z) z = x 2 + 2xj>}. La intersection 
de esta superficie con el piano y — mx estâ dada por z = (1+2 m)x 2 ; 
esta es una parâbola si m / — Un dibujo de la grâfica de/se da en la 
figura 4 b. 



FIGURA 4 
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Consideremos ahora la grâfica de una finition / de R 3 en R. Es ésta 
el conjunto {(x, y, z, w) w — f(x,y,z )}, un conjunto de R 4 . Aunque la 
grâfica es aün un concepto ütil, no podemos visualizar un conjunto en un 
espacio de cuatro dimensiones. Sin embargo, se obtiene una imagen grâfica 
de una funciôn / de R 3 en R determinando el conjunto de puntos que 
se transforman en un numéro especificado c; es decir, el conjunto 
{(x, y, z) /(x, y, z) = c }. A este conjunto se le llama superficie de nivel de /. 

Un ejemplo flsico de una funciôn de R 3 en R es la funciôn potencial de 
un campo eléctrico. En este caso las superficies de nivel de la funciôn se 
llaman superficies equipotenciales. 

2.2 Ejemplo. Sea/la funciôn con dominio R 3 y régla de correspondencia 
/(x) = [x|. Describanse las superficies de nivel de esta funciôn. 

Soluciôn. Las superficies de nivel de esta funciôn son los conjuntos 
{x |x| = c}. Si c < 0, el conjunto es vacio; si c = 0, el conjunto es el 
punto ünico 0; si c > 0, el conjunto es una superficie esférica con centro 0 
y radio c (figura 5). 



FIGURA 5 


Nota . Frecuentemente describimos una funciôn enunciando tan solo 
una régla de correspondencia. Ha de entenderse entonces que el dominio 
de la funciôn consiste en todos los puntos sobre los que la régla puede 
aplicarse con sentido. 

Problemas 

1. Determinense las curvas de nivel y dibüjense las grâficas de cada 
una de las funciones siguientes: 

a) /(x, y) = x + y 2 
<-') f(x, y) = x 2 + >' 2 


b) f(x,y) = 2x-y 
à) f(x, y) = 2x 2 + y 1 
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é) f(x, y) = 2 x 2 -/ 


f) /(*, y) 


X 

x + y 

0) f{x, y) = X 3 -y h) /(x, y) = e xy 

0 /(*> y) = sen (x + .y) J) f(x, y) = yjx-y. 

2. Dibüjense las superficies de nivel correspondantes a c= — 2, 0, 2 
para las siguientes funciones: 

a) f(x,y,z) = x 2 +/-z 6) /(x,j, z) = z- y Jx 1 +y 2 


c) f{x, y, z ) = x 2 +>> ; 


d) f{x, y, z) = 3x + 4y-z. 


3. Si /*(e^) = {x I /(x)e<9}, demuéstrese que 

a) /*(<? /*(<?) u è) /*(<f nf) = f*{S) n 


3. OPERACIONES SOBRE FUNCIONES 

En el estudio de funciones reales de variable real, comenzamos con 
ciertas funciones bâsicas. Estudiamos sus propiedades, vimos cuân gran¬ 
des clases de funciones podîan formarse por combinaciôn de las funciones 
bâsicas, y cômo podîan derivarse propiedades para las funciones mas com- 
plejas en base a las que sabîamos tenian las funciones bâsicas. Seguimos 
el mismo procedimiento en nuestro estudio de las funciones reales de un 
vector. Ejemplos de funciones bâsicas entre las funciones reales de una 
variable real son las funciones constantes y la funcion identidad. Aqui, 
las funciones correspondientes son las funciones constantes y las funciones 
proyecciôn. 

3.1 Definiciôn. La funcion constante c es la funcion con R" como dominio 
y cuyo rango consiste en tan solo el nümero c. 

3.2 Definiciôn. La funcion proyecciôn ï k {k = 1 , n) es la funcion con R" 
como dominio y con régla de correspondencia 7 fc (x) = x ki donde x k es el 
componente k-ésimo de x. 

Asî pues, la funcion constante c transforma el espacio total R" sobre el 
numéro, ünico, c , La funcion de proyecciôn I k transforma cada punto 
de R" sobre su proyecciôn ortogonal sobie el eje X k ; es decir, f (x, y, z) = x, 
h (x, y, z) = y, e / 3 (x, y, z) = z. 

Para las funciones de R” en R definimos las mismas operaciones que las 
que definimos para funciones de R en R: adiciôn, sustracciôn, multi- 
plicaciôn, division y composiciôn. 
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3.3 Definiciôn. Si f y g son funciones de R" en R con dominios respectivos 
$) f y Q) g , enfonces f + g, f-g , fg, y fjg se definen como sigue: 


@ f+g = 2> f r\2 t , [/+#] (x) = f(x) + g(x) 

® s - q = 9> f r\9 g , U-g] (x) = f(x)-g(x) 


n Uq] W = /(x) g(x) 


@ f/g = {xe 2) f n 3> g \g(x) ^ 0}, 



m 

0(x) 


Es fâcil ver por las anteriores definiciones que la adiciôn y la multi¬ 
plication de funciones de R" en R son operaciones asociativa y conmutativa; 
también se verifica la îey distributiva : 

f + (g + h) = (f+g) + h f{gh) = (fg)h 

f+g = g+f fg = gf 

f(g + h) = fg+fh- 


3.4 Definiciôn. Si f es unafunciôn de R" en R y g es una funciôn de R en R, 
enfonces la composiciôn de g con /, que representamos por g o /, se define 
como sigue 

9>e = {x | xe@ ; , f(x)eS> g }, [g °/] (x) = g(f(x)). 

Todas las funciones dadas en la secciôn previa pueden expresarse como 
combinaciones de funciones de R en R y las funciones bâsicas definidas 
en 3.1 y 3.2. Por ejemplo, 

si f(x, y) = x 2 +2xy, f = l 1 2 +2f 1 I 2 


si f(x, y) = —— , 

x -F y 

si f(x, y) = e xy , 

si f(x, y, z) = z-^jx 2 + y 2 , 


f +/ 2 

/ = expo (/,f 2 ) 

/= h-I U 2 °(f 2 + I 2 2 ). 


Una funciôn polinomial de R n en R es una funciôn que puede obtenerse 
de las funciones constantes y proyecciôn efectuando las operaciones de 
adiciôn, sustracciôn y multiplicaciôn un numéro finito de veces. Por 
ejemplo, 

p = 3/ 1 2 / 2 / 3 -4/, 4 / 3 2 +10/ 3 2 

es una funciôn polinomial de R 3 en R. La régla de correspondencia para 
esta funciôn es 


y 


p(x,y,z) = 3x 2 yz — 4x 4 z 2 -h 10z 2 



3] 


Operaciones sobre funciones 


173 


Una funciôn racional r de R" en R es un coeiente de polinomiales, es 
decir, r = p/q donde p y q son polinomiales de R" en R, Por ejemplo, 

3J 1 J 2 + J 2 3 

/i 2 +W 


es una funciôn racional de R 2 en R. La régla de correspondencia para 
esta funciôn es 


r(x 9 y) = 


3 xy + y 3 
x 2 + xy 2 


y 


@ r = {(*> y) 


x 2 + xy 2 # 0}. 


Problemas 


1. Proporciônese el dominio y régla de correspondencia para cada una 
de las siguientes funciones de R 3 en R. 


a ) / = /,/ 2 2 + / 3 


b) f = 2I 1 l l +I l 


c) f = 


W: 

/,+/, 


d) f = 


V + 3/ 3 
/ t -/ 2 


2 . Si/* 2/,+/j y g 
en el punto (2, 1). 


h h 


2 , ,2 » determinense /+#, /-#, /#, y f/g 


V + /; 


3. Si / = /j/ 2 y g = ln, determmese # - / en (2, 1). 


4. Proporciônese el dominio y régla de correspondencia de cada una de 
estas funciones de R 3 en R. 

a) / = / 1/2 o (/ 3 + cos o /j If) b) f = ln o (2/j + / 3 ) 
c) f = exp o(/,/ 2 / 3 ). 


5, Proporciônese / como una combinaciôn de funciones cuando 

a) f{x, y) = xy 2 + y 

b) f(x,ÿ) = sen(* 2 +j> 2 ). 

6. Si / es una funciôn de R" en R y g y h son funciones de R en R, 
pruébese que: 

a) ho (g o/) = ( h o g) o / 

c) (gh)of=(gof)(hof). 


b) (g + h) of = g of+h of 
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4. LIMITES 

En esta seccion discutiremos el concepto de limite de una funciôn real 
de un vector. Por nuestra experiencia anterior con limites, esperamos que 
el “limite de / en a es E" (lo que escribiremos: lim f = b o lim /(x) = b) 

a x->a 

significarâ que /(x) esta prôximo a b cuando x esta prôximo a a. Definimos, 
pues, el limite de / solamente en puntos de acumulacion de su dominio. 
El punto a es un punto de acumulacion de Q) f si toda vecindad reducida 
de a, y '(a; S), contiene un punto de <2) f . 

Damos ahora una définition analitica de lim / = b , suponiendo que a es 

a 

un punto de acumulacion de 



4.1 Definicion. El numéro b se dice que es el limite de la funciôn f en a 

si para cada numéro e > 0, hay un numéro Ô > 0, tal que 

I /(x) — 6| < £ 

siempre que xe@ f y 0 < |x —a| < ô. 

Geométricamente la definicion nos dice que lim / = b si para cualquier 

a 

vecindad dada y{b;e) de b existe una vecindad y (a; ô) de a tal que x 
en y (a\ y x en implica que /(x) esta en y (b; b); es decir, si / trans¬ 
forma Eiïj n y'(a; S) en y (b; e) = <6 — 8, &-be> (figura 6). 

Damos ahora un ejemplo para ilustrar el concepto de limite de una 
funciôn real de un vector. 

4.2 Ejemplo. Si / es la funciôn definida por /(x, y) = x 2 + 2xy , encuén- 
trese lim /(x, y) si es que existe. 

<x,y)-+ (3 - 1 ) 

Soluciôn. (Figura 4, pâg. 169.) Si (x, >’) esté prôximo a (3, — 1), entonces 
/(x, y) esta prôximo a 3. Esperamos, pues, que el limite de /en (3, — 1) 
sea 3. Para verificarlo, para cada e > 0 debemos encontrar una ô > 0 tal 
que 

|x 2 + 2xy — 3\ < e 

siempre que 0 < |(x, >’)~~(3, —1)| < S. 
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En la figura 7, la région sombreada se transforma en <3—e, 3 + e). 
Nuestro proposito es encontrar una ô > 0 tal que £P'((3, —1); S) se 
encuentre en la région sombreada. No intentamos determinar la mayor de 
taies <5 sino que nos contentamos con encontrar de un modo sencillo 
una à adecuada. 



Expresamos \x 2 +2xy — 3| en términos de |x — 3| y |j+l|. Como 
k“3| =$ \{x,y) — (3, -1)| y \y+l\ ^ |(x, +) —(3 ? -1)|, la magnitud de 
estos términos puede controlarse con la elecciôn de <5. 

\x 2 + 2xy-3\ = |(jc —3) 2 + 2(x— 3) (j+ 1 ) + 4(jc —3) + 6 (j+ l)[ 

< |x-3| 2 + 2|x-3| \y+ 1| +4\x — 3| +6|y+1|. 

Para simplificar esta expresiôn podemos restringir la elecciôn de ô de modo 
que <5 < 1. Entonces, si \(x, y) —(3, —1)| < ô ^ 1, \x — 3\ < 1 y 

\x 2 + 2xy— 3| < |x-3| + 2|>>+l|+4|x--3|+6| + +l| < 13 <5. 

Por tanto, si escogemos à ■= min {1, e/13} 

|x 2 + 2x+ —3| < e 

siempre que 0 < |(x, y)— (3, —1)| < 3. Lo que prueba que 3 es el limite de 
/en (3,-1). 

Dimos el ejemplo 4.2 simplemente para ilustrar la definiciôn de limite. 
Es fâcil determinar este limite una vez que se ha dado un tratamiento 
sistemâtico de los limites. Es lo que vamos a hacer ahora. Comenzamos 
por determinar los limites de algunas funciones bâsicas. 

4.3 Ejemplo. Si c es una funciôn constante de R" en R y a es un punto 
cualquiera en R”, demuéstrese que lim c = c. 


Soluciôn. Tômese e > 0 . Queremos demostrar que existe una Ô > 0 tal 









176 


Funciones reales de un vector 


[Cap. 4 


que \c — c\ < e siempre que 0 < |x — a| < ô. Es claro que podemos tomar 
como ô un numéro positivo cualquiera. 

4.4 Ejemplo. Si I k es una funcion proyecciôn de R" en R y a es un punto 
cualquiera en R", demuéstrese que lim I k = a k . 

a 

Soluciôn. Tômese e > 0. Deseamos demostrar que hay una ô > 0 tal que 
|/ k (x)-a*| = \x k — a k \ < esiemprequeO < |x — a| < <5. Sea ô = e. Entonces, 
como \x k —a k \ ^ |x — a|, 

0 < |x — a| < à implica \x k — a k \ < e. 

Damos ahora algunos teoremas sobre limites de combmaciones de 
funciones bajo las operaciones definidas en la secciôn anterior. 


4.5 Teorema. Si f y g son funciones de R n en R taies que lim / y lim g 

a a 

existen y si a es un punto de acumulaciôn de n entonces 

lim (/H- g) = lim / -f lim g 

a a a 


Hm {f-g) 


Hm (Jg) 


lim f ~ lim g 

a a 

(lim f) (lim g) 

a a 


lim (flg) = (lim/)/(lim g), 

a a a 


(si lim g ^ 0). 

a 


Omitimos la prueba de este teorema, ya que es la misma que la del teorema 
correspondiente para funciones de R en R (problema 4). 


4.6 Teorema. Si f es una funcion de R" en R tal que lim f = b, g es una 

a 

funcion de R en R que es continua en b , y si a es un punto de acumulaciôn 
del dominio de g o /, entonces 

lim (g of) = g (b). 

a 

Prueba. Aunque la prueba de este teorema es la misma que la prueba del 
teorema correspondiente para funciones de R en R, la damos aqui de nuevo. 
Tomemos e > 0. Como g es continua en b , existe un numéro rj > 0 tal que 

\g(y)~g(b)\ < e siempre que y^ g y \y — b\ < rj. 

Como lim f = b, existe un numéro Ô > 0 tal que |/(x) — b\ < rj siempre 

a 

que xe@ f y 0 < |x — a| < ô . 
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Si \G@ gof y 0 < |x — a| < <5, entonces \f(x)~b\ < rj y 

\g(f(x))-g(b)\ < e (figura 8). 

Esto prueba que lim (g °f) = g (b). 



Podemos determinar los limites de las funciones polinomiales usando 
los ejemplos 4.3 y 4.4 y el teorema 4.5. Por ejemplo, si / = / x 2 H-2/ a / 2 
(ejemplo 4.2), entonces 

lim / = lim L 2 + lim (2/ 1 / 2 ) 

( 3 ,- 1 ) ( 3 ,- 1 ) ( 3 ,-]) 

= ( lim /j)( lim /) + ( lim 2) ( lim /) ( lim I 2 ) 

(3 - 1 ) ( 3 , - 1 ) ( 3 , - 1 ) ( 3 ,- 1 ) ( 3 ,- 1 ) 

= (3) (3) + (2) (3) ( — 1) = 3. 


Usando los ejemplos 4.3 y 4.4 y el teorema 4.5 podemos, ciertamente, 
determinar el limite de cualquier funciôn racional con tal de que el limite 
del denominador no sea cero. De acuerdo con el teorema 4.6, también a 
nuestra disposition, podemos manejar la mayoria de las funciones en que 
estamos interesados. Por ejemplo, 


lim 

(x, >•)-►( 2 , 3 ) 


e*' = e 6 


ya que la funcion exponencial es continua en 6 y lim xy = 6. 

(x,jf)-(2,3) 

Consideraremos ahora algunos ejemplos en que tenemos qué determinar 
el limite de una funcion racional, donde no podemos aplicar el teorema 4.5 
por ser cero el limite del denominador. 

Consideremos el limite en (0,0) de la funcion / definida por 

f(x, y) — — - 2 • Como lim (. x 2 +y 2 ) = 0, no podemos aplicar el 

X (x,y)^( 0,0) 

teorema 4.5. La curva de nivel de/correspondiente al valor c es el conjunto 


(x, y) 


1 


x 2 + y 2 


.À 


cy Si c ^ 0, este conjunto es vacio. Si c > 0, la curva 


1 


de nivel es la circunferencia de ecuacion x 2 +y 2 — ~ (figura 9). Del diagrama 
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de las curvas de nivel se deduce que si (x, y) estâ prôximo al origen, 

entonces /(x, y) es grande. Pareceria, pues, que Mm / no existe y, en 

( 0 , 0 ) 


realidad, Mm / = oo. 


( 0 , 0 ) 



4.7 Définition. La funciôn f se dice que îiene limite infinito en a, lo que 
se escribe Mm / = oo o lim /(x) = oo, si a es un punto de acumulaciôn 

a x-»a 

de y para cada numéro M > 0 hay un numéro ô > 0 ial que 

/(x) > M 


siempre que xe@ f y 

0 < |x — a| < ô . 

Nota. Si Mm / = oo seguiremos diciendo que no existe limite de J'en a 

a 

ya que oo no es un numéro real. 

Si definimos una vecindad de infinito como un intervalo de la forma 
oo ), entonces las definiciones 4.1 y 4.7 pueden considerarse casos 
especiales de la siguiente définition: 

Mm / = p (donde p es un numéro real o oo) si para toda vecindad 

a 

de p existe una vecindad reducida JT '(a) de a tal que 

/(yT'(a) n Q) f ) a jV'(p). 

Si una vecindad de — oo se define como un intervalo < — oo, M), entonces, 
haciendo p = — oo en la anterior définition obtenemos una de Mm f — — oo. 


4.8 Ejemplo. Muéstrese que Mm —-- 

{x,y)-+(Q,0) X -h y 


00 . 



4] 


Limites 


179 


Soluciôn. Tomemos un M > 0. Deseamos encontrar un numéro 3 > 0 


tal que 


1 


2 , 2 
x + y 


> M siempre que 0 < jx| = Jx +y < 3. Sea 3 — 


1 


!m 


\ 


Consideraremos ahora el limite en (0, 0) de la funciôn / definida por 

x 


f(x, y) = 


2 , 2 
x + y 


. De nuevo no podemos aplicar el teorema 4.5 porque ei 


limite del denominador es cero. En este caso el limite del numerador es 
también cero y no es claro cuâl sera el valor de/cerca del origen. La curva 

x 


de nivel de / correspondante a c es el conjunto 


(x, y) 


2 . 2 
X +y 


= C 


Si c = 0, la curva de nivel es el eje Y con el origen omitido. Si c ^ 0, la 

1 V 2 1 . . 

4- y = -—^ con el origen 


curva de nivel es la circunferencia x 


2c) ' 4c 2 

omitido (figura 10). De la consideraciôn de las curvas de nivel se deduce 
que / toma todos los valores reales en puntos arbitrariamente cercanos 

al origen. Pareceria pues que lim / no existe. Podemos demostrar que tal 

( 0 , 0 ) 

es el caso extendiendo la nociôn de limites derechos e izquierdos de las 
funciones de una variable real. 


y 



FIGURA 10 


X 


Si/es una funciôn de R" en R y ê es un conjunto en R", sea f â la funciôn 
con dominio ê c\Çÿj y régla de correspondencia 

fs (x) - /(x) para n 9 f . 

Entonces decimos que el limite de la restricciôn de f a ê en a es b , lo que 
escribimos 

lim f — b (sobre ê) o lim /(x) = b 


si 


lim f â = b. 


a 
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De esta defïnicion résulta claro que si lim f - b , entonces para cualquier 

a 

conjunto S tal que a sea un punto de acumulacion de S n 

lim / = b (sobre é>). 


Asi pues, si hay alguna restriction de/que no tiene limite en a o hay dos 
restricciones de/que tienen en a limites distintos, ello indica que no existe 
el limite de / en a. 


4.9 Ejemplo. 



pruébese que no existe lim f. 

o 


Soluciôn. Si hacemos S = {(x, y) 
nivel de /— entonces 


(x — h) 2 +y 2 = h 2 } — una curva de 


lim 

(x.y)-»(0,0) 


X 




lim 

U . >>)-»•(0,0) 


X 1 

2 hx 2 h 


(sobre S ). 


Como los limites de f en el origen cuando lo restringimos a diferentes 
circunferencias que pasan por el origen son distintos, de acuerdo a lo que 
hemos visto, lim / no existe. 


o 



Como ultimo ejemplo, consideremos el limite en el origen de la funcion 

I 2 1 2 

/'= — 1 —-—. Tanto el numerador como el denominador tienen cero 
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como limite en el origen. Las curvas de nivel de / son los conjuntos 


(x, y) 


2 2 
x y 

2 . 2 
x + y 


= c 1 


). Si c < 0, el conjunto es vacio. Si c = 0 la curva de 


nivel consiste en los ejes X y Y sin el origen. Si c > 0, la curva de nivel 
tiene la ecuaciôn (x 2 — c)(y 2 — c) = c 2 (figura 11). Del diagrama de curvas 
de nivel parece resultar que lim / = 0. 


4.10 Ejemplo. Si / - 


/, 2 i 


o 

2 


/, 2 + /> 2 


, demuéstrese que lim / = 0. 


Sol uci ôn. Tômese £ > 0. Si x / 0, entonces 


2 2 
* y 

2 , 2 
x -j- y 


2 2 
x y 


< -—~ = y < e si 0 < x +y < s 


X 


Si x — 0, entonces 


Zzi 

x 2 +y 2 


— 0<C£ si 0 < x y- y . 


j — 2 - 2 ' x y 

Asi pues, si Ô — Je, 0 <Jx J y < d implica —--- < e y esto nos 

.r+x 2 

demuestra que lim f = 0. 

o 

Otro tipo de limite que algunas veces se présenta en la consideracion 
de funciones reales de un vector es el de limite iterado, tal como, por 
ejemplo, lim lim /(x, y). Este limite iterado tiene el significado siguiente: 

x-*xq y-*yo 

Para cada x fijo en una vecindad reducida £f'(x 0 ; r) de x 0 , tômese el limite 
de la funciôn g en y 0 donde g(y) = /(x, y). Si este limite existe para cada x 
en ^'(xq; r), entonces la funciôn h , definida por h(x) = lim /(x, y), 

existe en Sf '(x 0 ; r ). El limite de h en x 0 , si este limite existe, es lim lim /(x, y). 

x-*xo y-*yo 


4.11 Ejemplo. Encuéntrese lim lim (x 2 y + 2xy 2 ). 

JC-*' 3 y^2 

Soluciôn. lim lim {x 2 y + 2xy 2 ) = lim (2x 2 + 8x) = 42. 

x-* 3 y-* 2 jc -* 3 

Nôtese que lim (x 2 > j + 2x>’ 2 ) = 42 también. El siguiente teorema 

( JC, >’)-►( 3.2) 

establece una relaciôn entre lim lim /(x, y) y lim /(x, y). 

x-^xq >> — y 0 (x,y)->(x 0 , y 0 ) 


4.12 Teorema. Si lim /(x, y) existe , y si , para cada x en una 

(x. y)->(xQ. y 0 ) 

vecindad reducida de x 0 , lim /(x, y) existe , entonces 

y-+yo 

lim lim /(x, y) = lim /(x, y). 

x->x 0 y^yo (x, y) — {x 0 , >>o) 
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Prueba. Sea lim /(x, y) - b y lira /(x, y) = //(x). La funcion /* 


(a,>’)-+(x 0 , /Vo) 

esta definida para todo x en una vecindad reducida A r '(x 0 ) de x 0 . 
Tomemos e > 0. Deseamos demostrar que existe una c 5 ) > 0 tal que 

|h (x) — b\ < e 


siempre que xe.F'(x 0 ) y |x —x 0 | 
una S > 0 tal que 


< Ô. Como lim /(x ,y) = b , existe 

U» y)-*(x 0 , yo) 


\f{x,y)-b\ < t/2 

siempre que (jr, _y)6^'((x 0 , >> 0 ); <5) r\ & f . Ccmo lim f(x, y) = h(x), para 

cualquier xe,.^'( xq) tal que |x — x 0 | < d, existe un numéro y (figura 12) 
tal que (x, y)e.9 ?f ((x 0 , y 0 ); d) n ^ y 


| /(x, y)-h(x)\ < e/2. 

Por tanto, para xeJ rf (x 0 ) y |x —x 0 | < Ô (y para una y adecuada) 
\h(x)-b\ ^ |/?(x)-/(x, jOI + l/C*> y)-b\ < a/2 + e/2 = e. 

Asi pues, lim lim /(x, y?) = b = lim /(x, y). 



FIGURA 12 


El teorema 4.12 implica que: si lim /(x, y) existe y si, para 

(*, y)-»(x 0 , yo) 

cada x en una vecindad reducida de x 0 , lim /(x, y) existe y si, para cada y 

y^yo 

en una vecindad reducida de y 0 , lim /(x, y) existe, entonces 

X-+XO 

lim lim /(x, y) = lim /(x, y) = lim lim /(x, y). 

A-“*-A- 0 V J’O (X y)^(x 0 ,>’o) .V -» >’0 X-»AO 

Este resultado puede ser ûtil para demostrar que un limite no existe. 

x 

Por ejemplo, si /(x, y) = “y—-y (ejemplo 4.9), entonces para cada x en 

x “F y 

1 

una vecindad reducida de 0, lim /(x, >>) = Entonces, si existe 



4] 


Limites 


183 


i 

lim f(x, y ), también existe lim lim /(x, y). Sin embargo, lim ~ no 

(x,y)-»(0,0) y-* 0 X'-'O % 

existe y, por tanto, lim /(x, y) no existe. 

(x,y)->{ 0,0) 


Problemas 

1. Üsese la définition de limite para verificar que 

a) lim (x + >’ 2 ) — 5 
(jc*y)-*(i ,2) 

b) lim (xy + 3y) = ü. 

{,x, >>)-*•(“ 3,2) 

2. Pruébese que si lim / existe, entonces es ünico. Es decir, si 

a 

lim / = Lj y lim / — L 2 , entonces L x = L 2 . 

a a 


3. Determinense los siguientes limites 


a) lim xy 

2, 1) 

c) lim seno (/ 1 / 2 ) 

( 2 , 1 ) 

e) lim x 2 + x> ? —>’ 

(x,y)-(3,5) 

0 ) lim 

(x,.y)-(0,0) X 


b) lim x-\-y + z 

(x,y,z)-*{ 3 , - 1 , 1 ) 


V / 3 3 +/2 


2 , r 2 


ti) lim 

(-2,3,1) // + / 

/) lim ln =>(/, 2 / 2 ) 

(3,2) 


A) 


lim 


x tan >’ 


u,y)-(o,o> y 


4. Si lim f — L x y lim g = L 2 , pruébese que 

a a 


«) lim (y +#) — L l +L 2 

a 

6) iim ( cf ) — cL t 

a 

c) lim (/-g) = L x -L 2 

a 

d) lim / 2 = L 2 (iSw^erertc/fl: f 2 — I 2 o/, usese el teorema 4.6.) 

a 

e) lim fg = L l L 2 (Sugerencia: fg = ±[(/ + 3) 2 -(/-g) 2 ].) 


/) 

0) 


lim — 

a fl# 

lim - 
» 9 


— (L 2 ^ 0) ( Swgerefl cia : ~ = I 

Li V G 

— (L 2 Ï 0). 

L, 



üsese el teore 
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5. Si lim / = L demuéstrese que iim / = L. Demuéstrese con un 

a a 

ejempio que io reciproco no es cierto. 

6. Demuéstrese que lim \ f\ =0 implica que lim/ = 0. 

a a 

7. Determinese si cada una de las siguientes funciones tiene un limite 
en (0, 0). 


a) /(*, y) = 


c) f(x, y) = 
e) J'(x t y) = 


x 


x -y y 
x 

\x\ + \y\ 

~> 

X" 




b) /(x, y) = 


d) /(x, y) 


x + y 
2 


X 


j X | + | V 
* 


f) J\X, y) 


xy 


? 2 
x' + y 


9) f(x, y) = 2 — 

x+y 


h) /(x, y) = 


y 


y 2 + x 4 


8. Si existe una vecindad ^(a; r) de a tal que 

/(x) < g{\) + //(x) para toda xe^'(a; r) 


y si 


lim f = L = lim h, 

a a 


demuéstrese que lim g existe y lim g = L. 

a a 

9. Si lim /(h) = L y u es un vector unitario fijo, demuéstrese que 

h -*■ 0 

lim f(h) — L. 

h-* 0 


10. Determmese lim lim /(x, y), lim lim /(x, y), y lim y (x, y) 

x->xo y-+yo y~*yo (x..v)-*(*o. yo) 

cuando 

a) /(x, y) = x 3 + xy 2 , (x 0 , y 0 ) = (-1,3) 

/ 71 

b) /(x, y) = x sen xy, (x 0 , y 0 ) = I 1, - 



c) /(x, y) = 


1 

xy sen -, 
x 


x^0 

(x 0 , y 0 ) = (0, 0). 
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11. Si /(x, y) = —--, determinese Hm lmi /(x, y) y Hm Hm /(x, y). 

X "b y x -► 0 y-*0 y -► 0 x -+ 0 

^Quépuede decirse sobre Hm /(x, y)? 

(x,y)^(0, 0 ) 


12. Si /(x, y) = x sen -, determinense Hm /(x, y), Hm Hm /(x, y), 

y (x,y)-»( 0 , 0 ) x-+or»o 

y Hm Hm /(x, y) si existen. 

y -*■ 0 x -*■ 0 


5. CONTINUIDAD 

5.1 Definicion. La f une ion f es continua en el punto a de 2$ si para cada 
e > 0 existe una Ô > 0 tal que 

|/(x)-/(a)| < e 
siempre que xe@ f y |x —a| < ô. 

En el lenguaje de las vecindades esta definicion puede enunciarse como 
signe : f es continua en a si para cada vecindad J r de /(a) existe una 
vecindad Ji de a tal que 

f{Ji n @f) c JT. 

Si a pertenece a pero no esta en un punto de acumulaciôn de @f, 
entonces / es continua en a, pues en este caso existe una vecindad Ji de a 
tal que Ji n = {a}. Entonces, si Jf es una vecindad cualquiera de /(a), 

f{Ji n 2 S ) = {/(a)} <= JT. 

Si a es un punto de acumulaciôn de J) f , entonces la definicion 5.1 es 
équivalente a la funcion / es continua en el punto a de si 

Hm / = /(a). 

a 

Correspondiéndose con el teorema sobre limites 4.5, tenemos el siguiente 
teorema sobre continuidad. 

5.2 Teorema. Si las funciones f y g son continuas en a, entonces f 4- g, 
f—g, y fg son continuas en a y f/g es continua en a siempre que g{ a) # 0. 

Prueba. Si a no es un punto de acumulaciôn de J) f n @ g , entonces estas 
funciones son todas continuas en a. Si a es un punto de acumulaciôn de 
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r\ entonces a es un punto de acumulaciôn tanto de como de < 3) g y 
el teorema sigue del teorema 4.5. Por ejemplo, 

lim if+g) = lîm /+ lim g 

a a a 

= /(a) + g(a) = if + g'] (a). 

Como lim c = c y lîm I k = a k = I k (a), las funciones constantes y las 

a 

funciones proyecciôn son continuas en cualquier punto a. Asî pues, segün 
el teorema 5.2, las funciones polinomiales son continuas en todos los 
puntos de R"; las funciones racionales son continuas en todos los puntos 
de R” en que el denominador es distinto de cero, es decir, en todos los 
puntos en que las funciones estân definidas. 

5.3 Teorema. Si f es una funciôn de R" en R que es continua en & y g es 
una funciôn de R en R que es continua en /(a), entonces g o f es continua en a. 

Prljeba. Si a no es un punto de acumulaciôn de @ 9 o f , entonces g - / es 
continua en a. Si a es un punto de acumulaciôn de @ 9o f, entonces, como 
@ gof c Q) f , a debe ser un punto de acumulaciôn de y lim / = /(a). 

a 

Luego de acuerdo con el teorema 4.6 


lim (g of) = g(J\ a)) = [g c f] (a). 


5.4 Ejemplo. Demuéstrese que la funciôn / definida por f(x, y) = sen xy 
es continua en todos los puntos de R 2 . 

Soluciôn. La funciôn / es sen (j fl 2 ). Como fl 2 es una funciôn poli- 
nomial, es continua en todos los puntos de R 2 ; la funciôn seno es continua 
en todos los puntos de R. Luego, segün el teorema 5.3, / es continua en 
todos los puntos de R 2 . 

La nociôn bâsica en continuidad es la de continuidad en un punto. 
Pero también usamos la terminologia: “/ es continua*’ o “/es continua 
sobre un conjunto Definimos ahora estos términos. 

5.5 Definiciôn. Una funciôn es continua si es continua en cada punto de 
su dominio . 

5.6 Definiciôn. Una funciôn f es continua sobre un conjucto 9* <= @ f si la 

funciôn restringida f es continua. 

Asi pues, podemos decir que la funciôn / del ejemplo 5.4 es continua, o, 
equivalentemente, que es continua en R . 
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Toda funciôn racional es continua. Obsérvese, sin embargo, que la 

funciôn racional / = —~—- no es continua sobre el conjunto 

1 1 

■5^(0; 1) = {O, y) \ x 2 +y 2 < 1}, 

ya que (0; 1) no esta contenida en S) f . 

Una funciôn real de una variable real continua sobre un intervalo 
posee la propiedad del valor intermedio: si / es continua sobre [a, b] y 
fia) < f(b) y î es un numéro cualquiera ta! que f(a) < t < f(b ), 
entonces existe un punto ce (a, b} tal que f(c) = t. Demostraremos que 
las funciones reales de un vector poseen también esta propiedad. Intro- 
duciremos primero algunos términos de la terminologia usual. 

Si ^ c J c R", entonces decimos que ë es abierto respecta a ëF si 
existe un conjunto abierto ^ en R' 1 tal que ê = n J*. Asi pues, S es 
abierto respecto a J* si y solo si para todo xel hay una vecindad ^(x; r) 
de x tal que S^(x; r) n 3 c S. Por ejemplo, en R el conjunto [0, 1 ) es 
abierto relativo a [0, oo> ya que [0, 1 > = < — 1, 1 > n [0, oo>. 

Un conjunto ê c: R" se dice que es conexo si no existen dos conjuntos 
no vacîos ajenos stf y 3 ambos abiertos respecto a ê taies que ê = sé u 3, 
Si ë es abierto, entonces ë es conexo si no puede representarse como la 
union de dos conjuntos ajenos, no vacîos y abiertos. Por ejemplo, un 
intervalo es un conjunto conexo en R, un circulo y un rectângulo son 
conjuntos conexos en R 2 , y una vecindad es un conjunto conexo en R". 
Un conjunto de la forma {x | |x| > 1} no es conexo en R, pero es conexo 
si es un conjunto en R' 1 para n > 1. 

5.7 Teorema. (Teorema del valor intermedio.) Sea f una funciôn rea^ 
continua sobre un conjunto abierto y conexo ê ci R" y sea /(a) < /(b) para 
algunos a, beë. Para cada t tal que /(a) < t < /(b) hay un punto ce# tal 
que /(c) = t . 


Prueba. Sea sé = {x | xe# y /(x) < î} y J = {x xeë y /(x) > /}. 
Claramente sé y 3 son ajenos y no vacîos: a es4 y b e3. Sea xesrf. Como 
/(x) < t y/es continua en x, existe una vecindad Sf (x) c: ë tal que /(y) < t 
para todo yeëë(x). Luego sé es abierto. Anâlogamente puede verse que 3 
es también abierto. Pero S es conexo. Luego no puede ser la union de dos 
conjuntos ajenos, no vacîos y abiertos sé y 3. Luego hay al menos un 
punto ce# tal que u 3, es decir, tal que /(c) = /. 


Problemas 

1. Si f es continua en a y b < /(a) < c , demuéstrese que existe una 
vecindad (a; Ô) de a tal que b < m < c para todo xe^ n (a; <5). 

2. Üsese la definiciôn 5.1 para verificar que la funciôn / = If + If es 
continua en (0, 0) y en (2, 1). 
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3. Determinese el conjunto de puntos en que / es continua cuando 

2 xyz 


a) f(x, y, z) = 


x - y 


b) f(x, y) = tan xy 


c) f 


1 1 4- 2 /1 -j- / 


d) f = exp o(/, +I 2 ). 


4. ^Es continua en (0,0) la funciôn / definida por 

,3 

f(x, y) = , (X, y) # (0, 0)? 

« x +y 

f(0,0) = 0 

5. ^Es continua en (0, 0) la funciôn / definida por 

2 

f(x, y) = — 2 ’ ( x ’ ^ °) ? 

-v +>’ 

/( 0 , 0 ) = 0 

6. Supongamos que f es utia funciôn de R 3 en R y que / es continua 
en el punto (x 0 , y 0 , z 0 ). Definamos la funciôn g de R 2 en R de acuerdo con 
la régla 

g(x-y) = z 0 ). 

Demuéstrese que g es continua en el punto (jc 0 , y 0 ). 

7. Si a es un punto de acumulaciôn de un conjunto S\ demuéstrese 
que ael. 

8. Demuéstrese que si S es abierta entonces todo punto de ê es un 
punto de acumulaciôn de S. 

*9. Demuéstrese que un conjunto S en R es conexo si y solo si S es un 
intervalo. 1 


6. FUNCIONES DIFERENCIABLES 


Supongamos que /es una funciôn real de variable real definida sobre 
un intervalo abierto /. Si la derivada de/existe en el punto .ve/, entonces 


f'(x) - Hm - 

(i -*■ o 


f(x + h)-f(x) 
h 


Volumen 1, pâg. 434, teorema 4.5 


i 
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1 

Haciendo <p(x;h) — ~[/(x + h) —f(x)] — f\x) cuando h ^ 0, obtenemos 
6.1 /(x + h ) — /(x)4-/' (x) h H- (p (x ; h) h donde 11m <p (x ; /i) = 0. 

/ i -*0 

La relaciôn 6.1 se verifica para todos los valores distintos de cero de h 
taies que x + hef. 

Decimos que la funciôn/de R en R es diferenciable en el punto x si / 
esta definida en una vecindad Sf{x\ r) de x y si existe un numéro a 
(independiente de h) tal que para cualquier punto x-f h en 5^'(x; r) 

f(x + h) = f{x) + ah + (p{x\ h)h donde lim q>(x ; h) — 0. 

h-* o 

El término ah se llama diferencial de /'en x y h y se représenta por df(x; h ). 
Hemos demostrado en los anteriores renglones que si / tiene una derivada 
en el punto x, entonces / es diferenciable en x con a ~ f'(x) y, por tanto, 
df(x ; h) = f'(x)h. 

Probaremos ahora que si la funciôn/de R en R es diferenciable en x, 
entonces/tiene una derivada en x. Como para todo x + /i en una vecindad 
reducida de x, 

f(x + h ) — /(x) + a/î + (p(x; h)h donde Hm c p(x ; /z) = 0, 


tenemos 


ii m f( x + h >-fM 


a. 


Por tanto, //x) existe y es igual a a. 

Anâlogamente, una funciôn de R en R" es diferenciable en un punto 
si y solo si tiene una derivada en el punto. En el caso de funciones de R n 
en R no existe una extension directa de la definiciôn comün de derivada. 
Sin embargo, como la notaciôn de diferenciabilidad se extiende fâcilmente, 
tomamos esta nociôn como bâsica y definimos la derivada en este contexto. 


6.2 Definiciôn. Si f es una funciôn de R" en R, decimos que f es diferenciable 
en el punto x si f esta definida en una vecindad Sf (x ; r) de x y si existe un 
vector a (independiente de h) tal que para cualquier punto x + h en .y'(x; r) 

6.3 /(x + h) = /(x) 4- a * h + cp (x ; h) • h donde lim cp(x; h) = 0. 

h^O 

El término a • h se llama diferencial de f en x y h y se dénota por df(x ; h). 
El vector a se llama derivada de f en x y se dénota por D/(x). 

Nôtese que cp(x; h), para un x fijo, es una funciôn de R" en R”. Consi- 
deraremos taies funciones en el prôximo capitulo, pero ahora debemos 
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explicar qué es lo que queremos decir por Hm cp(x; h) = 0. Si escribimos 

h — 0 

cp(\; h) = (<P](x; h), h)), 

entonces lim <p(x, h) = 0 quiere decir Jim <p k (x; h) = 0 para k = I, n. 

h >0 h^O 

6.4 Ejemplo. Demuéstrese que la funciôn / definida por 

/(.v, y) = x 2 + xy 

es diferenciable en todo punto de R 2 . 

Soluciôn. Sea x = (x, y) un punto cualquiera y h = (h x , h 2 ) tin vector 
cualquiera de R 2 . Entonces 

/(x + h) = /(* + /?,, >’ + h 2 ) = (x + h x ) 2 + (x + h x ) {y + h 2 ) 

— x -f- 2 xh | h j H - xy + y h ^ -F xh 2 + h x h 2 
= x 2 + xy + (2x + y, x) • (h x , h 2 ) + (h x * ^ 1 ) ’ (^ 1 > h 2 ) 

= /(x) + a • h + cp(x ; h) • h, 

donde a = (2x + y, x) y <p(x; h) — (h 1 , h x ). 

Queda por probar que lim q>(x; h) = 0. Pero es claro que 

h -0 

Hm (h x , h x ) = { lim h , , iim h , ) = (0, 0). 

h >0 h -0 h*0 

Por tanto, / es diferenciable en todo punto de R 2 . Ademâs, la diferencial 
de f en x y h es 

df\x ; h) - (2x+>\ x)~(h x % h 2 ) = (2 x+y)h x +xh 2 
y la derivada de / en x es 

D/(x) = (2x4 -y, x). 

Cuando decimos de una funciôn que es diferenciable sobre un conjunto 
queremos decir que la funciôn ha de estar definida en una vecindad de cada 
punto de! conjunto. De aqui que consideremos solamente la diferenciabilidad 
sobre conjuntos abiertos. 

6.5 Teorema. Si f es diferenciable en x, entonces es continua en x. 

Prueba. Como / es diferenciable en x, f esta definida en una vecindad 
(x; r) de x. Deseamos ahora probar que 

üm /(x + h) = /(x). 

h -0 
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Para cualquier punto x + h de «9^'(x; r) tenemos 

/(x + h) = /(x)+a'h + cp(x; h)-h donde lim <p(x; h) = 0. 

h-+0 


Por tanto, 

lim /(x + h) = /(x) 

h-+0 

y / es continua en x. 

El reciproco de este teorema no se verifica. Por ejemplo, la funciôn 

definida por f(x,y) = \jx 2 +y 2 es continua en el origen, pero no es 
diferenciable en el (problema 2). 

Como en el caso de funciones reales de variable real, la suma, el producto 
y la composition de funciones diferenciables son diferenciables. 


6.6 Teorema. Si f y g son diferenciables en un punto x en R", enfonces 
f-r g y fg son diferenciables en x y 

d[f+g] (x; h) = df{\; h ) + dg(x\ h) 

D[/+/)(x) = D/(x)+D^r(x) 

d[fg] (x; h) = /(x) dg(x\ h)+#(x) df(x; h) 

D [fg] (x) = f(x)V)g{x)+g(x) D/(x). 

Prueba. Probaremos el teorema solamente para el producto. La prueba 
para la suma se déjà para el estudiante (problema 3). Como f y g son 
diferenciables en x, existen vectores a y b y una vecindad 5^(x; r) de x taies 
que para cualquier punto x + hen y'(x; r) 

/(x + h) = /(x) +a*h + <p(x; h)*h donde lim q>(x; h) = 0. 

h^O 


y 

#(x + h) = 0 (x) + b*h + v|/(x; h)*h donde lim >|/(x; h) = 0 . 

h * 0 

Entonces, si x + he^'(x; r) 

[fg] (x + h) = [/(x)+ a • h + cp(x; h) • h] [g(x) + b • h + \|/(x; h) • h] 
= Ug] (x) + [/(x)b+#(x)a] • h + 0(x; h) • h 

donde 


0(x; h) = /(x)\|/(x; h) + (a • h)b + (a • h) vKx; h)+#(x) <p(x; h) 
+ (b • h) tp(x; h) + [q>(x; h) • h] »|/(x; h). 

Como Mm 0(x; h) = 0, fg es diferenciable en x y 

h-0 

d[fg] (x; h) = /(x) dg(x; h)+#(x) df(x; h) 

D[ fg] (x) = /(x)D#(x)+#(x)D/(x). 
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6.7 Teorema. Si f es una funcion de R„ en R que es diferenciable en x y g es 
una funciôn de R en R que es diferenciable en /(x), enfonces g f 
es diferenciable en x y 

d[g ■+/'] (x; h) = dg(f(x); df(x: h)) 

D[# /] (x) = %(/(x))D/(x). 

Prueb/v. Como/es diferenciable en x, existe una vecindad 5^(x; r) de x y 
un vector a taies que para cualquier punto x + h en x; r) 

/(x + h) = /(x) + a • h + (p(x; h)• h donde lim <p(x; h) = 0. 

h^O 

La diferenciabilidad de g en /(x) implica que existe una vecindad 5^(/(x); j) 
de /(x) tal que para cualquier punto /(x)-F k en 

g(f(x) + k) = ^(/(x))+^ / (/(x))A + iA(/(x); *)/r 

donde lim t//(/(x); /r) = 0. Si hacemos (/(x) ; 0) = 0, entonces la expresiôn 

anterior se verifica para todos los puntos /(x) + /c en £f(f(x); 5). Como/es 
continua en x podemos suponer que ,9/x; r) esta escogida de tal modo 
que f{Jf (x; r)) c= ,$^(/(x); s). Luego si x + h eS^'(x;r\ 

[# v/1 (x + h) - g(f(x) + a * h + (p(x ; h) • h) 

= ^(/(x)) + ^'(/(x)) [a • h + tp(x; h) • h] 

+ [a • h + <p(x; h) • h] i///(x); a * h + cp(x; h) • h) 

= g (/(x)) + g ' (/(x)) a • h + 0(x; h) * h 


donde 

0(x; h) = /(/(x)) (p(x; h) + [a + cp(x; h)] (/(/(x); a • h + (p(x; h) • h). 
Como lim t/(/(x); a • h + (p(x; h) * h) — 0 (teorema 4.6, pâg. 176), lim 

h ->0 h -*0 

0(x; h) = 0 y, por tanto, g f es diferenciable en x y 

d[g ./] (x; h) = dg (f(\) ; df{ x ; h)) 

D[^ /](x) = %(/(x))D/'(x). 

6.8 Corolario. Si f y g son diferenciable s en un punto x de R n y g{x) + 0, 

enlonces - es diferenciable en x y 
0 



= g(x) df{x \ h) —/(x) dg(x; h) 

ÿ 2 (x) 

g(x)D/(x)—/(x)Dg(x) 
é+x) 
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Prueba Como - = / * - , 


9 


9 


d 


f 

.9 J 


(x;h) = f(x)d 


1 

.9. 


(x; h) + 


0(x) 


df(x ; h) 


1 


Ademâs, - = / 1 *g y, por tanto, 
9 


L 9. 


(x; h) = dl l (g(x);dg(x;h)) = -I fg{x)) dg(x\ h) 


Por tanto 


dg{x\ h) 


r(x) 


f 

L0J 


(x; h) = 


g (x) df{\\ h)—/(x) dg(x; h) 

g 2 (x) 


Como 


/ 

.ÿj 


(x; h) = 


g(x)D/(xj-h~/(x)Dg(x)-h 

g 2 (x) 


g(x)D/(x)-/(x)Dg(x) 

0 2 (X) 


D 


/ 

.gJ 


(x) = 


g(x)D/(x)~ /(x)Dg(x) 
g 2 (x) 


La prueba del siguiente teorema es anâloga a la del teorema 6.7 y se 
déjà para el estudiante (problema 4). 


6.9 Teorema. Si g es una funciôn de R en R” que es diferenciable en el 
punto t y f es una funciôn de R” en R que es diferenciable en g(/), enfonces 
f o g es diferenciable en t y 

d[f ° g] 0; h) = df (g(/); dg{t;h)) 

D[f ' g] (0 =D/(g(O)*0g(O- 

Esta formula que acabamos de dar para la derivada de la composiciôn 
de funciones se llama a veces régla de la cadena. 

Usando el teorema 6.9 y el teorema del valor medio para funciones 
reales de variable real, podemos fâcilmente derivar un teorema del valor 
medio para funciones reales de un vector. 
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6.10 Teorema. (Teorema de] valor medio.) Si f es diferenciable sobre un 
conjunto abierio S que conîiene el segmenta rectilîneo cerraclo que va de x a y, 
enfonces existe un numéro 6 e( 0, 1) tal que 

/(y)-/(x) = (y-x) • D/'(x + 0(y — x)). 

Prueba. Sea g(/) = x + t( y — x) y F — /o g Entonces 

/(y) -/(*) = /(g(D)-/(g(0))= / r (i)~/ r (0). 

De acuerdo con el teorema 6.9, F es diferenciable sobre [0, 1]. Aplicando 
el teorema del valor medio para funciones reales de una variable real a F , 
obtenemos 

/'(l) — ^(0) = F'(6) para aigui #e<0, 1). 

Esto implica 

/(y)-/(x) = />[/ o g] (fl) = D/(g(fl)) * Dg(0) 

= (y — x) • D/(x+ 8 (y — x)). 


Problemas 

1. Demuéstrese que las siguientes funciones son diferenciables en 
cualquier punto x de R 2 y proporcionese el valor de la diferencial en x y h 
y el valor de la derivada en x. 

a) f(x, y) = x +y b) f(x, y) = 2 xy 

c) f(x, y) = x 2 +y 2 d) f(x, y) = x 2 y + x 3 . 

2. Demuéstrese que la funciôn definida por f(x, y) = \!x 2 +y 2 es 
continua en el origen, pero no es diferenciable allî. 

3. Si/y g son diferenciables en x, demuéstrese que f+g es diferenciable 
en x y que 

d[f+g] (x; h) = df(x; h ) + dg(x; h) 

D[/+ÿ](x) = Df(x)+Dg(x). 

4. Pruébese el teorema 6.9. 

5. Demuéstrese que De = 0, donde c es una funciôn constante de R" 
en R. 

6. Si /, e / 2 son las funciones proyecciôn de R 2 , demuéstrese que 

a) DI, - (1,0) b) D/ 2 - (0, 1). 

7. Determinese D f(x, y) si 

a) f(x,y ) - 3x + 2y b) f(x 9 y) = xy 

C) f(x- y) = X 2 d) f(x , y) = X 2 y 

X 2 

e) J(x, y) = — 


f) f(x, y) = sen (xy). 
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8 . Un conjunto S se dice que es convexo si, para dos puntos cualesquiera 
x y y de S\ el segmento rectilîneo de x a y se encuentra en ê. 

a) Demuéstrese que una vecindad y/a; r) es convexa. 

b) Demuéstrese que si D/(x) = 0 en todos los puntos x de un conjunto 
abierto y convexo entonces es una constante sobre S. 

9. a) Demuéstrese que si D/(x) = 0 en todo punto x de un conjunto 
abierto y conexo ê\ entonces /es una constante sobre S\ 

Sugerencia. Üseseel problema 8 para demostrar que/* (c) = {x |/(x) = c} 

es abierto. 

b) Proporciônese un ejemplo de una funciôn/definida en un conjunto 
abierto S de R 2 tal que D/(.v, y) = 0 para todo (x,y)eê tal que / 
no sea constante sobre S\ 


7. DERIVADAS DIRECCIONALES 

A fin de disponer de una imagen geométrica sencilla, inicialmente 
restringiremos nuestra discusion a funciones de R 2 en R. Entonces la 
grâfica de/es una superficie en R 3 (figura 13a). En un punto x de! dominio 
de f la funciôn no tendra en general una razôn de cambio ûnica sino que 
cambiarâ en proporciones distintas, segün eu al sea la direcciôn en que x se 
mueva. La razôn de cambio de/en la direcciôn u, donde u es un vector 
unitario, esta dada por 


7.1 


lim 

/i —+ o 


/(x + hu)-f(x) 



FIGURA 13 
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Esta razôn de cambio se lia ma de rira cia direccional de / en la direcciôn u 
en el punto x y se représenta por el sîmbolo D ü f(x). 

Nôtese que el valor de la derivada direccional D u /(x) dépende solamente 
de los valores de la funciôn/en los puntos sobre la recta que pasa por x y es 
paralela a u : (x + /?u | he R}. Los puntos sobre esta recta quedan especifi- 
cados por el valor del parâmetro h. Si definimos la funciôn F por la régla 

F (h) — /(x + /?u), 

entonces Les una funciôn real de una variable real cuya grâfica corresponde 
a la intersecciôn de la grâfica de/con el piano LP que es perpendicular al 
piano XV y contiene la recta que pasa por x y es paralela a u (figura 13). 
El punto (0, f/O)) corresponde al punto (,X-, y. /(.y, y))- Como 


7.2 


D a f(x) = lim 

h~*0 


/(x + /iu)-/(x) 


fl 


lim 

o 


F(h)-F( 0) 
h 


F' ( 0 ) , 


decimos que D u f(\) es la pendiente en (.v, y, /(x, >’)) de la curva ( 6 formada 
por la intersecciôn de la grâfica de / y el piano FP. 

Definimos ahora la derivada direccional en el caso general de una 
funciôn de R" a R. En esta definiciôn suponemos que la funciôn estâ 
definida sobre un conjunto abierto en R". 


7.3 Definiciôn. La derivada direccional de fen la direcciôn u, donde u es un 
vector unitario en R”, es la funciôn D^f con régla de correspondencia 


D a f(x) 


lim /(x + /w)-/'(x) 

/r -> 0 II 


y con dominio el conjunto de todos los puntos x del do mini o de f para los que 
existe tal limite. 

Nota . Obsérvese que si / es una funciôn de R en R y u se hace igual 
al nümero 1, entonces esta definiciôn es la misma que la definiciôn de la 
derivada de una funciôn real de variable real. 

El valor de la derivada direccional, Z) u /(x), es la razôn de cambio de/ 
en la direcciôn u en el punto x. Por ejemplo, si /(x,jr,z) es la temperatura en 
el punto (x, y , z), entonces DJjx, >\ z) es la razôn del cambio de temperatura 
en (x, y, z) con respect o a la distancia a lo largo de la recta que pasa 
por (x, y\ z) en la direcciôn u. Consideremos como otro ejemplo la funciôn/ 
de R 4 en R donde /(x, y, z, t) es la temperatura en el punto (x, y, z) en el 
instante t. Si u = {u x , u 2 , w 3 ,0), entonces D u /(x, y, z, t) es la razôn de 
cambio de la temperatura [en el punto (x, y, z) y en el instante t] con 
respecto a la distancia a lo largo de la recta que pasa por (x, y, z) en 
la direcciôn (u u u 2 ,u 2 ). Y, si u = (0, 0, 0, 1), entonces DJ\x,y,zJ) es la 
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razôn de cambio de la temperatura [en el punto (x, y, z) en el instante t] 
con respecto al tiempo. 

Si para x y u fijos hacemos F (h) = /(x + Au), entonces, como antes vimos 


7.4 D u /(x) = lim 

h * 0 


/(X + /7U )-/(x) 

h 


lim 

h^O 


F(h)-F( 0) 
h 


= F'(0). 


Asi pues, nada nuevo necesitamos aprender para calcular derivadas 
direccionales: pueden caîcularse diferenciando una funciôn real de variable 
real. Usamos esto en la soluciôn 2 del siguiente ejemplo. 

7.5 Ejemplo. Determinese D u /donde f=I 2 + / 2 2 + / 3 2 y u = — (2,™ 1,1). 

\/ 6 


Soluciôn 1. 

Hm /(*+ />»)-/(*) 

A-o h 


Hm t 

h 


2 . Y / 1 , V / 1.1 2 2 

— /î + 2 H-— /i ) — x—y — z' 


x + —+ [y 


x 


6 


\ 


/6 


V 6 


4 4 2 1 2 1 

lim ( H — h - -y H — h H -— z H — h 

h->o\j6 6 yj 6 6 v /6 6 


A- 


V 


= ^=(2x-y + z). 


\ 


/ 6 


Por tanto, 


D u f(x, y, z) = -(2x-y + z) 


X 


! 6 


y 



/ 2 + / 3 ). 


Soluciôn 2. Si hacemos F (h) = /(x + /iu) entonces D u f(x) = F'{ 0). 

f w - /<x+ ( y - jt "J + ( z+ ji 1 ') 


2 
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y 

d u /= - 4(2 y,-y 2 + / 3 ). 

V 6 

Aunque la derivada direccional parece una extension natural de la 
derivada de una funciôn real de variable real, hay algunas propiedades 
importantes de ésta que no se conservai! en esta extension. Por ejemplo, 
una funciôn puede tener en un punto derivadas direccionales en todas las 
direcciones y, sin embargo, no ser continua en ese punto. 


7.6 Ejemplo. Sea / la funciôn de R 2 en R definida por 

f(x, y) = * y : , (x, y) # ( 0 , 0 ) 

y + x 4 

/(O, 0) = 0. 

Demuéstrese que en el origen existe la derivada direccional de/en cualquier 
direcciôn, pero que/no es continua en el origen. 


Soluciôn. Sea u = (u { , u 2 ) un vector unitario. Enfonces 


DJ\ 0, 0) - 11 m 

h->0 


f(hu 1 , hü 2 )-f{ 0 , 0 ) 
h 




si u 2 7 ^ 0 
si u 2 = 0 , 
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Asi pues, en ei origen, la derivada direccional de / en cualquier direction 
existe. Para demostrar que / no es continua en el origen, consideremos la 
parâbola S — {(x, y) I y — x 2 }. Entonces 


lim 


x 2 y 


(x,y)^( 0,0) + 


lim 

(x , >’)->( 0 , 0 ) 


2 = i (sobre S'). 


Como /(O, 0) = 0, / no es continua en (0, 0). 

Ahora demostraremos que si / es diferenciable en un punto, entonces 
todas las derivadas direccionales existen en ese punto. 


7.7 Teorema. Si f es diferenciable en x, entonces la derivada direccional 
de f en cualquier direccion u existe en x y 

DJ(x) = D/(x) • u - df(x ; u). 


Prueba. Si hacemos g(h) = x+Au y F — f - g> entonces F (h) = /(x + /?u) 
y de acuerdo con 7.4, D u f(x) ~ F'( 0). Usando el teorema 6.9 obtenemos 

^(0) = D[f c g] (0) = D/(g(0))-/)g(0) 


y, por tanto, 

DJ(x) = D/(x) • u - df(x ; u). 

El recîproco de este teorema no se verifica. Una funcion de R" en R 
puede tener derivadas direccionales en todas las direcciones en un punto 
y no ser diferenciable en ese punto. La funcion considerada en el ejemplo 7.6 
tiene derivadas direccionales en todas direcciones en el origen, pero no es 
ni tan siquiera continua en el origen, y, por tanto, ciertamente no diferen¬ 
ciable. 

Como el producto escalar de dos vectores alcanza su valor mâximo 
cuando los vectores estân en la misma direccion, D u f(x) = D/(x) • u = 
Comp u D/(x) implica que D/(x) es un vector en la direccion de la mâxima 
razôn de cambio de / y que esta mâxima razôn de cambio es la longitud 
de D/Xx). 

Nôtese que si hacemos h = hu donde h = |h|, entonces 

df(x\ h) = ha • D/(x) = hDJ\x). 

Asi pues, el valor df(x\ h) de la diferencial es la longitud de h veces el 

h 

valor en x de la derivada direccional de /'en la direccion u = —. 

|h| 

Usando los teoremas 7.7, 6.6 y 6.7 y el corolario 6.8, podiamos procéder 
a derivar las formulas para la derivada direccional de la suma, producto, 
composicion y cociente de funciones diferenciables (pioblemas 6, 7 y 8). 
Sin embargo, estas formulas no son necesarias para propôsitos de câlculo. 
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En la section 9 derivaremos un método sencillo para obtener las derivadas 
direccionales. 

Para derivadas direccionales podemos probar un teorema del valor 
medio que es anâlogo al dado para las derivadas (teorema 6.10). 


7.8 Teorema. (Teorema del valor medio.) Si DJ existe sobre un conjunio 
abierto que confie ne ei segment o rectilineo cerrado que va de x a x-\-h u, 
donde u es un vector unitario , enfonces existe un numéro 6e (0, 1 ) tal que 

/(x + in î) — /(x) = hDJ(x -F 9hu ). 


Prueba. Si hacemos F(t) — f(x + t u), te[0,h], entonces, usando la 
definiciôn de derivada direccional, vemos que F'(t) = DJ(x + t u). De 
donde F résulta ser continua sobre [0, h] y diferenciable sobre <0, /?>. 
Aplicando a F eî teorema del valor medio para funciones de R en R, 
obtenemos 

F(h) — F( 0) = h F’(0h) para algün $e<0, 1). 


Luego, 


/(x + h u) -/(x) = hDJ{\ + Oh u). 


Problemas 

1. Usando la definiciôn de DJ, determinese £> u /cuando 

a) f(x, y) = x 2 y, u = i = (1,0) 

b) f(x, y) = x 2 y, u = j = (0, 1) 

c) f(x, y, z) = xz + y, u = -J (-5, 4, 1) 

x/ 42 

d) f = W + /,, u = T (1,2, 1). 

V6 


2. Si f(x, y, z) 


XZ “F 4 
x-F>’ 


determinese D u f cuando 


a) u = i = (1, 0, 0) b) u = j = (0, 1,0) c) u = k = (0, 0, 1). 


3. Encuéntrese u Df mediante la determinaciôn de F'( 0), donde 
F (h) = f(x + h u), cuando 

a) /(x, y) = sen xy, u = —= (-2, 3) 

V 13 

b) f(x, y, z) = e xy + In z, u = —== (2, 0, 3). 

. /13 
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4. Demuéstrese que D u c = 0 cuando c es una constante de R" en R 
y u un vector unitario en R". 

5. Demuéstrese que Z)_ u / = — D n f. 

6 . Si /y g son diferenciables sobre un conjunto abierto é% demuéstrese 
que sobre S 

0 u (/+0) = D J + D uQ 
D U (J 9) = fD u g + gDJ\ 

7. Si/es una funciôn de R" en R que es diferenciable sobre un conjunto 
abierto ê y g es una funciôn de R en R que es diferenciable sobre un 
conjunto abierto que contiene a f($), demuéstrese que sobre ê 

D u (g of) = (g' of)D u f. 

8 . Si f y g son diferenciables sobre un conjunto abierto ê y g es distinta 
de cero sobre S\ demuéstrese que sobre ê 

n (l\- S D J^f D a 9 

\g) g 2 

9• Si f es diferenciable sobre x 0 y / tiene un mâximo relativo en x 0> 
demuéstrese que D u f(x 0 ) — 0 para toda direcciôn u. 

10. Si / es una funciôn de R 2 en R que es diferenciable en el punto x, 
demuéstrese que 

D/(x) = £>j/(x)), donde i = (I, 0) y j = (0, 1). 

11. Un conjunto S se llama conuexo si, para cualesquier dos puntos 
x y y en 6\ el segmento rectilineo de x a y se encuentra en S. Pruébese 
que si para todo u, D u f(x) = 0 en todo punto x de un conjunto abierto y 
convexo i, entonces / es constante sobre é. 


8. DERIVADAS PARCIALES 

Las derivadas direccionales en la direcciôn de los ejes de coordenadas 
se llaman derivadas parciales. 

8.1 Definicion. Si f es una funciôn real definida sobre un conjunto abierto 
de R" y u* es el vector con componente k-ésimo 1 y todo s los otros com- 
ponentes 0, entonces llamamos a D Uk f la derivada parcial de f con respecto 
a la k-ésima coordenada. 
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Por brevedad denotaremos D Uk f por D k f. A si pues, D k f es ia funciôn 
con régla de correspondencia, 

8.2 D,/(x) - Mm 

h^o h 

y dominio el conjunto de puntos x en el dominio de /para los que el limite 
que aparece en 8.2 existe. 

Sea / una funciôn de R 2 en R. Supongamos que la grâfica de /, 

{(x, y,z)\z = f(x, y)}, 

es la superficie dibujada en la figura 14a. De acuerdo con 8.2, las derivadas 
parciales de/ en el punto (x 0 , y 0 ) vienen dadas por 

D,/<*„, ,„) - Hm >'<■>- 

h^o h 

;>,/<*„ , a) . Um 

h->0 h 

Estas derivadas parciales pueden calcularse por el método dado para 
calcular derivadas direccionales o por un método ligeramente diferente que 
es especialmente adecuado para el câlculo de las derivadas parciales. Clara- 
mente, el valor de D u f(x 0 ,y 0 ) dépende solamente de los valores de/en puntos 
sobre la recta paralela al eje X que pasa por el punto (x 0 ,_y 0 ). Los 
puntos sobre esta recta pueden describirse simplemente dando solamente su 
primera coordenada; es decir, .v especifica el punto (x, j> 0 ) sobre la recta 
y = y 0 . Si definimos la funciôn g { por la régla 

9 \{x) = f(x,y 0 ). 


entonces 


n /y.. J\x 0 + h, y 0 )-f(x 0 , y 0 ) 

D\ J(x 0 , y o) = lim--- 

h 


g, (x 0 + h) — g i (x 0 ) 


= É/ i'(^o) 


/j-0 


Anâlogamente, si definimos g 2 por 

y 2 (y) = f(x o, y ), 


^ JX x o> Vo + /l)-/(x 0 , y 0 ) 

D 2 J(x 0 , y 0 ) = lim--- 

h - o h 


g 2 (yo + h)-g 2 (y 0 ) _ . 

= hm-= y 2 (y) 0 i. 

h -* o h 


entonces 
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Las grâficas de g 1 y g 2 (figuras 14b y c) son la curvas de intersection de 
la superficie z = /(x, y) con los pianos y = y 0 y x — x 0 , respectivamente. 

8.3 Ejemplo. Si / = /^-h/ 2 2 , determmense las derivadas parciales de /. 

Soluciôn. Si para cualquier punto (lojJeR 2 (figura î5), hacemos 
9i(x) = f(x,y 0 ) 9 entonces DJ'{x 0 ,y 0 ) = g x \x 0 ). Como f = I { 2 + I 2 2 , 

9\(x) = ^ 2 +Lo 2 





FIGURA 15 
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Asi pues, DJ(x 0 ,y 0 ) = 2x 0 y D,/=2/,. Haciendo 2 O) = /O 0 , y)* 
tenemos D 2 f(x 0 ,y 0 ) = g 2 '(.>'<))• Luego 


#2 O) = V + V 2 


y 


g i' (y) = 2 y. 

Asi pues, D 2 f(x 0 ,y 0 ) = 2v 0 y D 2 f = 2/ 2 . 

En la résolution del ejemplo 8.3 no necesitamos introducir explicitamente 
las funciones g { y g 2 . Para encontrar Dj/consideramos y en 


8.4 


f(x, y) 


X 2 +J 2 


como numéro fijo. Enfonces, para un y fijo, 8.4 define una funciôn de una 
variable reai (la funciôn g x ) cuya derivada nos da D { f. Anâlogamente, para 
encontrar D 2 f, se considéra x en 8.4 como numéro fijo. Enfonces, 
para un .v fijo, 8.4 define una funciôn de una variable real (la funciôn g 2 ) 
cuya derivada nos da D 2 f. 

Este método puede emplearse en el caso general para encontrar las 
derivadas parciales de una funciôn de R" en R. Para encontrar la derivada 
parcial de f respecto a la A-ésima coordenada, consideramos todas las 
coordenadas excepto la A-ésima como numéros fijos. Obtenemos enfonces 
una funciôn de una variable real cuya derivada es D k f. Es decir, si 

Ou (Afc) f(a x ..... Xfo , ..., ci n ) 


enfonces 

E>kf( a) 


f \ ? • • » ? "F A ) • • • ■) ^n) J 1 5 ■ • • •> ’ * • • ’ ^ h ) 

h 


üm 9kUh + h)-g k (a k ) 

h -* 0 h 


0*'(<**)• 


Asi pues, el problema de encontrar las derivadas parciales, lo mismo que 
el de encontrar las derivadas direccionales de cualquier direcciôn, se reduce 
al de diferenciar una funciôn real de una variable real. 


8.5 Ejemplo. Encuéntrense las derivadas parciales de la funciôn/definida 
por /(A", >\ z) — xy + cos (vz). 

Soluciôn. Considerando y y z como numéros fijos, diferenciamos la 
funciôn 


g 1 (x) = f(x, V, z) - xy + cos (yz). 
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Entonces, 


DJ(x,y, z) = y. 


Considerando x y z como numéros fijos, obtenemos 

D 2 f(x, y, z) = x — z sen (yz). 
Considerando x y y como numéros fijos, obtenemos 

D 3 f(x, y,z) = —y sen (yz). 


Las notaciones para derivadas parciales son muchas y variadas. Si / es 
una funciôn de R 2 en R y si hacemos z = /(x, y), las derivadas parciales 
pueden denotarse como sigue: 


DJ'ix, y ) = /, (x, y) = f x (x, y) = 

dx 


dz 

<3x 


y) = fiix-, y) = /v(^,} ; ) = ~ 


5/(x, y) c 


dy 


dy 


Por ejemplo, si f— I { lj rï 2 1 (ejemplo 8.3) y si hacemos 

z = f(.x,y) = x 2 +y 2 , 

entonces las derivadas parciales pueden denotarse por 

ôz ôz 

= 2 x y — = 2 y . 


ôx 


oy 


Si / = / t î 2 + cos o (Y 2 / 3 ) (ejemplo 8.5) y si hacemos 

w = f(x, y, z) = xy + cos (yz), 

enfonces las derivadas parciales pueden denotarse por 

dw dw ôw 

— = y, — = x ~z sen (yz), — y sen (yz). 

dx ' dy ôz 


La consideracion de las derivadas parciales de una funciôn puede 
proveer una forma sencilla de demostrar que la funciôn es diferenciable. 
El ejemplo 7.6 muestra que la existencia de todas las derivadas parciales 
no es suficiente para garantizar que la funciôn es diferenciable. Sin embargo, 
ahora vamos a probar que la continuidad de las derivadas parciales nos 
permite afirmar que la funciôn es diferenciable. 


8.6 Teorema. Si todas las derivadas parciales de f existen y son continuas 
sobre un conjunto abierto S , entonces f es diferenciable sobre S\ 
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Prueba. Dam os la prueba para una funcion de R 2 en R. Sin embargo, 
el método empleado es general y con la introducciôn de una notacion 
adecuada podria adaptarse para una funcion de R" en R. 

Tomemos x = (x, y)e<f? y sea r) una vecindad de x contenida en S. 
Tomemos h = (h A , h 2 ) tal que |h[ < r . Entonces, usando el teorema del 
valor medio (teorema 7.8, pâg, 200), tenemos 

/(x + h) -/(x) = f\x 4- h !. y -h h 2 ) - f(x\ y) 

= f( x + h i, y + h 2 )—f(x, y + h 2 ) + /(*, y + h 2 )-f(x , y) 

— h i 7)j f(x -f 0 x h j, y + // 2 ) 4 h 2 D 2 f(x , y 0 2 h 2 ) 

donde 0 ( -e<O, 1 ), / = i, 2. Como Z//y Z) 2 /son continuas sobre <f, 

7>i/(a + //, y + h 2 ) = D l f{x,y) + <p l (x;h) 
y+ 0 2 h 2 ) = D 2 f(x , >') + <P 2 (x; h) 

donde lim <p f (x; h) = 0, / = 1,2. 

h -*0 

Luego, 

/(x + h)-/(x) - h x (D x f(x, y) + (p l (x; h)) + h 2 (D 2 f(x, y) + <p 2 {x; h)) 

= ( D \ /(x), D 2 f(x)) • h + <p(x; h) • h, 

donde <p(x; h) = (<pj (x; h), <p 2 (x; h)). Como Hm <p f (x; h) = 0, / — 1,2, 

h *o 

llm cp(x; h) = 0 y esto nos dice que /es diferenciable en x. 

h >o 

El reciproco de este teorema no se verifica (problema 4). 

Como las derivadas paiciales de un polinomio son ellas mismas poli- 
nomios y, por tanto, continuas en todos los puntos de R\ el teorema 8.6 
implica que los polinomios son diferenciables sobre R". Anâlogamente, 
las funciones racionales son diferenciables en todos los puntos en que estân 
definidas. 


Probiemas 

1. Determinense las derivadas parciales de / cuando 

a) /(.y, y) = x 2 y 2 + y 


b) y (.v, y) = 


xy 


x -y 


c) 

e) 


f(x, y, z) 

/(x, y) = 


x z “l - y “H 2 
x 2 + 1 


y 

arcian I - 

.Y, 


d) f(x, y, z) = sen (xy + z) 
J ) /(.y, y, z ) = x 2 z + e y: 


g) j\x, >o = % /* 2 + y 2 


h) /(.y, y, z) = z In (x + y) 
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2, Si las derivadas parciales de / y g con respecto a la A>é$ima coordenada 
existen sobre un conjunto abierto S\ demuéstrese que sobre é\ 

a) D k (f+g) = DJ+D k g 

b) D k {fg) = fD k g+gDJ 




gD k f-fD k g 


si g es distinto de cero sobre é> 


3. Si Ij es la y-ésima funcion proyeccion (/y(x) = Xj) pruébese que 

0 si k j 


D k lj = à kj donde ô kj 


1 si k — j. 


4. Demuéstrese que la funcion / definida por 


/(x, y) = ( x 2 + y 2 ) sen 


m o) = o 


i 


\ix 2 + y 


, (*, y) # ( 0 ,0) 


es diferenciable en el origen, pero no tiene derivadas parciales continuas 
en el origen. 


9. ALGUNOS EJEMPLOS 

En esta secciôn discutiremos técnicas para déterminât la diferencial, 
la derivada y las derivadas direccionales de funciones diferenciables de 
R" en R. El teorema 7.7, pâg. 199, nos dice que si / es diferenciable 
en x entonces 

9.1 DJ\x) = Df(x) • u 

donde u es un vector unitario. Si u k dénota el vector unitario con 1 como 
componente k-é sima y todas las demâs componentes iguales a cero, 
entonces 

D k f(x) = D/(x) ■ u k . 

Como D/(x) • u k es la k-é sima componente de D/(x), tenemos 

9.2 D/(x) = (D x f(x\... 9 DJ(x)). 

El vector (/^/(x), . , D n f(x)) se llama gradiente de / en x y se dénota 
por V/(x) (y se lee “nabla / en x” o “gradiente de / en x”). Hemos, pues, 
demostrado que si / es diferenciable en x, entonces la derivada de /en x es 
el gradiente de / en x. 

Como las derivadas parciales son faciles de calcular, 9.2 nos facilita 
un método convenante para determinar Ios valores de la derivada y la 
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diferencial. Luego, usando 9.1, podemos encontrar Ios valores de las 
derivadas direccionales. Dam os a continuaciôn al gu nos ejemplos para 
ilustrar estos métodos. 

Primero, una palabra acerca de la notaciôn. Al discutir las diferenciales 
es prâctica comun usar dx en iugar de h. Ademâs, si / es una funciôn 

de R 3 en R y si iv ■ /(.v, v, z), escribimos df(x\ dx) como signe: 

; w-7 /* ■ v » ( V W OIV êur\ . 

dw = xj (x) * dx = , — , — ■ (ax, dy , dz) 

\cx dy dz) 

dw dw cw 

— — dx -\ - d v i- dz . 

^ ~ *■ -, 

ox dy 62 

9.3 Ejemplo. Si/es la f unciôn de R 3 en R definida por/(x,y, z) = .v 2 y A xe z , 
determinese la diferencial de /. 


Soluciôn. El gradiente de / esta dado por 

V/(x, y, z) — (2xy + e z , a 2 , xC) . 

Como el gradiente de/es continuo sobre R 3 , el teorema 8.6 implica que / es 
diferenciable sobre R 3 . Haciendo w = /(a, y , z), tenemos 

d/(x; dx) = dw = (2xy + e~, x , xcA/dx, dy , dz) 

-v * *7 », 

= (2 x y A C ) dx A x dy A xC dz . 


9.4 Ejemplo. Determinese D u f donde f — / 


+ /, 1 2 y u — — 





Soluciôn. El gradiente de / es V/ = (2 ii + V, /,)• Como el gradiente es 
continuo,/es diferenciable sobre R 2 y, por tanto, D u / = u * V/. Por tanto, 

£>„/ = /(2. —l)'(2/,+/ 2 ,/|) = 4=(3/,+2/ 2 ). 

V ^ v ^ 

9.5 Ejemplo. Encuéntrese la direcciôn y magnitud de la razôn de cambio 
mâxima de la funciôn / = //a/, / on el punto (2, 3). 

Soluciôn. El gradiente es un vector que tienen la direcciôn y magnitud 
de la razôn de cambio mâxima de la funciôn. Como V/(x, y) — (2x Ay, x), 
A/(2. 3) = (7, 2). Asi pues, / tiene su razôn de cambio mâxima en (2, 3) 

en ia direcciôn u — —— (7, 2) y la magnitud de esta razôn de cambio 

x/53 

mâxima es 

|V/(2, 3)| = |(7, 2)| = s] 53. 
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Supongamos w = /(x), don.de/es una funciôn reaî que es diferenciable 
sobre R 3 , y supongamos que es una curva lisa en R 3 descrita por la 
ecuaciôn x = h(/), îe^. Consideremos el problema de encontrar la razôn 
de cambio de / con respecto a la distancia a lo largo de la curva Si 

hacemos .s = l(t) = ( |h'|, donde entonces s es la longitud del 


arco de # desde el punto h(/ 0 ) hasta el punto h(/). Como # es una curva 
lisa, / es una funcibn creciente y, por tanto, tiene una inversa /*. Haciendo 
g = h o /*, podemos escribir x = g (Y) y w = /(g (s)) sobre ( €. Entonces la 

dw 

razôn de cambio de / con respecto a la distancia a lo largo de la curva es —. 

d s 

Usando el teorema 6.9, pâg. 193, tenemos 

D[f g] (5) = D/(g<») • Dg(s), 


es decir, 


dw dw ôw\ dx 


dx d y ôz / ds 


Segün el teorema 7.7, pâg. 126, y 11.4', pâg. 144, 


dx __ dx dt ds dt 
ds dt ds dt ds 


donde T es el vector unitario tangente a ( €. Asî pues, la razôn de cambio de 
/ con respecto a la distancia a lo largo de *é> es la derivada direccional 

de / en la direcciôn ï : — = D r f . 

ds 


9.6 Ejemplo. Si f(x, y, z) = x 2 +y 2 +z 2 y <€ es la hélice cilindrica definida 
por 

(a% y , z) = (cos t , sen t, \t ), /e < — oo, oo), 
encuéntrese la razôn de cambio de/con respecto a la distancia a lo largo 


de la curva en el punto 0, 1, - 

V 4 


Soluciôn 1. Haciendo w — /(x, y, z), expresamos w en términos de s y 

dw 

encontramos —. Sea g(t) = (cos t , sen t, \t). Entonces 

ds 


g'(/) = (-sen t, cos /, i) 
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y 




ig'i = 

il - sen, cos, i)j = 

Jo J 

0 J 


Por tanto, sobre # 

w = cos 2 / + sen 2 î 4- \î 2 = 1 + j- t 2 = 

y la razôn de cambio de w con respecto a s es 

dw 2 
— = -s. 

ds 5 




t . 


14 -\s 


1 P 2 


TC \ TT / 5 

Como el punto I 0, 1, - corresponde a t = - y a s = — 7 c, la razôn de 


cambio de / con respecto a la distancia a lo largo de # en ( 0 , 1 , - | es —tt . 

V 4/10 

Soluciôn 2. En esta soluciôn usarnos el hecho de que la razôn de cambio 
de / con respecto a la distancia a io largo de % en x es D x /(x). En ^0, 1, -J, 


el vector umtario tangente es T = 


/ - 




1,0,- I. Entonces 
2, 


71 


71 


D j f[ 0, 1, - = v/ 0, 1, - 





Asi pues, la razôn de cambio de / respecto a la distancia a lo largo de ^ en 


A 1 7I \ 71 

0 , i, - 1 es 


V'5 


71 . 


4/ 2 V '"5 10 

La diferencial es a menudo una aproximaciôn prâctica y muy exacta 
de un incremento tproblemas 8-10). Haciendo À/(x; b) — /(x + h)— /(x), 
tenemos, si f es diferenciable en x, 


A/ (x ; h) = d /(x ; h) 4 - h . cp (x ; h) donde lim <p(x ; h) = 0. 

h 0 


Asi pues, si la longitud de h es “pequena'\ df(x; h) es aproximadamente 
igual al incremento A/(x; h). Mâs adelante, en la secciôn 11, podremos 
establecei cotas para el error que se comete en este tipo de aproximaciones. 
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Problemas 

1. Determinese el gradiente de/cuando 

a) f = /i 2 + / 2 2 + i 3 2 b) /'(x, y, z) — ~—- 

x + z 

c) f = /, 2 ï 2 / 3 2 à) /(x, y) = ^ 

e) /(x, y) = é> x cos (x+v) /) /(x. >\ z) = ln (x 2 + .y 2 + z 2 ). 

2. Si = /(x), encuéntrese dw = df(x; dx) cuando 

a) /(x) = /(x, y) = xV+3y 

b) /(x) = /(x, y) = arctan - 

X 

c) /(x) = /(x, y, z) = J x 2 + y 2 +z 2 

d) /(x) = /(x, y, z) = z cos 2 (x +y) • 


3. Determinese D u f cuando 


a) /(x, y) = 


x 2 + y 


x — V 


b) f = / 2 2 -/. 3 / 


3 » 


<•') /(X, y, z) = 


xy 


U 


V 


10 
i 


( — 3, î) 


u = 


3 v 5 


(5, -2,4) 


1 


u 


\ 


/ 3 


(1, U 0 


d ) /(x, >\ z, 0 


x -f j; 4- z - l 
x -h z 


u = 


V 


10 


(2, -L2, i) 


4. Encuéntrese la razôn de cambio mâxima de las siguientes funciones 
en los puntos que en cada caso se indican: 

a) /= I l l 2 2 + I l 2 I 3 : (3, 1,2) 

b) f = (l v -2,0) 

ll+h 

c) /(x, y, z) = v / x 2 + y 2 + z 2 ; (3,4, -3) 

d ) / (x, y, z, /) = xz + y 2 / ; (1,0, - 3, 2). 

5, Supongamos que m — /(x, _y. z) y x — ^(f). v = g 2 { O- - = # 3 (0- 
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Entonces w — g 2 (/), g 3 (t)) = F(f). Demuéstrese que bajo apro- 

piadas condiciones 

clw Civ dx civ dv cw dz 

— — —~ _|_ — —i- _j_ — — 

dt dx dt a y dt dz dt 


dw du ; t f . , 

y expresense — y -— en noiacion funcional. 

dt dx 


6. Si w = xy 2j rz 2 y x = cos t, y = e\ z = t 2 , delerminese — usando 

dt 

la formula del problema 5 y también expresando m; en términos de t y 
diferenciando a continuaciôn. 


7. Si /(x, y) 


x 2 y 
x 2 + v 2 


determinense <//((!, 2);(±,±)) y A/((l,2);(£,£)). 


8. Un tanque cilindrico de hierro tiene 6 pies de altura y un diâmetro 
exterior de 2 pies. Si la tapa y la parte inferior del tanque tienen 4 pulgada 
de grosor y las paredes | de pulgada, üsese la diferencial para calcular en 
forma aproximada el peso del tanque si el peso del hierro es de 450 libras 
por pie cübico. 

9. El resultado de medir una habitaciôn nos indica que sus dimensiones 
son 12 x 16x8 pies. Sabemos que el error cometido en cada una de ellas 
es menor de 1 pulgada. Calcülese aproximadamente el mâximo error posible 
que ese comete al aceptar como volumen de la habitaciôn el anterior 
producto. 

10. El voltaje E en una resistencia R y la corriente / que pasa por R 

E 

estân relacionados de acuerdo con la ley de Ohm: / = —. Si se sabe que 

R 

la resistencia R es de 100 000 ohms ±2% y E es igual a 150 volts con una 
variaciôn posible de 5 volts, calcülese en forma aproximada cuâl es el 
mâximo error posible que se comete al calcular / tomando R igual a 
100 000 ohms y E igual a 150 volts. 


10. DERIVADAS PARC1ALES DE ORDEN SUPERIOR 

Como la derivada parcial D k f de una funciôn / de R” en R es asimismo 
una funciôn de R" en R, podemos tomar derivadas parciales de D k f. La 
derivada parcial de D k f con respecto a la coordenada y-ésima es Dj(D k f). 
Esta se denotarâ por D jk f. La funciôn D j k f se Ilama derivada parcial 
segunda de /. Es claro que podemos seguir tomando derivadas parciales 
y obtener derivadas parciales de / de ôrdenes mas altos. 
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En nuestra notaciôn para derivadas parciales, si hacemos 

W = /(*) = /(x,, ...,x n ), 


entonces 



-2 

O w 


üXj dx k 


10.1 Ejemplo. Si / esta definida por /‘(x, y) = x 2 + 3xy , encuéntrense las 
derivadas parciales de segundo orden de /. 


Soluciôn. Sea z = /(x, y). Entonces 


oz 


ox 


= D i /(x, y) = 2 x + 3 y , 


<7Z 




^2 

6? Z 
o 2 

G’X 


= D lA j\x, y) = 2, 


g 2 z 

à? 


-N 2 

(7 Z 


(3x 


Dz.i fix, y) = 3 . 


^2 
(7 Z 


CX V 


£> 2 /(x, n = 3x 

^2,2 fOi y) = o 

D,, 2 f(x, y) = 3. 


Notese que en este ejemplo D 2 , / = D U2 /. Demostraremos que esta 
igualdad de las derivadas parciales mixtas se verifica en una gran clase de 
funciones. 

Antes de dar un teorema sobre la igualdad de las derivadas parciales 
mixtas de una funciôn de R 2 en R, probaremos un lema que usamos en la 
demostracion de tal teorema. 


10.2 Lema. Si D 2 , / existe en el interior y en la frontera ciel rectângulo 01 
con vértices (x 0 , y 0 ), (x 0 -h /?, y 0 ), (x 0 + /?, y 0 + k), (x 0 , y 0 + k), entonces 

[f{x 0 + /?, y 0 + k) -f(x 0 + A, y 0 )] 

-[f(xo>yo + k )-f(xo*yo)] = hkD 2 t A f(x,y) 

para algün punto (x, y) en 0t. 

Prueba. Sea 

9(x) = /(x, >> 0 + k)-f(x, y 0 ). 


Entonces 


9 '(x) = D l /(x, + k) - D ! /(x, >v). 
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Como Z),/ existe sobre g' existe sobre [x 0 , x 0 4-/i] ([x 0 + /?, x 0 ) si h < 0). 
Usando el teorema del valor medio tenemos 

L/(Ao + A, >b + k ) ~ /(*vo + A, v 0 )] — lf{x 0 , v 0 4- k ) — /(x 0 , >o)] 

= 9 ( v o + A) — </ ( A'o ) 

= A#'(x) 

= h [D i /(a, y 0 4- A') - Dj /(.v, y 0 )] 

para algün a entre x 0 y x 0 + h. Entonces, aplicando el teorema del valor 
medio a la funciôn D x f, 

[./(A'o + A, y 0 4- k)—J(x 0 4- A, v 0 )] — L/(-V 0 , >'o + A) — ./( a 0 , y 0 )] 

= h[Dy /(x, v 0 + k) - D, /(.v, >’o)] 

= hkü 2A /(x, v) 

para algün j’ entre >’ 0 y yq 4 k . Lo que compléta la prueba del le ma. 

Enunciamos y probamos ahora el teorema sobre la igualdad de las 
derivadas parciales mixtas de una funciôn de R 2 en R. 

10.3 Teorema. Si D 2] f y D 2 f existen en una vecindaci ff (x 0 ; r) de 
x 0 = (x 0 , y 0 ) y D 2 ] f es continua en x 0 , entonces D { 2 f existe en x 0 y 

A. 2 /K) = D 2.\/Xo)- 


Prueba. Por definiciôn 


Z), , /(x 0 ) = Mm 


, D 2 J (x 0 4- lu y o ) 0 2 J ( A'o ’ >'o ) 


h-* O 


= lim lim 

h - 0 k ■-» 0 


[/Uo + /i - 3 ? o + k )-,/'(-v 0 + lu y 0 )] - [,/'(a-q , y 0 4- k)~f{x 0 , y 0 )] 

hk 


si este limite iterado existe. Como Z) 2 / existe en Sf (x 0 ; r), cuando 0 < \h\ < r 


,, [ / (x 0 4- /i, v 0 4- k ) — / (x Q 4- lu Vo)] ” [./ ( a 0 - >o 4- k ) / (a-q , y0)2 

lim-——-— - 


k -♦ 0 


hk 


existe. Llamemos a este limite g (h). Ahora demostraremos que lim g(h) 

h -*0 

existe y es i g n a 1 a D 2 { /'( x 0 ). Tomemos e > 0. Como D lx ft s continua 
en x 0 , existe un â > 0 tal que ô ^ r y 

|D 2i i f '(x)— Z> 2 . 1 /(x 0 )| siempre que|x — x 0 | <ô. 


Tomemos h tal que 0 < \h\ < à. Entonces tomemos 


k ^ 0 tal que C h 1 + k 2 
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y 

g (h) 


lf(x 0 + h, y 0 + k)-f(x 0 + h , F 0 )] - [/(x 0 , y 0 + k)-f ( x 0 , >•»)] 

hk 


< 


£ 



Para h y k taies, el lema 10.2 implica que existe un punto x en el rectângulo 
con vértices (x 0 ,j 0 ), (x 0 + h, f 0 ), (x 0 + h, y 0 + k), (x 0 ,y 0 + k) tal que 


[/(*o + h, j'p + k)—f(x 0 + h, Jq)]- [/(xQ, Vq + k)-f(x 0 , >- 0 ) j 

hk 

Nôtese que este punto x esta en £f(x 0 \ <i>). Tenemos 


D 2 i 1 /(x). 


\g(h)-D 2ti f(x 0 )\ 

if(x 0 + h, y 0 + k)—f(x 0 + h, >' 0 )] - [/(*o , y 0 + k)~f(x 0 , >’„)] 




g (h) 


hk 


+ |£ 2 .i/(x)-D 2i1 /(x 0 )| 
e e 

< — ~b — = £ . 

2 2 

Lo que nos muestra que lim g(h) = D 2>l f(x 0 ) y compléta la prueba. 

h -*■ 0 

El teorema 10.3 puede aplicarse a derivadas parciales mixtas de orden 
mayor que dos. Pasamos ahora, antes de dar algunos ejemplos, a définir 
un nuevo concept o. 

10.4 Définition. Se dice que una funciôn f pertenece a la clase C n sobre un 
conjunto abierto S, lo que escribiremos : f e C n sobre 6% si îodas las derivadas 
parciales de orden n de f son continuas sobre S. 

Supongamos que/eC 3 sobre algün conjunto abierto S de R 2 . Demostra- 
remos que D 22A f = D x 2i2 /sobre ë. Como todas las derivadas parciales 
de tercer orden de/son continuas sobre S\ todas las derivadas parciales de 
orden mas bajo de/existen y son continuas sobre ê (teoremas 8 . 6 , pâg. 205, 
y 6.5, pâg. 190). Por tanto, aplicando el teorema 10.3 a /, tenemos 
/) 2 ,i/= D x 2 / sobre S y por tanto 

£ 2 , 2 , 1 /= £> 2 , 1 . 2 / sobre &. 

Aplicando el teorema 10.3 a D 2 /tenemos 

^ 2 , 1 , 2 / = ^ 2,1 (^ 2 /) ” ^ 1 , 2 (^ 2 ./) “ b)\ 2 2 / sobre S . 

Por tanto, £>2,2,1/ = D u2 2 f sobre 6\ 
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Si hacemos r = f(x, v), entonces podemos escribir esto en la forma 

")3 _ p; 3 _ ^3 _ '-' 3 .. 

(•' z O Z V Z V Z 

o y 2 ex P y v y ôx ôxdyôy <x P y 2 


El teorema 10.3 puede también aplicarse a derivadas pareiales de 
funciones definidas en R 3 o, en general, en R". Por ejemplo, si feC 2 sobre un 
conjunto abierto S en R 3 , entonces podemos demostrar que 2 / = D 2A f 
sobre S\ Para cualquier punto (.v, v, z 0 ) en S\ sea g(x, y) - f(\\ y, z 0 ). 
Entonces 


D,.2.f ( X , >’• Z 0 ) 


, 20 (*>y) = l> 2A g(x,y) = D 2i1 /(.v. y. 


Por tanto, D x 2 / — Z) 2 , i f sobre 6. 

En general, si /eC" sobre un conjunto abierto podemos decir que 
cualesquier dos derivadas pareiales de orden n o menor, con los mismos 
subindices, son i guales en S a un que el orden en que los subindices aparecen 
sea diferente. 

El hecho de que las derivadas pareiales mixtas de una funciôn no son 
siempre iguales se demuestran en el siguiente ejemplo. 


10.5 Ejemplo. Encuéntrense D 1A f\0 , 0) y D l 2 f( 0, 0) cuando 


2 __ ,2 

/ (x, y) = xy ~~ , (.y, y) ^ (0, 0) 

X + V 


/(O, 0 ) = 0 


SOLUCIÔN. 


n ,, , 2x(x 2 + y 2 ) — 2x(x 2 — y 2 ) , x 2 - y 2 

DJ(x, y> = xy - — -—- + y —- ? 

(x: +y ) x +v 


E 4 + y y—y , (x, y) ^ (ü, 0) 

(x- + y 2 ) 2 x + y 2 


ri //A n , „ /(/), 0 )-/ ( 0 , 0 ) 

D x j (0, 0) = nm-—- = lim 0 = 0 

h -> o h h -» o 


„ ,, 4 ~2y (x 2 + y 2 ) —2 y (x 2 — y 2 ) x 2 - y 2 

D 2 /{x, y) = xy - 2 2 - + x -j—- 

(x -yy ) x +y 


— 4x 3 y 2 x 2 -y 2 
(x 2 +y 2 ) 2 + X x 2 + y 2 ’ 


(x, y) ^ (0, 0) 
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D 2 / (O, 0) 


û.,2/(0, 0) 

£>2.,/(Ü, 0) 


Üm 

/ t -+0 


/•(O, /?) —/ 0 (, 0 ) 
h 


üm 0 = 0 

h^o 


ljm fl 2 /( < » , 0 H fl 2 /(0, 0) = üm h 


/?-+o 


h 


h-* O 


h 


üm 

/ j ->0 


D^AQ, h)-D x /(0, 0) 
h 


üm-= - i . 

h-* o h 


Asî pues, en este ejemplo D 1>2 /(0, 0) ^ D 2 ^ f(0, 0). 

Problemas 

1. Determînense todas las derivadas parciales de segundo orden de / 
cuando 


a) f(x, y 

\ 2 i -vv 

) = xv +e ■ 

b) f(x, y, 2 ) = v V 

O f(x, y 

) = tan l 

d) f = exp o(/, 2 1 2 ). 


x 


2. Encuéntrense los valores de las derivadas parciales de segundo 
orden de / en los puntos que se indican: 

a) f(x, y) = x 1 y 3 + x 3 y, (-3,2) 

b) f = ln ,(/, 2 + / 2 2 + / 3 2 ); ( — 2, n /3, 2) 

x 2 y 

c) f (x, y, z) = ——; (A 3, -I). 

y z 

3. Determînense todas las derivadas parciales de tercer orden de / 
cuando 

a) f(x,y) = cos.ry b) f(x, y, z) = x 3 z + yz. 

, 1 

4. Si /(x, A = x sen - para x ^ 0 y /(0, y) = 0, determînense 

JC 

D 2 , i /(O, 0) y Z) j 2 /(0, 0). ^Es continua D 2A f en (0, 0) ? 


11. EL TEOREMA DE TAYLOR 

En esta seccion extendemos el teorema de Taylor a funciones reales de 
un vector. Se obtiene fâcilmente esta extension partiendo del teorema 
de Taylor para funciones reales de una variable real. 
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El teorema de Taylor para funciones de R en R dice: si f tiene derivadas 
continuas hast a la de orden n+ 1 sobre el intervalo J y A' 0 e/, enfonces para 
cualquier x en Jb distinta de x {) 


/(*) 


n 


= I 

A = 0 



x 0 ) k + R 


n 


donde 



f {n+ 1 ) (ç) 

( n T 1 ) ! 


(*-* 0 r + 


para algûn c entre a 0 y x. El simbolo / (0) que anteriormente aparece 
dénota a f. es decir, / (0) = /. Este teorema da una expresiôn (la de R n ) 
del error cometido al aproximarnos a la funciôn f por el polinomio 


n 


I 

A = 0 



C-x „)* 


en el intervalo 

Sea ahora f una funciôn de R 2 en R y sean x 0 y x dos puntos en el 
dominio de /. Si nos limitamos a la consideraciôn de los valores de la 
funciôn sobre el segmento rectilineo [x 0 , x], entonces podemos considérai' / 
como una funciôn de una sola variable real; nos basta définir g por la régla 

, 9(f) = /(Xq + /(x-x 0 )) donde te[ 0, 1]. 

Aplicando luego el teorema de Taylor a g sobre el intervalo [0, 1] (si es 
que puede hacerse), obtenemos 


11.1 


" a (/ °(0) 

yW = I + R, 

k = 0 kl 


donde 



y ln "\0) 

( n + 1 ) ! 


para algûn 1). 


Esto darâ lugar a la formula de Taylor para / cuando reemplacemos g y 
sus derivadas por las expresiones apropiadas en/y sus derivadas parciales. 

Investigamos ahora qué condiciones son las que debe exigirse que 
cumpla /'para que pueda obtenerse 11.1. La expresiôn 11.1 es valida si g 
tiene derivadas continuas hasta de orden n+ 1 sobre [0, 1]. Debemos, pues, 
encontrar la relaciôn existente entre las derivadas de g y las derivadas 
parciales de /. Sea x —x 0 = h = (// .. h : ). Entonces, g(t) = /(x 0 + fh). 
Usando la régla de la cadena (6.9. pâg. 193), obtenemos 

g'(t) = D/'(x 0 + / h) * h = h Y D } f(x 0 + th) + h 2 D 2 f(x 0 + th) 
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V 

*/ 

g"U) = A,/),[/;, D 1 /(x 0 + fh)+/7 2 D 2 /(x 0 + /h)] 

+ h 2 D 2 [h, D, f(x 0 + th) + h 2 D 2 /(x 0 + / h)] 
= /; , 2 D, ,/(x 0 + fh) + /f, A 2 D t 2 f(x 0 + th) 

+ M'i O 2il /(x 0 + /h) + /; 2 2 £> 2 , 2 /(x 0 + /h). 

Asi pues, si feC 2 sobre un conjunto abierto £ que contiene el segmento 
[x 0 , x 0 + h], entonces g tendra derivadas continuas hasta de orden 2 
sobre [0, 1]. Ademâs, si feC 2 sobre 6, entonces D u2 f = ^ 2 ,i/ s °b re 
[x 0 , x 0 + h] y, por tanto 

g"{t) = h 2 /J>, , /(x 0 + /h) + 2/?, h 2 D ,, 2 /(x„ +1 h) + /; 2 2 D 2 . 2 /(x 0 + ?h). 

En general, si suponemos que feC n+] sobre un conjunto abierto 
que contiene el segmento [x 0 , x () + h], entonces, para k = 1, ..., w + !, g {k) es 
continua sobre [0, I] y 


11.2 



k 


I 

i - 0 



D 2 ‘ J {*0 + th) 


donde 



es el coeiiciente del binomio, es decir. 



k\ 


/1 ( k— / ) ! 


r - ' 

t 


segundo miembro de 11.2 es anâlogo a una expresiôn en el teorema del 
binomio y la prueba de 11.2 por inducciôn matemâtica es paralela a la 
del teorema del binomio. Con el teorema del binomio en mente, es naturai 
escribir 11.2 de la siguiente forma 


11.3 -=[/;,/>,+ h 2 D 2 ] k f(x 0 + th), k = I__ n+\ . 


Si hacemos [/j, D, +h 2 D 2 Ÿ /(x 0 + rh) = /(x 0 + rh), entonces 11.3 se verifica 
para k = 0,i. 

Damos ahora el teorema de Taylor para funciones de R 2 en R. 


11.4 Teorema. (Teorema de Taylor. ) Si f es una funciôn de R 2 en R que 
pertenece a la clase C" +1 sobre un conjunto abierto â y si x 0 eS\ entonces 
para cualquier xeS\ distinto de x () , tai que [x () , x] c= d; 

11.5 /(X) = i 2-[(.ï-.v 0 )D 1 +0<-y ( ,)/J 2 ]V(Xo)+«. 

k = O k ! 

donde 

= -[(-x — a 0 )/J>i +(y— V’o )D?] n l / (c) para alqun ce(x 0 . x). 

(/? + 1 ) ! 


Prufba. Sea g(t) = /(x 0 + t(x — x 0 )), /e[0,1]. Entonces, para k : = 1./? + I 

= [(,v — .v 0 ) D , +(>’-Jb)r , 2 r /(x 0 +/(x-x 0 )). 
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Asi pues, g tiene derivadas continuas hasta de orden w + 1 sobre [0, 1] y 
el teorema de Taylor aplicado a g sobre [0, 1] nos da 


g( 1) 


ft 


I 

k= o 



+ R n 


donde R n = 


j in+u (0) 

- para cierto 0e( 0, 1). 

(n -fl)! 


Tenemos, por tanto, 


/(x) 


t ~ [(x-x 0 )D, + (y~y 0 )D 2 ]\/(x 0 ) + R„ 
k = o k ! 


donde 



[(-v — x 0 )D t +(V — v' 0 )£>,j" + 1 /'(c) para algün ee<x 0 ,x>. 

(n+l): 


Lo que compléta la prueba. 

La formula 11.5 en el teorema de Taylor se llama formula de Taylor 
en x 0 y al término R n se le llama el residuo . Si hacemos n = 1 en la formula 
de Taylor obtenemos una formula para la aproximaciôn por diferenciales: 

/(x) -/(x 0 ) = (.Y - ,v 0 ) D , /(x 0 ) + (y - y 0 ) D 2 f(x 0 )+R l 
= (x x 0 ) • \J\x 0 ) + R i 
= <y/'(x 0 ; x-x 0 )+Æ, 

donde 

iL( V- A- 0 ) 2 D [ A /( c) + 2(A--.Vq) (V - D , _ 2 /(c) + (>- -y 0 ) 2 /) 2 , 2 /(c)] 
para cierto ce(x 0 , x). 

AT>n7. Obsérvese que si introducimos la expresion simbôlica 

(x - -Y 0 ) D , + ( v - v 0 ) /) 2 = (x - x 0 ) * D 
entonces el teorema de Taylor toma la forma 

f(x) = X — [(x-x 0 )-D]V(x 0 ) + K„ 

a = o A: ! 

donde 

R„ = -!-[(x —x 0 )•!>]" +l /(c) para algün ce<x 0 ,x>. 

(»»+!)! 


El teorema de Taylor para funciones de R" en R puede escribirse en 
esta misma forma pero la prueba séria mas complicada. 
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11.6 Ejemplo. Desarrôllese la fôimula de Taylor en x 0 = (0,0) y con 
n = 3 para la funcion / definida por f(x,y) = e*cosT- 

Soluciôn. Las derivadas parciales de / hasta el orden cuatro son: 

f(x, y) = e x cos y, D 2 f{x,y) = - e x sen y 
D\.i J'(x,y) = e x cos y, D l 2 f(x, y) = -e x sen y,D 22 f(x,y) = ~e x cos y 
Oi,u/(iji = e x cos y, D t . 1 > 2 /(x, y) = -e x seny, 
d \, 2 , 2 f(x,y) = e x cos y, D 2)2 2 j\x,y) = e x sen y, 

D 1 , 1 , 1 . 1 /(-V, y) = cos V, , ,2 f(x, y) = -e x sen y, 

D \,i, 2 . 2 f(x, y) = -<? A cos y, D U 2 2 2 f(x, y) =e x sen y, 

D 2 , 2 . 2 , 2 /(*, y) = c v cos y. 

Asi pues, f eC 4 en R 2 y, por tanto, para cualquier punto (x, y)eR 2 , 

f(x,y) = [XD, +yD 2 Ÿf(0,Q) + [xD l +yD 2 ]f( 0,0) + —[xD^yD.fa 0,0) 

2 ! 

+ T[*D,+jrD 2 ] 3 /( 0 ,0) + /?3 

3 » 

= /(0, 0) + xDJ( 0 , 0) + yD 2 /(0, 0) 

+ j[x 2 D,,,/(0, 0) + 2xyD, 2 /(0, 0) + y 2 D 2 > 2 /(0, 0)] 

+ in 3 01 .,, 1 /(0 , 0 ) + 3X 2 y/>,,, f 2 /( 0 , 0 ) + 3xy 2 D ,, 2 , 2 /( 0 , 0 ) 

+ .v 3 f 2 , 2 , 2 /( 0 , 0 )] + /? 3 

= 1 + x + -j(x* — y 2 ) + i(x 3 — 3xy 2 ) + R 3 
donde = 77 L xD i +yD 2 ÿf(c ,, c 2 ) 

para un cierto (c,, c 2 )e<( 0 , 0 ), (x,y)>. 

Problemas 

1. Escribase la formula de Taylor en los siguientes casos, especificando 
para qué puntos (x, y) tiene validez. 

a) /(x, y) = x 2 -3xy + 4y\ x 0 = (0,0), n = 2 

b) f{x, y) = x 2 —3xy + 4y 2 , x 0 = (2, -3), n = 2 
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c) /(.v, y) = 2.v 4 — 5 y 3 + 2xy 2 .. x 0 = (0.0), n = 2 

c/) /(.y, v) = 2.y 4 -5v 3 + 2.yv 2 , x 0 = (0,0), n = 4 

c) /(.y, v) = r 2 ln .y, x 0 = ( 1.0), n = 4 
/) /(.y, y) = cos .y cos r. x 0 = (0, 0), n = 6 
cj) /(.y. y) — cos ,yv. x 0 = (0, 0). n — 6 
//) /(.y, y) = c vv sen v, x 0 = (0, 0), n — 3 

/) /(.Y, v) = x -Y 3 r\ x () = (1. 3), /? = 3. 

2. Pruébese 1 1.2 por inducciôn matemâtica. 

3. Determinense los siguientes limites: 


a) 


im 


sen xv 


( .v. y )—*■((>, O > r 



tan x v 
11 m -- 

( .v . y ) —* ( O .Ol V 


C) 


1 i m 

I -r, y ) ( 0 


,-V V 


I 


0 ) A 


12. PLANO TANGENTE A UNA SUPERFICIE 


En este capitulo hem os estado usando el término superficie sin haber 
expresado en forma précisa qué es lo que entendemos por tal cosa. Llamamos 
superficie a la grâfica de una funcion / de R 2 en R. Este es un conjunto 
de la forma 


12.1 



C) - = /(-Y. V) 


5 



Y 


FIGURA 16 
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Llamamos también “superficies de nivel'y al diseutir la representaciôn de 
una funcion F de R 3 en R, a conjuntos de la forma 

12.2 {(x, y, z ) | F(x, y, z) = c}. 

Los conjuntos de la forma 12.1 o 12.2 que encontramos tienen una 
propiedad comün que podemos describir diciendo que un punto puede 
moverse en el conjunto con dos grados de übertad. Dejamos por el momento 
la nociôn de superficie en este vago estado. Aunque seremos un poco mâs 
précises sobre este punto en el prôximo capîtulo, una descripciôn compléta 
del concepto es bastante complicada y se encontraria aqui fuera de lugar. 

Es claro que cualquier conjunto de la forma 12.1 puede escribirse en la 
forma 12.2; simplemente, haciendo F(x, y, z) = f(x, y) — z. Bajo ciertas 
circunstancias (que discutiremos en la prôxima secciôn) un conjunto de la 
forma 12.2 puede escribirse en la forma 12.1 

Sea F una funcion de R 3 en R que es diferenciable sobre un conjunto 
abierto i y sea AF la superficie 

= {(.V, y, z)eâ j F(x, y, z) = c}. 

Sea x 0 = (x 0 ,y 0 ,z 0 ) un punto sobre AF y sea 

x = g(f), te (a, b > 

la ecuaciôn de una curva ^ sobre AA que pasa por x 0 (figura 16). Como x 0 
esta sobre x 0 = g(/ 0 ) para un cierto t 0 e(a, b ). Y como c £ se encuentra 
sobre Sf, 

F(g(t j) = c para todo te {a, b}. 

Si suponemos que g es diferenciable sobre 6 ), entonces, de acuerdo con 
el teorema 6.9 (pâg. 193), F o g es diferenciable sobre b ) y 

\F(g(t)) • g '(t) = 0 para todo te (a, b}. 

En particular, cuando / = t 0 

12.3 VF(g(f 0 ))-g'(/ 0 ) = 0. 

Segün la ecuaciôn 12.3 vemos que en x 0 el gradiente de F es ortogonal al 
vector tangente a cualquier curva x = g (t) que se encuentre sobre !a super¬ 
ficie SF y pase por x 0 . A si, pues , si VF(x 0 ) 9 0, las tangentes de todas las 
curvas sobre AF en el punto x 0 se encuentran sobre un mismo piano. 

Si VF(xq) F 0, definimos como piano tangente a la superficie 

y = {(x, y , z) j F(x, y, z ) = c} 

en el punto x 0 al piano que pasa por x 0 y tiene como normal a VF(x 0 ). 
Asi pues, el piano tangente a SF en x 0 tiene la ecuaciôn 

(x - x 0 ) • V F(x 0 ) = 0 


12.4 
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o, en otra notaciôn, 

x cF x cF 

(A A' q ) — -F {}' ~.V 0 ) - + ( 

( x cy 

donde las derivadas parciales son evaluadas en el punto (.v 0 , y 0 , z 0 ). Si 
VF(x 0 ) — 0. entonees -9* no tiene piano tangente en x 0 . 

12.5 Ejemplo. Determinese una ecuaciôn del piano tangente a la super¬ 
ficie -y 7 de la ecuaciôn 

2 2 

*2 2 __ [ 

4 3 

en el pumo (2, 3, — v 3). 

Sol UC-ion. La superficie ff se llama hiperboloide de una hoja (figura 17). 

2 


y 


73 ) 

FIGURA 17 

■? ■> 

X ~ x" 7 

Haciendo f (x, v, z) = — H- 2 “, tenemos 

4 3 

V F (x, v, z) = (4x,iv, — 2z) 

y 

VF(2, 3, — N /3) = (1,2,273). 

Por tanto, una ecuaciôn del piano tangente es 

( I, 2, 2 n /'3)- [(.x, y, z)-(2, 3, - N / 3 )] = 0 

o bien 

x -F- 2 y 4- 2 yj 3 z — 2 — 0. 
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Sea una superficie dada en la forma: 

y = {(-V, y. z) | z = /(x, y), (x, y)e<f 

donde f es diferenciable sobre el conjunto abierto S de R 2 . Haciendo 
n*, y. z) = f(x, y) — z, podemos escribir en la forma: 

P = {(x, y, z) | F(x, y, z) = 0} 

donde F es diferenciable sobre el conjunto abierto {(x, y, z) (x, y)£&, zeR}. 
Asi pues, si VF(x 0 ) # 0, una ecuaciôn del piano tangente a y en 
x 0 = (x 0 , y 0 , z 0 ) es 

(x-x 0 ) • VF(x 0 ) = 0. 


Escribiendo esto en términos de /, obtenemos 

12.6 (x -x 0 )D l f(x 0 , j 0 ) + (y-y 0 ) D 2 /(x 0 , y 0 ) - (z - z 0 ) = 0 

como una ecuaciôn del piano tangente a en (x 0 , y 0 , z 0 ). La ecuaciôn 12 .6 
puede también escribirse en la forma 


üz . .oz , „ 

(x-x 0 )— + (y-y 0 )- - (z-z 0 ) = 0 

ex dy 

donde las derivadas parciales estân evaluadas en el punto (x 0 ».Vo)* Como 
VF(x 0 ,y 0 ,z 0 ) = (Dif{x 0 , y 0 ), D 2 f(x 0 , y 0 ), -1), el gradiente de F no 
puede ser cero y, por tanto, existe un piano tangente en todo punto de . 


12.7 Ejemplo. Determinese el piano tangente en el punto (1,2,6) a la 
superficie de ecuaciôn z = 2 x 2 +y 2 . 



Soluciôn. La superficie ,9 p se llama paraboloide eliptico (figura 18). 
Haciendo f(x, y) — 2x 2 +y 2 , tenemos 

D \ftx,ÿ) ■•= 4.x-, D 2 f(x,y) = 2 y 


y 


— 4, 


D 2 f(U2) = 4. 
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Por tanto, una ecuacién del piano tangente es 

4(.v— 1 ) + 4( V“2) —(z — 6) = 0 

o bien 

4 a* -F 4 y — z — 6 — 0. 

De la ecuacion 12.6 puede deducirse una interpretaciôn geométrica de 
la diferencial. Sean (x 0 , y 0 ) = x y (a*, y) = x. Entonces z 0 = /(x 0 ) y la 
ecuacion 12.6 puede escribirse en la forma 

- = /(x 0 ) + V/(x 0 ) * (x-x 0 ) 

= /(x 0 ) + df (\ 0 : x x 0 ). 

Asi pues, cuando nos aproximamos al incremento A/(x 0 ;x — x 0 ) por la 
diferencial r//‘(x 0 ; x-x 0 ) para un |x — x 0 | pequeno, nos estamos aproxi- 
mando a la superficie por su piano tangente en la vecindad de x 0 (figura 19). 



d/(x 0 ;x-x 0 ) 


Probïemas 

1. Dibüjese la superficie dada y encuéntrese el piano tangente a la 
superficie en elipunto dado: 

a ) estera : x 2 + y 2 + z 2 = 16, (2, 3, N /3) 

A' 2 9 2 - 

b) hiperboloide de dos hojas :-h y“ —z = — 1, ( — 2, 3, ^/ll) 


c) 



cilindro eliptico recto : 4x 2 + 9y 2 = 36, 

'y -y -y J 

cono circulai* recto : x + — z = 0, (1, 2, yj5). 
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2. Dibüjese el cono eiiptico recto de ecuaciôn 4 x 2 —y 2 + z 2 = 0. ^Tiene 
este cono un piano tangente en su vértice (0, 0, 0) ? 

3. Dibüjese la superficie dada y encuéntrese el piano tangente a la 
superficie en el punto dado, 

à) piano: z — x+y , (1, 1,2) 

b) hemisferio : z = — x /9 — x 2 — y 2 , (2, 1, —2) 

2 2 

c) paraboloide hiperbôlico : z = —— (2, 3, 0) 

d) z = x 2 y 2 , (1, 2, 4). 

13. EL TEOREMA DE LA FUNCIÔN IMPLICITA 

En la secciôn precedente considerâbamos superficie de la forma 

13.1 {(x, y, z) | z = /(x, y)} 

y 

13.2 {(x, y ,z) | F(x, y, z) = 0}. 

Mientras que es claro que una superficie que se da en la forma 13.1 puede 
también representarse en la forma 13.2, la reciproca no es generalmente 
cierta. Es decir, no toda superficie de la forma 13.2 es la grâfica de una 
funciôn de R 2 en R. Una superficie no puede ser la grâfica de una funciôn 
de R 2 en R si tiene mas de una intersecciôn con una recta perpendicular 
al piano XY. 


FIGURA 20 

Por ejemplo, la esfera 

Sf = {(x, y, z) | x 2 +y 2 +z 2 — 4 - 0} 

no es la grâfica de una funciôn de R 2 en R, ya que para cualquier punto (x, y) 
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en el disco 5^((0, 0) ; 2), la recta que pasa por {x, y) perpendicular al piano XY 
intersecta a la estera en dos puntos (figura 20). 

Si resolvemos la eeuaciôn x 2 +y 2 j rz 2 — 4 = 0 para z, obtenemos 

z — ± J4 — x 2 —y 2 . Si /j y f 2 son las funciones definidas por las réglas 

fi(x, y) = J 4 -x 2 -y 2 
fi(x, y) = -^4-x 2 -y 2 , 

vemos que la estera es la union de las grâficas de estas dos funciones, 
es decir, 

& = {(*, y, 2 ) | z = fi (x, j)} u {(x, y,z)\z = f 2 (x, j)}. 

La grâfica de es el hemisferio superior y la grâfica de f 2 es el hemisferio 
inferior. En este caso decimos que las funciones /, y f 2 estân definidas 
implicitamente por la eeuaciôn x 2 +y 2 + z 2 — 4 — 0. 

En general, decimos que una funciôn / estâ definida implicitamente 
por la eeuaciôn 

F(x , y, z) = 0 

si, para todo (x,y)e@ f , 

F(x, y 9 /(x, y)) = 0. 

Podemos escribir esto en términos de conjuntos como sigue: / estâ definido 
implicitamente por la eeuaciôn F(x, y, z) — 0 si 

{(x, y, z) | 2 = /(x, y), (x, y)eQ f ) <= {(x, z) | F(x, z) = 0}. 

Volviendo a una consideraciôn de la estera 

= { (x, y, z) | x 2 +y 2 + z 2 —4 = 0}, 

tomemos un punto (x 0 ,y 0 ,z 0 ) sobre el hemisferio superior (z 0 > 0). Entonces, 
para una vecindad suficientemente pequena Jf de (x 0 , y 0 ) en el piano 
XY, la eeuaciôn de la estera define implicitamente una funciôn continua 
unica de dominio^ y que contiene (x 0 ,y 0 ,z 0 ) en su grâfica (figura 21). 
Esta es la funciôn/con dominio JY y régla de correspondencia 

f(x, y) = V4 —x 2 —>> 2 . 

Si ( x 0 ,y 0 ,z 0 ) es un punto del hemisferio inferior (z 0 < 0), entonces el 
mismo resultado se obtiene con f dado por la régla de correspondencia 

/(x, y) = -J 4 -X 2 -y 2 . 

Sin embargo, si tomamos un punto (x a , y 0 , z 0 ) sobre la estera con z 0 = 0, 
digamos el (0, 2, 0), entonces no es posible encontrar una vecindad de (0, 2) 
en el piano XY para la que haya una funciôn implicita unica, continua, 
que tenga esta vecindad como dominio y que contenga (0, 2, 0) en su 
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FIGURA 21 


grâfica. Los puntos (x 0 , y 0 , 0) difieren de los otros puntos de la esfera en 
que en estos puntos el piano tangente a la esfera es paralelo al eje Z. 

En el anterior ejempio fue fâcil resolver la ecuaciôn para z en términos 
de x y y y determinar asi explicitamente las funciones definidas implici- 
tamente por la ecuaciôn. Sin embargo, en general esto no es factible. El 
siguiente teorema afirma la existencia de funciones implicitas bajo ciertas 
circunstancias y da formulas para las derivadas parciales de estas funciones. 


13.3 Teorema. (Teorema de la funciôn implicita.) Sea F una funciôn 
de R 3 en R que pertenece a la clase C 1 en un conjunio abierto S. Si F(x 0 ) = 0 
y d 3 ^(*o) ^ 0, donde x 0 = (x 0 , y 0 , z 0 )eS\ entonces existe una vecindad Jf 
de (x 0 ,y 0 ), una vecindad <z 0 — c, z 0 + c) de z 0 , y una funciôn ünica f eC 1 
sobre tal que 

f(x o, y 0 ) = z 0 

y , para todo (x, y)eJ^ 9 

f(x, y)e(z 0 -c, z 0 + c > 


y 

F(x, y, f(x, y)) = 0. 

Ademds, para (x, y)e.A\ 


D l F(x, y,/(x, y)j 


Dif(x, y) 


D 3 F(x, y, f(x, y)) 
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D 2 f(x,y)= _ £ i f( £ .*/(*.j 0). 

yJ{*> y)) 

Prueba. Supongamos D 3 F(x 0 ) > 0. (La prueba es anâloga si D z F(x 0 ) < 0.) 
Como D 3 F q s continua en ê, D 3 F(x) > 0 pa ra todo x en cierta vecindad 
9 (x 0 ; 5) de x 0 . Tomemos 0 < c < à. Para x y y fijos, D 3 F(x, y, z) > 0 
implica que F(x, y, z) alimenta cuando z aumenta. Por tanto, como 
F(x 0 ) = 0, tenemos F(x 0 , y 0 , z 0 - c) < 0 y F(x 0 , y 0 , z 0 + c) > 0. La 

continuidad de F en ê implica la existencia de un numéro r ^ N / S 2 — c 1 
tal que, para todo (x, ÿ)eSf((x 0 , y 0 ); r), 

z 0 - c) 0 y T(x, y 7 , z 0 4' c) > 0 (figura 22). 

Sea Jf = <5^((x 0 , y 0 ); r). Tomemos (x, y)e../L y sea #(z) = F(x, y, z). 
Entonces g es continua y creciente en [z 0 -c, z 0 +c]. Ademâs, #(z 0 — c) < 0 
y g(z Q + c) > 0. Luego hay un y solo un punto ze<z 0 — c, z 0 + c> tal 



que <?(z) = 0. Asi pues, para cada punto (x,y)eJ r existe un z y solo uno 
en la vecindad <z 0 — c, z 0 + c>, tal que F(x, y, z) — 0. Si por definiciôn 
hacemos /(x, y 7 ) igual a este z, entonces la funciôn / esta definida sobre ,.L 
y T(x, y, /(x, y)) = 0 para todo (x, y)e. L\ Ademâs, f(x 0 , y 0 ) = z 0 . 

Obsérvese que para cualquier (x, y)e.T\ j/(x, j)“/(x 0 , y 0 )| < c. 

Probamos a continuaciôn que/es continua en ,yL. Tomemos (x, y) en 
sea z — /(x, y), y tomemos £ tal que 0 < £ < min {z 0 + c —z, z — z 0 + c }. 
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Consideremos la région cilmdrica que se extiende dez — £ a z + e y que 
tiene Jf como secciôn, es decir, como proyeccion sobre el piano XY . 
De acuerdo conel argumento usado para demostrar la existencia y unicidad 
de / podemos comprobar la existencia de una vecindad Jf(x, y) de 
(x, y) tal que para todo punto (x', y')eJY(x, y) 

\f{x',y')~f(x,y)\ < s. 

Por tanto, / es continua en JT. 

Probaremos ahora que feC 1 en JV. Tomemos (x 9 ÿ)eJf y (A, k) taies 
que(x + h,y + k)eJ r . Sea l(h y k ) = f(x + h, y + k)- f(x,y). Usandoentonces 
el teorema del valor medio (teorema 6.10, pâg. 194), tenemos 

0 = F(x y h, y + k, f(x + h, y + k)) - F(x, y , f(x, y)) 

= F(x + h, y + k, f(x, y) +1(h, k)) - F(x, y , /(x, y)) 

= (A, k, l{h , A)) •DF(x + 0A, ^ + 0A,/(x,^) + 0/(A, A))donde 0e <0, î >. 

Si hacemos A = 0, obtenemos 

AZ>i F(x+6h , /(x, j>) + 0/(A, 0)) 

+ /(A, 0)Z) 3 F(x + 0A, ^ /(x, j) + 0/(A, 0)) = 0. 

Luego, para h # 0, 

l(h, 0) = /(x + A,y)-~/(x, y) = _ D l F(x + 0h 9 yj\x , j,) + 0/(A, 0)) 
h h DjF(x + 0h, y, /(x, y) + 0l(h, 0)) 


Como / es continua en (x, j) y Z> x F y Z> 2 F son continuas en (x, /{x, /)), 

el limite del segundo miembro cuando /? tiende a 0 existe y, por tanto, 


y) = 


DiF(x, y, /(x, y)) 

^ /(*> y)) 


De un modo anâlogo obtenemos 


£>2 /(*, y) = 


£> 2 F(x, y, /(x, >;)) 

£ 3 f(x, y>/(*> y)) 


Lo que compléta la prueba del teorema. 

El teorema 13.3 tiene la siguiente interpretacion geométrica: supongamos 
que se nos da una superficie en la forma {(x, y , z) F(x, y, z) = 0} donde 
FeC 1 en un cierto conjunto abierto y supongamos que x 0 es un punto 
sobre la superficie en el que el piano tangente no es paralelo al eje 
Z(£> 3 F(x 0 ) ^ 0). Enfonces, en una vecindad de x 0 , la superficie tiene una 
representacion ünica en la forma {(x, y, z) z = /(x, y)}. 

Segün teorema 13.3 puede enunciarse también, usando otra terminologia, 
como sigue: 
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Supongamos que F pertenece a la clase C J en un conjunto abierto ê de R 3 

dlV 

y sea w = F(x , y, z). Si w = 0 y — ^0 en (x 0 , y 0 , z 0 ), la ecuaciôn 

dz 

F(x 9 y, z) = 0 tiene una soluciôn continua ünica para z en términos de x 
y y en cierta vecindad de (x 0 , y 0 ) y 


Nota. El teorema 13.3 fue enunciado en términos de resoluciôn respecto 
a la tercera variable, pero es claro que un enunciado anâlogo también 
se verifica para el caso en que resolvamos respecto a cualquiera de las 
otras variables. 

13.4 Ejemplo. Demuéstrese que en una vecindad de (0, 2, —3) la ecuaciôn 

xz 3 4 -yz + 6 = 0 

puede resolverse para z en términos de x y y y encuéntrense — y — en 

ôx ôy 

este punto. 

Soluciôn. Sea w = F(x,y,z) = xz 3 +yz + 6. Entonces 

— = F(x, y, z) = z 3 

OX 

^ = D 2 F(x, y, z) = z 
dy 

GIV 

— = D 3 F(x, y, z) = 3xz 2 + y. 
dz 

Tenemos pues que FeC 1 sobre R 3 y D 3 F( 0, 2, — 3) = 2 + 0. Por tanto, la 
ecuaciôn puede resolverse para z en términos de x y y en alguna vecindad 
de (0, 2, — 3) y en esta vecindad 


3xz 2 + y 


3xz 2 + y 


. t ^ ^ ôz 27 ôz 3 

Asi pues, en (0, 2, — 3 ), — = — y — = - 

ôx 2 ôy 2 
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El teorema de la funciôn implicita bidimensional es anâiogo al 
teorema 13.3 


13.5 Teorema. Sea F una funciôn de R 2 en R que pertenece a la clase C 1 
en un conjunto abierto ê. Si F(x 0 ) = 0 y D 2 F(x 0 ) ^ 0, donde x 0 = (x 0 , yo)e$, 
entonces existe una vecindad JF de x 0 , una vecindad <j’ 0 —c, y 0 + c ) d e 
y una funciôn ünica f e C 1 sobre JF tal que 

/(* 0 ) = >’o 

y, para todo x 

F(x, f(x)) = 0, 

y 

f'< \ = DjFixJix)) 

O 2 F(x,f(x)) 


La prueba de este teorema se sigue del teorema 13.3 si consideramos F 
como una funciôn definida sobre R 3 , es decir, si hacemos F(x, y) = G(x , y, z) 
y aplicamos el teorema 13.3 a G (resuelto para y). 

La formula para /' dada en el teorema 13.5 puede también obtenerse 
usando la régla de la cadena. Si suponemos que / es una funciôn diferen- 
ciable definida sobre algün intervaîo abierto / tal que 

F(x, f(x)) = 0 y D 2 F(x, f{x)) # 0 para toda xe/ 
entonces, haciendo g(x) = F(x, f(x)) para xe/, tenemos 

0 = g'(x) =Df(x,/(x))‘(l,/'(x)) 

= D , F(x, f(x)) F f' (x) D 2 F(x, f{x )). 


De donde 


/'(*) 


D\F(x, /(x)) 
D 2 F(x, /(x)) 


para toda xe/. 


Consideremos, por ejemplo, la ecuaciôn 

x 2 J r y 2 — 4 = 0. 

Si suponemos que hay una funciôn diferenciable/ definida sobre un intervaîo 
abierto / tal que 

x 2 +f 2 (x) — 4 = 0, xe/ 
entonces, tomando la derivada, obtenemos 

2 x + 2f(x)f'(x) = 0 


x 

/(*) ’ 


xe/. 


/'(*) = 
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En este eâleulo no se necesita introducir expKcitamente la funcion /. 
Supongamos que la ecuaciôn x 2 +y 2 — 4 = 0 define y como una funcion 
diferenciable de x sobre algün intervalo abierto y derivemos a continuation. 
El câlcuîo toma entonces la forma: 

x 2 +y 2 - 4 = 0 

2 x + 2 y — — 0 
dx 

dy x 

dx y 


A esto le llamamos diferenciaciôn impHcita. Segün el teorema de la funcion 
implicita podemos ver que esta formula para la derivada se verifica en 
cualquier punto (x, y) sobre la circunferencia de ecuaciôn x 2 -h y 2 = 4, 
excepto en los puntos (2, 0) y ( — 2, 0) donde D 2 F es 0. 


Problemas 

1. Dado el elipsoide definido por la ecuaciôn 

4x 2 -b3y 2 -bz 2 — 12 - 0. 
à) Dibüjese la grâfica. 

b) Determinese el piano tangente al elipsoide en cualquier punto 
(x 0 , y 0 , z 0 ) de la superficie. 

c) Resuélvase la ecuaciôn para z en términos de x y y, y encuéntrense 

ôz ôz 
— y —. 

dx dy 


d) 

e) 


l En que puntos de la superficie es le piano tangente paralelo al eje Z ? 
Usando el teorema 13.3, determinense los puntos sobre la superficie en 
una vecindad de los cuales la ecuaciôn puede resolverse en forma ünica 


para z en términos de x y y y encuéntrense — y 


üz 


dx dy 


f) ^En qué puntos de la superficie es el piano tangente paralelo al eje X ? 

g) Determinense los puntos sobre la superficie en una vecindad de los 
cuales la ecuaciôn puede resolverse en forma ünica para x en términos 

dx ox 

de y y z, y encuéntrense — y — . 

dy o z 


2. i Puede resolverse la ecuaciôn x 2 y + senyz = 0 en forma ünica 
para z en términos de x y y en una vecindad de (4, 0, 3) ? Demuéstrese que 
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puede resolverse para y en términos de i y z en una vecindad de ese punto 

dy dy 

y encuentrense — y — . 

dx dz 

3. Demuéstrese que la ecuaciôn yz 2 + z + 3xy = 0, puede resolverse en 
forma ünica para z en términos de x y y en una vecindad de (0, 0, 0). Asi 
pues, en una vecindad de (0, 0, 0), la superficie puede representarse por una 
ecuaciôn de la forma z = /(x, y) donde feC 1 . Determmese la régla de 
correspondencia para /. 


4. Demuéstrese que en una vecindad del punto que se senala las siguientes 
ecuaciones pueden resolverse en forma ünica para z en términos de x y y> 

, dz dz 

y encuentrense — y — . 

dx dy 


a) xsen vz — 4z + 6 = 0; (0, 5, 4) 

b) e x yz + 3 z = 0 ; (4,0, -±) 

c ) x 2 +y 2 + z 2 —2x 2 z 5 = 0; (2, x /59, 1) 

d) z y — x 2 z + 9y 0; ( — 3,2,3). 



Por diferenciaciôn implîcita, encuéntrese 



a) xy 2 + 3 x>> — 1 = 0 
c) xe y + 3 y = 0 

e) senh y -b y 2 — x = 0 


b) x sen xy + y = 0 
d) co$y 2 + xy — 0 

/) arctan - — y 2 - 0 
x 


6. Consideremos la ecuaciôn F(x, y) = y 2 — x — 0. 

a) Dibüjese la grâfica de esta curva. 

b ) Resuélvase la ecuaciôn para y en términos de x. 

c) Demuéstrese que D 2 F(0 , 0) = 0. 

d ) ^Hay algunas discrepancias entre las partes b y cl 

7. Pruébese el teorema 13.5. 


14. MÂXIMOS Y MÎNIMOS 

En esta secciôn consideramos el problema de determinar los valores 
mâximo y mînimo relativos de una funciôn real/definida sobre un conjunto 
abierto ê de R”. Encontramos primero una condiciôn necesaria: si / tiene 
un valor mâximo o minimo relativo en x 0 entonces todas las derivadas 
parciales de orden uno o son nulas o no existen en x 0 ; podemos también 
demostrar que en x 0 todas las derivadas direccionales o son iguales a cero 
o no existen. En cualquier caso la condiciôn no es suficiente para asegurar 
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la existencia de un valor mâximo o minimo relativo de la funciôn en x 0 . 
Para funciones de R 2 en R obtenemos una condiciôn suficiente para la 
existencia de un mâximo o minimo relativo que puede extenderse, aunque 
con dificultad, a funciones definidas sobre espacios de mayor dimension. 

14.1 Définition. La funciôn f tiene un mâximo relativo en el punto x 0 si 
existe una vecindad Jf de x 0 tal que , para todo x e Jf n , f(x) ^ /(x 0 ). 

Un minimo relativo de una funciôn se define de modo anâlogo. 

14.2 Définition. Los valores extremos de una funciôn son los mâximos y 
mînimos relativos de la funciôn. 

Ahora probaremos que los valores extremos de una funciôn definida 
sobre un conjunto abierto de R" pueden ocurrir solamente en puntos donde 
todas las derivadas parciales de primer orden son cero o no existen. 

14.3 Teorema. Si la funciôn f definida sobre un conjunto abierto S de R' 1 
tiene un valor extremo en x 0 eS y D k f(x 0 ) existe , enfonces D k j{x 0 ) — 0. 

Prueba. Supongamos que / tiene un mâximo relativo en x 0 . Entonces 

lîm /( x o + K)-/(xq) ^ 0 
h —* o + h 


y 


üm /(X 0 + K)-/(x 0 ) 0 

h-* 0 “ h 


Como D k f(x 0 ) existe, los dos anteriores limites deben ser iguales a D k f(x 0 ). 
Luego D k f(\ 0 ) = 0. 

Si / tiene un minimo relativo en x 0 , entonces — / tiene un mâximo 
relativo en x 0 . Aplicando la parte del teorema ya probada a —/, obtenemos 
D k f{x 0 ) = 0. 

Los puntos donde todas las derivadas parciales de / son cero o no 
existen se llaman puntos criticos de /. Asi pues, el teorema 14.3 nos dice 
que los valores extremos de una funciôn definida sobre un conjunto abierto 
pueden ocurrir solamente en los puntos criticos de la funciôn. Sin embargo, 
la funciôn no necesariamente tiene un valor extremo en cada uno de sus 
puntos criticos; demostraremos esto en el ejemplo 14.5. 

14.4 Ejemplo. Determinense los valores extremos de la funciôn / definida 
por /(x, ÿ) = 2x 2 + 4xy + 5y 2 + 2x— y. 
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Soluciôn. Como C\\j ~ - 

D 1 f(x, y) = 4x^4y-\-2 
£> 2 A*> y) = 4 *+10 v— i, 

D 1 f y 7)2/6x151611 en todos los puntos de R 2 y, por tanto, el ünico punto 
critico es (—1, /) donde D 1 f y D 2 f son cero. Por tanto, si / tiene algün 
valor extremo, tal valor extremo debe ocurrir en el punto ( — 1 , i) Y ser 
/(— 1, j) = — f. Podemos demostrar que -f es el valor mînimo de /. Por 
una rotaciôn de los ejes, podemos escribir 1 


2 x 2 +4xy + 5y 2 + 2x — y = x' 2 + 6y' 2 — yj5x* 



5 . 
4 * 


Asi pues, f(x,y) > — | para todo (x ?i y)eR 2 y, por tanto, —-f es el valor 
minimo de /. Las curvas de nivel de f aparecen senaladas en la figura 23. 



X 


14.5 Ejemplo. Determinense cualesquier valores extremos de la funcion / 

x 2 3 v 2 

definida por /(x, y) = -. 

3 16 

Soluciôn. Como 

O ! /(x, y) = |x y D 2 /(x, y) = - f .y, 

D x f y D 2 f existen en todos los puntos de R 2 y son cero solamente en (0, 0). 
Es pues (0, 0) el ünico punto critico de /. Por tanto, si / tiene un valor 
extremo, tal valor debe ocurrir en el punto (0, 0) y ser /(0, 0) = 0. En este 


1 Volumen I, pâg. 257. 
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caso es fâcil demostrar que f no tiene un valor extremo en (0,0). Considerando 
]os valores de / en los punros sobre eJ eje X , tenemos 

f(x, 0) = |x 2 . 

A si pues, / no puede tener un mâximo relativo en (0, 0). Pero considerando 
los valores de / en los puntos del eje Y , tenemos 

f(o,y) = —rsy 2 - 

Luego / tampoco puede tener un minimo relativo en (0, 0). Por tanto, 
/ no tiene un valor extremo en (0, 0). Las curvas de nivej y grâficas de f 
estân dibujadas en las figuras 24a y 24 b. El punto (0, 0) se llama punto de 
ensilladura de /. La grâfica de /tiene un piano tangente horizontal en ese 
punto, pero la funciôn no alcanza en él un valor extremo. 




FIGURA 24 


El teorema 14.3 nos indica dônde debemos buscar los valores extremos 
—en los puntos criticos— pero no nos dice cômo saber cuândo nos hemos 
encontrado con uno. En los ejemplos 14.4 y 14.5 tuvimos que hacer una 
investigaciôn compléta de la funciôn, antes de poder decidir si la funciôn 
ténia o no un valor extremo en el punto crltico. Sin embargo, hay un 
teorema, anâlogo al crirerio de la segunda derivada para funciones de R en R, 
que nos proporciona un método sencillo para conocer cuândo, en un 
punto crltico, una funciôn de R 2 en R alcanza un valor extremo. 

Supongamos que / es una funciôn de R 2 en R que pertenece a la clase C 2 
en una vecindad 6 ^(\ 0 ;r) de x 0 = (v 0 , y 0 ) y que D/(x 0 ) = 0. Entonces, 
para toda direcciôn u, D u /(x 0 ) = 0 y, por tanto, la curva formada por la 
intersecciôn de la superficie z = f(x,y) y el piano vertical que pasa por 
(*o, >'o. 0) y es paralelo al vector (u l , u 2 ,0 ), tiene una tangente horizontal 
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en el punto (x 0 , y 0 , f(x 0 , y 0 )) (figura 25). Si / tiene un mâximo (mmimo) en 
x 0 , entonces (x 0 , y 0 , /(x 0 , y 0 )) es un punto mâximo (mmimo) de esta 
curva de intersecciôn. Si D u u f(x 0 ) <0 para todo u donde D u u f — D u [D n f], 
entonces, por el criterio de la segunda derivada para maximos y minimos 
de funciones de R en R, / tiene un mâximo sobre cada una de taies 
curvas de intersecciôn en x 0 . Anâlogamente, si A,u/( x o)> 0 para toda u, 
entonces / tiene un minimo sobre cada una de taies curvas de intersecciôn, 
Y si Ai,u/( x o) < 0 para algün u y Ai,«/( x 0 ) > 0 para algün otro u, / tiene 
un mâximo en x 0 sobre algunas de estas curvas de intersecciôn y un minimo 
en x 0 sobre otras. Asi pues, es de esperar que si Ai,«/( x o) < 0 para toda u, 
entonces /tenga un mâximo en x 0 y si A, u /( x o) > 0 para todo u, / tenga 
un minimo en x 0 ; mientras que si Ai, u /(x 0 ) es negativa para algün u y 
positiva para algün otro, entonces / tenga un punto de ensilladura en x 0 . 



FIGURA 25 


Mostraremos que, como esperâbamos, es este un criterio para mâximos, 
minimos y puntos de ensilladura de /, pero, primero, lo transformaremos 
para ponerlo en términos de derivadas parciales. 

A.,»/(x 0 ) = U • D [u • D/] (x 0 ) 

= u l 2 D ul f(x 0 ) + 2u i u 2 D U2 f(x 0 ) + u 2 2 D 2 ' 2 f(x 0 ) 

= au^ 2 + lbu i u 2 + cu 2 2 


donde a = £>i tl /(x 0 ), b = D l 2 f{\ 0 ), y c = D 2 , 2 f(. x o)- Si a =£ 0, entonces 


2 2 
au i +2 bu l u 2 -\-cu 2 



ac — b 2 




Vemos por esto que si ac — b 2 > 0, entonces A,u/( x o) es ° positive para 
todo u o negativo para todo u, segün cuâl sea el signo de a. Si ac — b 2 < 0, 
entonces podemos escoger u de forma que A,u/( x o) sea > a voluntad, 
positivo o negativo. Si c ^ 0, los resultados son los mismos. Si a = c = 0 
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y b # 0, entonces ac-b 2 < 0. En este caso Z) u u /(x 0 ) = 2bu l u 2 , que 
puede hacerse positivo o negativo con elecciones apropiadas de u. 

Ahora enunciaremos y probaremos este criterio. 

14.6 Teorema. Supongamos que f es una fun cio n de R 2 en R que pertenece 
a la dase C 2 en una vecindad Sf (x 0 ; r) de x 0 , y supongamos que D t f(x 0 ) — 

£>2 /( x o) - 0. 

1- Si ^ 1,1 /( x o)^ 2 , 2 /( x o)”(^i f 2 /( x o)) 2 > 0, enfonces f tiene un valor 
extremo en x 0 : un mâximo relafivo si D { [ /(x 0 ) < 0 y un minimo relativo 
si /(Xq) > 0. 

2. 57 ^i l i/(x 0 )^ 2 , 2 /( x o)'“(^i, 2 /( x o)) 2 < entonces f no tiene un valor 
extremo en x 0 : tiene un punto de ensilladura. 

Prueba. Tomemos un punto x 0 + h en la vecindad reducida £f'(x 0 ;r) y 
sea h = (h A ,h 2 ). Usando el teorema de Taylor, pâg. 219, obtenemos que 
para un cierto de <0, 1 ) 

Ax 0 + h)-/(x 0 ) = h l D u f(x 0 ) + h 2 D 2 f(\ 0 ) + i[h l 2 ,/'(x o + 0h) 

+ 2 h . h 2 D , f 2 /(x 0 + 0h) + h 2 D 2 , 2 /(x 0 + 0h)] 

= i[f>, 2 D iA f(\ 0 + dh) + 2h i h 2 D u2 f(\ 0 + dh) 

+ h 2 2 D 12 f(x 0 +0h)] 

= ^[Ah^ 2 +2Bh i h 2 + Ch 2 2 ] 

donde A = D ,,j/(x 0 + 0h), B = D, 2 /(x 0 + 0h), C = D 2 2 f(x 0 + d h). Sea 
g = Di ti fD 2 2 f — (D, 2 /) 2 ; entonces g es continua sobre £f(x 0 ;r). 

I. Si g(x 0 ) > 0 y D, ,/(x 0 ) < 0, entonces existe una vecindad y(x 0 ;ô) 
a <S^(x 0 ; r) tal que para todo xe5^(x 0 ; ô) 

g(x) > 0 y D m /(x) < 0. 

Si tomamos x 0 + he5^(x 0 ; ô), entonces x o + 0he^(x o ; S) y 

#(x o +0h) = AC—B 1 >0 y D lt /(x 0 + 0h) = A < 0. 

Por tanto, para todo Xo + he^'ixo; (5), 

/(* 0 + h)-/(x 0 ) = ' 2 VAh 2 +2Bh x h 2 + Ch 2 2 ^ 

= — L(Ah l + Bh 2 ) 2 + (AC-B 2 )h 2 2 ] 

2 A 

< 0. 

Esto prueba que/tiene un mâximo relativo en x 0 si g(x 0 ) > 0 y D x t /(x 0 ) < 0. 
La prueba que/ tiene un minimo relativo en x 0 si #(x 0 )> 0yD 1 „/(x o )>0 
es anâloga a la anterior. 
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2. Si g(x 0 ) < 0, demostraremos que hay dos reetas $£ x y <£ 2 que pasan 
por x 0 taies que /(x 0 ) es un minimo relativo de los valores de la funciôn 
sobre una de las reetas y es un mâximo relativo de los valores de la 
funciôn sobre la otra recta. 

Si h = |h|u = |h|(w t , u 2 ), entonces 

/(x 0 + h)-/(x 0 ) = i|h | 2 [Au 2 + 2 Bu A u 2 4- Cu 2 ]. 

Sea a = D lfl f(x 0 ), b = D ul f(x 0 ), c = D 2>2 f(x 0 ). Como feC 2 sobre 
^(x 0 ;r), para toda |h| suficientemente pequena Au 2 + 2Bu^ u 2 + Cu 2 , y 
por tanto /(x 0 + h)— /(x 0 ), tiene el mismo signo que au 2 + 2bu x u 2 + cu 2 , 
con tal que este ültimo sea realmente distinto de cero. Ahora demostraremos 
que siempre hay dos elecciones de u = (u x , u 2 ) taies que au x 2 + 2bu 1 u 2 -\-cu 2 2 
tiene signos opuestos para estas dos elecciones. Es decir, taies que /(x 0 ) es 
un minimo relativo para una de estas dos elecciones y un mâximo relativo 
para la otra. 

Consideraremos très casos. 

Caso L fl ^ 0. 

Si (u l , u 2 ) — (1, 0), entonces au x +2 bu x u 2 + cu 2 — a. 




( b, — a), entonces 

au x ~ + 2bu x u 2 + cu 2 



Asi pues g{x 0 ) < 0, para |h| suficientemente pequeno, pero no cero, el 
signo de /(x 0 -bh) — f(x 0 ) sera diferente cuando x 0 + heJ? x — {x o + f(l,0)} 
que cuando x 0 + heJ? 2 = {x 0 + /(6, —a)}. Asi pues /(x 0 ) es un valor 
minimo relativo sobre una de las reetas y un valor mâximo relativo sobre 
la otra. 


Caso 2 . c / 0. 

Este caso es anâlogo al caso 1. Aqui /(x 0 ) es un valor minimo relativo 
respecto a una de la reetas, <£ x = {x 0 + /(0, 1)} y !£ 2 = {x 0 -k(c,- ô)}, 
y es un mâximo relativo sobre la otra recta. 
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Asi pues, para |h| suficientemente pequeno, pero no cero, el signo de 
/(x 0 + h)—/(x 0 ) sera diferente cuando x 0 ~yhe£F l = {x 0 4-/(1, 1)} que 
cuando x 0 4-hei? 2 — {x 0 4-/(1, — l)}. Y de nuevo/(x 0 ) es un valor rmnimo 
relativo sobre una de las rectas y un valor mâximo relativo sobre la otra. 
Y esto compléta la prueba. 

Aplicamos ahora el teorema 14.6 a las funciones consideradas en los 
ejemplos 14.4 y 14.5, 

14.7 Ejemplo. ^Tïene la funciôn f definida por 

/(x, y) = 2x 2 + 4xy + 5y 2 + 2x-y 
un valor extremo en su punto critico (—1, ^)? 


Soluciôn. Las derivadas parciales primeras y segundas de / son 

f{*,y) = 4x4-4 vH-2 D 2 f(x 9 y) = 4x+10^-1 

D\,\f{x, y) = 4 D l 2 f(x,y ) = 4 D 22 f(x,y) = 10. 

Como £>,/(- l,i) = 0, D 2 f(-\,i) = 0, y 

= 24 > 0, 

/ tiene un valor extremo en (— 1, j). Para ser precisos, / tiene un minimo 
relativo en ( — 1, ^), ya que D x { /(— 1, i) > 0. 


14.8 Ejemplo. i Tiene la funciôn / definida por 

x 2 3/ 


/(*> y) = 


16 


un valor extremo en su punto critico (0,0)? 


Soluciôn. Las derivadas parciales primeras y segundas de / son: 

Dif(x,y) = ix D 2 f(x, y) = -%y 

£>ui f(x*y) = t = 0 D 2,if(x>y) = -b 

Como DJ{ 0, 0) = 0, D 2 f( 0, 0) = 0, y 

0 1 , 1 /(0,0)û 2>2 /(0,0)-(Z) I , 2 /(0,0)) 2 = -i<0, 

/ no tiene un valor extremo en (0, 0) ; / tiene en (0, 0) un punto de ensilladura. 

En muchos problemas buscamos los valores extremos de una funciôn 
sujeta a ciertas restricciones. Por ejemplo, podemos necesitar encontrar los 
valores extremos de una funciôn F de R 3 en R para puntos sobre una 
superficie G(x, y , z) = 0. La ecuaciôn G(x, y , z) — 0 se llama restriction o 
ecuaciôn de enlace. Un posible método para manejar taies problemas es el 
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de resolver la ecuaciôn de ente ce para una de las variables en términos de las 
otras, por ejemplo z = g(x, y), y luego hacer /(x, y) = F(x, y, g(x, y)), 
para encontrar finalmente los valores extremos de /. 

14.9 Ejemplo. Una caja reci:angular sin tapa ha de tener una superficie 
de area S . Encuéntrense las dimensiones de la caja de mâximo volumen. 

Soluciôn. Supongamos que la caja tiene las dimensiones x, y y z, donde z 
es la altura. Entonces el volumen es xyz y el area de la superficie es 
2xz + 2yz-hxy = S. Deseamos, pues, encontrar el valor mâximo de la 
funciôn F(x,y,z) = xyz sujeta a la restriction 2xz + 2yz + xy — S — 0. 
Resolviendo la ecuaciôn de enlace para z, obtenemos 

S — xy 

z = -. 

2 x + 2y 


Sea f(x, y) = xy 


——— . Entonces 
2 x + 2 y 


y 


Dif(x, y) = xy 


-2xy-2y 2 -2S + 2xy 
(2x + 2 y) 2 


S — xy 

+ y -“ 

2 x4-2 y 


2 y 2 

(2x + 2 y) 2 


( — 2 xy+S—x 2 ) 


D 2 f(x, y) = xy 


~2x -2_x_y-2S + 2xy 
(2 jc + 2 y) 2 


I x 

T* X - 

2 x + 2y 


2x 


(2x4-2 y) 4 


( — 2 xy 4 S — y 2 ). 


Como en este problema x y y deben ser positivas, D x f y D 2 /existen en 
todos los puntos y son cero si y solo si 

x 2 + 2xy~S = 0 
y 2 -\-2xy — S — 0. 

Restando la segunda ecuaciôn de la primera, obtenemos x 2 — y 2 — 0 y, por 
tanto, x — y. Sustituyendo entonces en la primera ecuaciôn, tenemos 
3 x 2 ~S — 0 y, por tanto, 

i~s 


x = y = 


3 
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Asi pues, para x y y positivos, la funciôn / tiene un valor extremo solamente 

. Debido a ia naturaleza del problema este debe ser le 
valor mâximo deseado. Por tanto, la caja tiene volumen mâximo cuando 

J 

3 ' 

En el prôximo capitulo discutiremos otro método para el manejo de 
problemas extremos con restricciones en el que no resolvemos explicitamente 
la ecuaciôn de enlace para una variable en términos de las otras. Este nuevo 
método se llama el de los multiplicadores de Lagrange. 

Problemas 

1. Encuéntrense los valores extremos de las siguientes funciones, 
primero sin usar el câlculo y después usândolo. Dibüjese en cada caso un 
diagrama de curvas de nivel y la grâfica. 

a) f(x, y) = x 2 +y 2 b) f(x, y) = jx 2 +y 2 

c) f(x. y) = x 2 +y 2 + 2x — 3 y+ 4 d) f(x, y) = sen xy. 

2. Encuéntrense los puntos criticos de las siguientes funciones e 
identifiqueseles como mâximos reîativos, minimos relativos o puntos de 
ensilladura. 

a) /(x, y) = x 3 + 3x 2 —y 2 +4 

b) /(x, y) = x 2 -y 2 + 2x-3j + 4 

c) /(x, y) - e xy 

d) f(x, y) ~ x 4 — 3 x 2 — y 2 + 12 

e) /(x, y) = sen x sen y 

f) /(x, y) = x 2 + 3xj-f 2j 2 -x + 3 

g) f(x 9 y) = x 2 y 2 H- x 2 — 4y 2 + 5 x — 3 

h) /(x, y) = x A —y 4 — 2x 2 +y 2 + 5. 

3. Encuéntrese la distancia mas corta entre las rectas definidas por 

P = (1,3, 5) +j( 2, 0,-1) y P = (2,8, ll) + /(-4,3, 1); 

Encuéntrense los puntos sobre las rectas que estân entre si a tal distancia 
y demuéstrese que la recta que pasa por estos puntos es ortogonal a las 
dos rectas dadas. 

4. Encuéntrese la distancia mas corta del punto (2, —3, 1) al piano de 
ecuaciôn z = 2x~\-5y — 3. 

5. Si /‘(x, y) — (>’ — x 2 ) (y — 2x 2 ) demuéstrese que sobre cada recta 
que pasa por el origen / tiene un minimo relativo en el origen. Dibüjense 





15] 


Resumen 


245 


las parâbolas y = x 2 y y = 2 x 2 e indiquese en qué regiones del piano / tiene 
valores positivos y en cuâles negativos. Dedüzcase de esto que / no 
tiene un valor extremo en (0, 0). 

6 . Encuéntrense los valores extremos de las siguientes funciones sujetas 
a las restricciones que se senalan. 

a) f(x, y, z) = x 2 +y 2 — z, 2x — 3y + z — 6 — 0 

b) f(x, y, z) = ze~ xy ,x 2 +y 2 -z = 0 _ 

c) f(x,y,z) = x 2 +y 2 + z 2 -2x + 1, s jx 2 +y 2 —z = 0. 

7. Determmese el paralelepipedo rectangular de mâximo volumen y 
area total igual a 48. 

8 . Determinese el paralelepipedo rectangular de mâximo volumen y 
lados paralelos a los pianos coordenados que puede inscribirse en el elipsoide 



15. RESUMEN 

En este capitulo hemos presentado el câlculo diferencial de funciones 
reales de un vector (también llamadas funciones reales de mas de una 
variable). La teoria para funciones de una variable vectorial, aunque mâs 
complicada en detalle, es una extension natural de la teoria de funciones 
de una variable real. La definiciôn de limite de una funcion de un vector 
es formalmente la misma que la de limite para una funcion de variable real. 
La extension de la derivada se efectua definiendo la nocion de diferen- 
ciabilidad para définir la derivada en términos de esta nocion. 

Las derivadas direccionales y las derivadas parciales también fueron 
otros conceptos definidos y se estudiaron las relaciones entre estos distintos 
tipos de derivadas. Las derivadas parciales son derivadas direccionales en 
direcciones particulares. Si f es diferenciable en un punto x entonces 
todas las derivadas direccionales de f existen en ese punto y el valor de la 
derivada es un vector cuya direccion es aquella en que la derivada direccional 
tiene su valor mâximo, y cuya longitud es el valor de esta derivada 
direccional mâxima. Ademâs, la derivada de/en x es el gradiente de/en x: 
un vector cuyos componentes son las derivadas parciales de /en x. 

El câlculo de las derivadas parciales de una funcion puede hacerse 
calculando la derivada de una funcion real de una variable real. Por tanto, 
como los valores de la derivada y de las derivadas direccionales de una 
funcion diferenciable pueden obtenerse partiendo de los valores de las 
derivadas parciales, no son necesarias, realmente, ningunas nuevas técnicas 



246 


Funciones reales de un vector 


[Cap. 4 


de câlculo. Ademâs, la consideraciôn de las derivadas parciales nos 
proporciona una condition suficientemente sencilla de diferenciabilidad: 
si una funcion tiene derivadas parciales continuas, es diferenciable. 


Problemas de repaso 


1. Verifiquese, usando la définition de limite, que 


lim (x + y) =■ 3 

2. Sea y (x, y) = - 

xy + y 

a) Demuéstrese que lim 

U,y)-*(0,0) 

donde m ^ 0. 

b) Demuéstrese que lim f(x, y) = 1 si (x, y)e {(x, y) \ y 


f(x,y) = 0 si (x, y)e {(x, y) \ y = mx). 


= x 3 }. 


c) ^Existe lim /? 
( 0 . 0 ) 

3. Existe lim 


(x. y)^(0,0) 


xy — 2x — y + 2 
2 , .2 


(x, )>)-►( i, 2 ) x y-y — 2x— A y 4-5 


y 

4. Sea /(x, y) = -- . Determinese lim lim /(x, y) y lim lim /(x, y) 

y -j- X x-*-0 y->0 y-*0 x-*0 

ôQué puede decirse de lim /(x, y)? 

(x,y)->( 0 , 0 ) 

5. Si /(x, y, z) — x 2 sen ( yz ), determinense las derivadas parciales de /. 
Determinese, ademas, D„f donde u = —^ ( — 1,2, 1). 


6 . Si /(x, y) - — ~~~r para (x, y) # (0, 0) y /(0, 0) = 0, determinense 

x 2 + y 

DJ\0 , 0) y D 2 /(0, 0). 

7. Encuéntrese la direction y magnitud de la mâxima razôn de cambio 
de la funcion / definida por f(x, y, z) = 3 x 4 y — yz 2 , en el punto (0, 3, 1). 

8 . Si las derivadas parciales de las funciones /,-(/= 1 con 

respecto a la coordenada Æ-ésima existen sobre un conjunto abierto 
demuéstrese que 

m m 

a) I= [DJ, 

1=1 i= 1 
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m m f) f m 

b) D k U.fi= E U fi- 

*' = 1 J= 1 fj 1=1 

9. Si la funcion / de R 2 en R esta definida sobre una vecindad 

ÿ((a, b); r) y si D 2 f(x , v) = 0 para todo (x, Z?); r), demuéstrese 

que podemos considerar / como una funcion de una sola variable; es 
decir, demuéstrese que podemos définir una funcion g de R en R por la 
régla g(x) = /(x, y) sobre Sf ((a, ô); r ). 

10. Desarrôllese la formula de Taylor con (0, 0) como punto inicial 
para la funcion / definida por /(x, y) — e x senj% incluyendo todos los 
términos de tercer grado. 

11 . Determinese la ecuacion del piano tangente al cilindro circular 
recto de ecuacion x 2 +y 2 = 9 en el punto (0, 3, 2). 

12. Determinese la ecuacion del piano tangente al cono eliptico recto 
de ecuacion z = ^Jx 2 +2y 2 en el punto (2, 0, 2). 

13. Encuéntrense los valores extremos de la funcion / definida por 
f(x,y) = x 2 -3xy + 3y 2 — 4x + 5. 

14. Un punto x 0 se llama punto aislado de S si x 0 eé y hay una vecindad 
reducida de x 0 contenida en . Demuéstrese que todo punto aislado 
de ê es un punto frontera de ê. 

15. Proporciônense ê iy é ' b , S e . S, y el conjunto de puntos aislados 
de S cuando 

a) ê = {(x, jp) | 0 < x 2 +y 2 < 16 } 

b) ê = {(x, y) | x 4 —y 4 —4x 2 —4y 2 = 0} 

c) ê = {(x, y, z) | z > x 2 + y 2 } 

1 

A 






1. INTRODUCCIÔN 

Una funciôn vectorial f de un vector es una correspondencia desde un 
conjunto sé de vectores a un conjunto 3 de vectores tal que para cada 
vector a es# hay un y solo un vector correspondiente f(ü)e3; es decir, 
es una transformaciôn del conjunto srf en el conjunto 3. Si sé es un 
conjunto en R" y J es un conjunto en R m , entonces decimos que f es una 
funciôn de R" en R m . Las funciones de R en R rt y de R" en R que consideramos 
en los dos capitulos anteriores son casos especiales de este tipo de funciones. 

En geometria analitica se consideran transformaciones del piano; estas 
son funciones vectoriales de un vector con dominio y rango en R 2 . Por 
ejemplo, la funciôn f definida por 

ï(x,y) = (*,j') + (2, 3) = (x + 2,>>+3) 
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es una traslaciôn del piano; cada punto (x, y) en R 2 se transforma en 
el punto (x + 2, y + 3) en R 2 . 

El gradiente de una funciôn de R” en R es una funciôn de R n en R\ 
Por ejemplo, si 

f(x, y, z ) = x 2 y y y z 


entonces 

Yf(x, y, z) = (2xy, x 1 +z,y); 


es decir, si 


/ = /, 2 / 2 +/ 2 / 3 


entonces 

V/ = (2/ 1 / 2 ,/ 1 2 +/ 3 ,7 2 ). 

Las funciones 2 fl 2 > /i 2 4-/ 3 , e h son funciones de R 3 en R y se llaman 
funciones componentes de Vf. 

En general, si f es una funciôn de R" en R"', entonces escribimos 
f = f m ) donde la funciôn componente f k (k = 1, . m) es la 

funciôn de R” en R con dominio y régla de correspondencia: f k (\) es 
el /r-ésimo componente del vector f(x). Veremos que, como en ei caso de 
funciones de R en R" (capitulo 3), el câlculo de funciones de R n en R m puede 
expresarse en términos de las funciones componentes que en este caso son 
funciones de R" en R. 

En los problemas fisicos, donde usualmente n es 2, 3 o 4 y m es 2 o 3, 
las funciones de R n en R m se llaman a menudo campos vectoriales. Un 
ejemplo de una funciôn de R 3 en R 3 es el campo de velocidades de una 
corriente estacionaria (es decir, con velocidad indépendante del tiempo) 
de un fluido. A cada punto x del fluido corresponde un vector v(x): la 
velocidad de una particula en el punto x. Una representaciôn geométrica de 
la funciôn v puede obtenerse dibujando en el punto x una flécha que 
représente el vector v(x). Si la corriente del fluido no es fija, es decir, si 
dépende del tiempo, entonces la velocidad es una funciôn de R 4 en R 3 : 
\(x , >\ z, /) es la velocidad de una particula en el punto (x,y, z)en el instante î. 


Problema 

Proporciônese una imagen geométrica de la funciôn f dibujando una 
flécha que représente f(x) en el punto x cuando 

a) f (x, y) =-(x, y) b) f (x, y) = x). 

V x + y 
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2. LIMITE Y CONTINUIDÀD 

Como es de esperar, dadas nuestras experiencias previas con limites, 
lim f = b quiere decir que f(x) esta prôximo a b cuando x esta prôximo a, 
pero es distinto de, a. También como de costumbre, suponemos que a es 
un punto de acumulaciôn del dominio de f. Definimos entonces el limite 
como sigue. 

2.1 Définition. Se dice que el vector b es el limite de la funciôn f en a, 

y escribimos lim f = b o lim f(x) = b, si para cada numéro e > 0, hay un 

a x a 

numéro Ô > 0, ial que siempre que x esté en el dominio dei y Q < |x — a| < Ô 
entonces 

| f (x) — bj < e. 

Asi pues, decimos que lim f = b si para cada vecindad <9* (b; e) de b 

a 

hay una vecindad reducida 5^' (a; ô) de a tal que f(x)e^(b; a) siempre que 
xe^ f r\ Sf'{ a; ô) (figura 1). 



FIGURA 1 


La relaciôn entre el limite de una funciôn vectorial de un vector y los 
limites de sus funciones componentes esta dada en el siguiente teorema. 

2.2 Teorema. Sea b = (b { , ..., yeR m , f = (J \,... ,/ m ) una funciôn 
de R” en R” 1 , y a un punto de acumulaciôn de Entonces lim f = b si y 
solo si lim f k = b k para cada k = 1, ..., m. a 

a 

Omitimos la prueba de este teorema ya que es la misma que la prueba 
del teorema correspondante para funciones de R en R” (pâg. 00). 

Como un resultado del teorema 2.2, los problemas respecto al limite de 
una funciôn de R” en R m pueden reducirse a problemas sobre los limites 
de funciones de R" en R. 

Para funciones de R" en R m definimos en la forma usual las operaciones 
de adiciôn, sustracciôn, multiplicaciôn por un escalar, producto escalar 
y producto vectorial (solamente si m — 3) (véase pâg. 104); por ejemplo, 
f+g es la funciôn con dominio n y régla de correspondencia 
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[f+g] (x) = f(x)-hg(x). Partiendo de la definiciôn de estas operaciones 
es fâcil demostrar que si f = (f x , ..., f m ) y g — (g j, ..., g m ) entonces 

f + g = U 1 + 9 1 ? * • • » fm + 9m) 

f-g = U\~9l > • • • ’ fm 9m) 
cpi = (<pf j , <p/J 

m 

f -g = Z ,/*g* 

* - i 

fxg = U 2 d5-/i92, Adl -/|0 3 , ./1 02 J 2 Q \ ) ‘ 

Usando el teorema 2.2 y el teorema del limite para operaciones sobre 
funciones de R n en R (teorema 4.5, pâg. 176), obtenemos el siguiente 
teorema. 

2.3 Teorema. Si f y g son funciones de R" en R m taies que lim f y lim g 

a a 

existen y si a es un punto de acumulaciôn de n , entonces 

lim (f+g) = lim f + lim g 

a a a 

lim (f—g) — iim f — lim g 

a a a 

lim (f • g) = (lim f ) • (lim g) 

a a a 

lim (f x g) = (lim f) x (lim g) [m = 3] . 

a a a 

Ademds , si cp es una funciôn de R" en R y a es un punto de acumulaciôn 
de n Sty, entonces 

lim (<pf) = (iim <p) (lim f). 

a a a 

La nociôn de continuidad puede extenderse de un modo natural a las 
funciones vectoriales de un vector: 

2.4 Definiciôn. La funciôn f es continua en el punto a de @ { si para 
todo e > 0 existe un ô > 0 tal que 

|f(x) — f(a)| < e 

siempre que xe^ f y |x — a| < Ô. 

Si a no es un punto de acumulaciôn de entonces f es continua en a. 
Si a es un punto de acumulaciôn de entonces la definiciôn 2.4 es 
équivalente a la funciôn f es continua en a si lim f = f(a). 
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Los siguientes teoremas se siguen fâcilmente de los teoremas 2.2 y 2.3. 

2.5 Teorema. La funcion f es continua en a si y solo si cada una de sus 
funciones componentes es continua en a. 

2.6 Teorema. Si las funciones f, g y <p son continuas en a, enfonces f+g, 
f — g, f ■ g, f x g ^ son continuas en a. 

Decimos que f es continua si es continua en cada punto de su dominio 
y decimos que f es continua sobre un conjunto c si la funcion 
restringida f y es continua. Recordemos que f y es la funcion con dominio 
n Sf tal que f^(x) = f(x) si xe^ f n Sf . 

El siguiente teorema es una generalizaciôn del teorema del valor 
intermedio (teorema 5.7, pâg. 187). Probamos primero un lema. 

2.7 Lema. Sea f una funcion continua de R n en R m con dominio Q). Si srf es 
un abierto relativo a 9% — f(@), entonces f*(j/) = (x | i{x)estf} es abierto 
respecto a 3. 

Prueba. Tomemos x 0 ef*(j/) y sea y 0 = f(x 0 ). Como sé es abierto relativo 
a y y Q estf, existe una vecindad <9^(y 0 ;e) tal que 0 ;e)n3? c srf . 
Por otra parte, como f es continua en x 0 , correspondiéndose con el e hay 
una â > 0 tal que xe^(x 0 ; S) r\Q) implica f (x) e <9* (y 0 ; s) n cz j/. Asi 
pues SL(x 0 ;â) r\$) estâ contenida en de donde f *(s/) es abierto 

relativo a 3. 

2.8 Teorema. Sea f una funcion continua de R" en R"*. Si S es cualquier 
subconjunto conexo del dominio de f, entonces f(6 ü ) es conexo. 

Prueba. Podemos suponer que S es el dominio de f. Supongamos ahora 
que f(^) no es conexo. Entonces existen dos conjuntos no vacios ajenos sé 
y J? ambos abiertos relativamente a i(S) taies que î($) = sé u De 
acuerdo con el lema 2.7 los conjuntos y f*(&) son abiertos relativos 

a S . Ademâs, estos dos conjuntos son ajenos y no vacios y 

S = u ») = u f*(Æ). 

Esto significa que S no es conexo. Esta contradicciôn implica que f(<f) es 
conexo. 

Problemas 

1. Pruébese el teorema 2.2 

2. Determinense los siguientes limites: 

a) Mm (x 2 y, x + y, 2x) ‘ , 

(x,y)^( 1,2) 
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b) Hm (l\I 2 h, I\~h) 

(- 1 . 5 , 2 ) 

/ V 

c) üm I sen xy\ tan - 

( x, y ) -*• ( 3.2 ) \ X 

3. Pruébese el teorema 2.3. 

4. Si lim f(x) — b, pruébese que 

x -♦ a 

lim |f(x)| = |b| 



y 



b « / A 

— si b / 0. 

b| 


5. Si f tiene la propiedad de que j f(x) — f(y)| ^ |x — y| para todo 

x, demuéstrese que f es una funciôn continua. 

6. Sea f una funciôn de R" en R m con dominio 2 y sea 0Î — f(£^). Si 
para todo conjunto sé abierto relativamente a ffl, f *(s/) es abierto relati- 
vamente a 2, demuéstrese que f es continua. 

7. Usando el hecho de que un intervalo en R es conexo, demuéstrese 
que un segmento rectilineo en R" es conexo. 

8. Pruébese que un conjunto convexo (problema 8, pâg. 195) en R" es 
conexo. 

9. Demuéstrese que una curva punteada, pâg. 110, en R” es conexa. 

10. Si S es un conjunto en R" con la propiedad de que cualesquier 
dos puntos de S pueden unirse por una curva punteada contenida en 6% 
demuéstrese que S es conexo. 


3. MATRICES 

Antes de procéder a una discusiôn de la derivada de una funciôn de 
R” en R" 1 , introduciremos brevemente la nociôn de matriz de numéros 
reales. Una matriz mxn de numéros real es, A , es una funciôn con dominio 
el conjunto de pares de enter os {(/, j) | 1 ^ < m, 1 ^ j ^ n] y con rango 

en R. 

Un valor de la funciôn A(i,j) se llama entrada de la matriz; la 
entrada A(i,j) suele también denotarse por a- xj . Usualmente una matriz se 
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describe desplegando las entradas en una disposiciôn rectangular; por 
ejemplo 

a 1 2 ■ Ü ln\ 

a 22 *■* ü 2n 

* « • 

m « 

• ♦ 

/ 

Nôtese que el arreglo con que describimos la matriz m x nA tiene m renglones 
y n columnas; a ^ es la entrada en el /-ésimo renglôn y y-ésima columna. 

Como dos funciones son iguales si y solo si tienen el misino dominio 
y la misma régla de correspondencia, vemos que dos matrices A y B son 
iguales si y solo si tienen el mismo numéro de renglones, el mismo numéro 
de columnas y, ademâs, las entradas correspondantes son iguales, es decir, 

MU) = MU)- 

Pasamos ahora a définir las operaciones de adiciôn de matrices y 
multiplicaciôn de una matriz por un numéro real. 



3.1 Definiciôn. Si A y B son matrices mxn , enfonces la suma de A y B 
es la matriz mxn A + B tal que (AyB)(i,j) = A(i,j) + B(i 9 j) para 
1 ^ i ^ m y 1 ^ y ^ n. 

La suma A -h B esta definida solamente si A y B tienen el mismo nümero 
de renglones y el mismo numéro de columnas; cada entrada de la suma se 
obtiene sumando las entradas correspondientes de A y B, Expresando las 
matrices por sus arreglos rectangulares, tenemos 


A ~h B 



b ln \ 

bln 

Kni 


3.2 Definiciôn. Si A es una matriz mxn y r es un nümero real , enfonces rA 
es la matriz m x n tal que [rA] ( i,j) — rA ( i,j ) para 1 ^ i y 1 ^ y ^ n 
Asi pues 




™ u 

ra {2 

... ra 

ra 2l 

ra 22 

• 

... ra 

m 

m 

i 

* 

™ m2 

• 

... ra 



rA = 
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Es fâcil ver que, para m y n fijos, el conjunto de todas las matrices m x n 
de numéros reales con estas operaciones de adiciôn y multiplicaciôn por 
un real forman un espacio vectorial sobre el campo real (problema 2). 
La matriz m x n, O, es la matriz todas cuyas entradas son iguales a cero 
y — A, la inversa aditiva de A, es la matriz con entradas [ — A] (i 9 j) ~ — A (/,/). 

Ahora demostraremos que el espacio vectorial constituido por todas las 
matrices 1 xn de numéros reales es isomorfo a R"; es decir, que existe una 
correspondencia biyectiva (uno a uno y sobre) entre las matrices 1 x« y 
los vectores de R” tal que las operaciones de adiciôn y multiplicaciôn por 
un numéro real se preservan bajo esta correspondencia. Sea a = (a x , . a n ) 
el vector correspondiente a A = (a,, ...a ln ) si y solo si üj ~ a {j para 
1 Entonces, si a y b se corresponden con A y B respectivamente 

a + b — {a x + b x , ..., a n + b n ) se corresponde con 

A + B = (a xx +b xx , ...,a ln + b ln ) 


y 

ra = (ra x , ..., ra„) se corresponde con rA = (ra u ... ra u ). 

Como las matrices 1 x n tiene las caracteristicas de los vectores en R" 
identificaremos una matriz 1 xn con el vector correspondiente; las matrices 
\ xn se llaman vectores renglôn. De un modo anâlogo podemos establecer 
un isomorfismo entre el espacio de las matrices n x 1 y R". Por tanto, una 
matriz nx 1 puede identificarse con el vector correspondiente en R"; a 
las matrices n x 1 se les llama vectores columna. En general, el espacio vectorial 
consistente en todas las matrices m x n de numéros reales es isomorfo a R m " 
(problema 6). 

Las definiciones dadas para la adiciôn de matrices y la multiplicaciôn 
de una matriz por un numéro real son conformes al modo habituai de sumar 
y multiplicar por un numéro real las funciones reales de un vector. Sin 
embargo, la definiciôn de multiplicaciôn de matrices que ahora daremos 
difiere esencialmente de la dada para la multiplicaciôn de funciones reales 
de un vector. 

3.3 Definiciôn. Si A es una matriz m x n y B es una matriz n x p , el 

n 

producto de A y B es la matriz mxp C tal que c tj = £ a ik b kj , para 

k= 1 

1 < / < m y 1 ^y ^p. 

El producto AB esta definido solamente si el numéro de columnas de A 
es igual al numéro de renglones de B. Si convenimos en denotar por a ( - el 
/-ésimo renglôn de A y por b j la y-ésima columna de B , entonces pode¬ 
mos considerar y b J como vectores de R° y = a, * b j . Asi pues, podemos 
escribir 



3 ] 


Matrices 


257 


... aj • b p \ 

... a 2 ’ b p 

* 

... a m * b p ! 

! \4 12 \ 

3 -1 . 

\-5 if 

Si A es una matriz 1 x l podemos estabiecer la siguiente correspondencia 
biunivoca: A se corresponde con su unica entrada a u . Es fâcil ver que las 
operaciones de adiciôn y multiplicaciôn se preservan en esta correspondencia 
entre matrices 1x1 y numéros reales, Podemos, pues, identificar una 
matriz 1 x 1 con el numéro real que es su unica entrada. 

Observemos ahora que si A es una matriz \xn y B una matriz n x 1 
y a y b son los vectores correspondientes en R", entonces el producto 
escalar a • b se corresponde con AB. Por ejemplo, 


3.4 


Por ejemplo, 


AB 


a : • b 1 aj -b 
a-, 'b 1 a, • b 


\ a ra • b 1 a ■ b 


vri 


m 


I 2 5 \ 

-1 0 
3 1 / 


-3 

4 


1\ 

2 ) 


( 2 , - 1 , 5 ) -(- 3 , 0 , 7 ) - 29 


se corresponde con 



Como un tratamiento completo de la multiplicaciôn de matrices nos 
llevaria mucho tiempo, limitaremos nuestra discusiôn a las propiedades 
que vamos a necesitar en nuestro estudio de las derivadas. 


3.5 Teorema. Si A es una matriz mx n, B una matriz n x p, y C es una 
matriz pxq , entonces A(BC) = ( AB)C . 


Prueba. Tanto A(BC) como (AB)C son matrices mxq . Ademâs, para 
1 ^ z < m y 1 < y < q , 

[ A(BC)-](i,j)= £ A(i, k) [SC] (k, j) = £ a ik £ b kl c, } 

k = 1 k = 1 Z = 1 

n P p n 

“II a ik^kl C lj — X X Cl ik^kl C lj 

k- t 1= 1 /= 1 k= 1 



258 


hunciones vectoriales de un vector 


[Cap. 5 


r 

V \AH](U)C[!.j) 


Por tanto. A(BC) ■= (AB)C. 

Como un resuitado de esta îey asociativa de la multiphcaciôn de matrices, 
podemos escribir cl produeto de las matrices A. B , y C en la forma ABC. 
sin que sean necesarios paréntesis algunos para indicar el orden en cl que 
les productos han de efectuarse. 

3.6 Teorema. Si A es una malriz m x // r B y C son matrices n x p, enionces 
A {B + C) = 4 B f A C. 

Prueba. A {By C) y AB y AC son matrices mxp. Para todo (/, /) lai que 
] ^ / sy /;/ y ] y: j ^ p, tenemos 

n 

[ A(B + C) j ( /../)= y A U. k ) \ B + C] ( k. j) = y a , k (/>,. + ) 

A - 1 A - 1 

n n n 

= y = x «.C’»., + y k<-\i 

k - 1 A: - ! A = i 

“ [" .4 B -}- A C ] t // ). 

El teorema 3.6 es una ley distributiva para las matrices. Como el produeto 
de matrices no es conmutativo, deberiamos también probar la siguiente ley 
distributiva: si A y B son matrices mxn y C es una matriz n x p. enionces 
(A + B)C — AC+BC. Sin embargo, no desarroliamos la prueba por ser 
completamente anâloga a la del teorema 3.6. Usando estas leyes distributivas 
obtenemos: si A y B son matrices m x n y C y D son matrices n x p, entonces 
(A + B)(C+D) = ACy-BC+AD+BD. 

Introducimos a continuation el concepto de norma de una matriz. 

3.7 Définition. Una funciôn real definida sobre el conjunto stf de todas las 
matrices con enîradas reale s. denotada por j , se llama norma matricial 
si para todas las matrices A, Besd y para todos los numéros reales r, tenemos 

1) 1,4:1 > () si A / O. y ijO|| - 0 

2) i| t\4 1| = |r| il A il 

3) [ A -y B] ^ ü A j! + \\B\\ (A y B son matrices m x n) 

4) || A B ’ < || .4 ; ! || B (A una matriz m x n y B una matriz n x p). 

Es fâcil ver que si identificamos los vectores en el espacio real 


r 

y 


X ' o. k h k; )c /f 


\(AB)C] (/,/). 
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rt-dimensional eon las matrices n x 1 (o con las matrices 1 x n), 
la distancia euclidiana es una norma matricial: 


entonces 


|xj > 0 si x / 0. y |0j = 0 
\rx\ = \r\ |x| 

| x -h y | < Ixj-fiyi (desigualdad del triângulo) 

|x - v| ^ |x| |y| (desigualdad de Schwarz). 

Como otro ejemplo podemos observar que para vectores en el espacio 
real /7-dimensionai podemos définir una norma vectorial (matricial) por 
la régla 

i| = Lv, | t- j.v 2 | h ... f lvJ . 

Que esta satisface las propiedades (l)-(4) de la definiciôn 3.7, puede 
verificarse fâcilmente. Por ejemplo 


x -h y II = \x i +y ] \ + \x 2 +y 2 \+ +\* n +y n \ 

^ l*iI + l.tfil + \xz\ +1>*2 1 + +W + W — iWI + liyl 


3,8 leorema. La fune ion real definida sobre el conjunto sé de iodas las 
matrices de eut raclas reale s por la régla 



tn n 

\A\\ = 

Z Z «<•/ 

J = 1 j = 1 


donde A es una matriz m x n , es una norma matricial . La llamaremos norma 
matricial euclidiana 


Prufba. Si identificamos Aesé ^ matriz mxn, con un vector en R m " 
(problema 6), entonces \\A\\ es exactamente la longitud euclidiana de este 
vector, y las propiedades (1), (2) y (3) son las propiedades fundamentales 
de la longitud de un vector (leorema 5.2, pâg. 26). Para probar la 
propiedad (4), observamos que si C ~ AB , entonces 


li a li 2 h en 2 = 


m n 

I I 

L' = 1 ^ 


a 


ci 


« p 


X X b kl 

1 / = 1 


tn « n p 

I I Z I 

i = 1 j ■- 1 k = 1 l 1 


y 


tn p 


tn p 


ab ^ = >\ o \ 2 = I I c,r= I I 


(' = 1/1 X I / I 

m n n p 


Z °n b 


il 


j - 


de modo que 


= Z Z Z Z a a b ji l, ik b ki 

i = 1 j - 1 k -- 1 / = 1 


tn n n 


2 n on 2 


\AV \ B 


ni n n p 


AB W = Z Z Z Z «;/ b k, - Z Z Z Z a ubj,a ik b kl 

i = 1 7 = 1 k = ] / = 1 i 1 j =: Î k ----- 1 / ~ 1 

tn n n p 

= i Z Z Z Z Ciiib kl -a ik bj,) 2 ^ 0. 

/= i y ~ t 4=i / = i 
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De donde 

M|i 2 i|£|r ^ \\ABf 

lo que implica la propiedad (4). 

En lo que falta de este libre sienvpre que aparezea la norma de una 
malriz ha de entenderse que esta es la norma matricial euclidiana del 
teorema 3,8. 

Finalmente, introducimos la nociôn de limite para funciones matriciales 
(es decir, con un conjunto de matrices como rango) de un vector. Sea F la 
funciôn matricial definida por 

//n(y) /u(y)\ 

F (y) = . 

\./ml(y) ••• fmni Y) J 

donde cada funciôn f tj es una funciôn real de un vector. Como es usual, 
en la definiciôn de lim F que sigue suponemos que x es un punto de 

X 

acumulaciôn del dominio de F . 1 


3.9 Definiciôn. Se dice que la mat riz A es el limite de la funciôn matricial F 

en x. lo que se escrihe , lim F — A o lim F{ y) = A, si para cada numéro s > 0, 


\~*x 


ha y un numéro à > 0, ta/ que siempre que ye£z f y 0 < |y — x| < à enfonces 

!|C(y> — A i| < e. 

N ôtese que si Fc s una funciôn cuyos valores son matrices m x n , entonces A 
es una matriz m x n . 


3.10 Teorema. Sea A una matriz m x n, F una funciôn cuyos valores son 
matrices m x n y dominio un conjunto de redores, y x un punto de acumulaciôn 

de Sù ¥ . Entonces lim F ~ A si y solo si lim j\ f = a ij para todo i — K_ m 

y j = 1, x x 

La prueba se omite ya que es la misma que la prueba del teorema 
correspondiente para funciones de R en R" (pâg. 103). 


Problemas 


1. Si 




0 



1 7 

1 

4\ 


h 

i 

1 5\ 

A = 

1 3 

5 

3 

, B - 

3 

5 

— 2 

, C = 

2 

[ 

7 —4 


i 7 

\ “ 

1 

~ 2 ) 

! 

1 -7 

i 

h 


1° 

2 3/ 


1 En esto y en lo que sigue siempre supondremos que todos los vectores que 
constituyen e! dominio de una funciôn son del mismo espacio vectorial. [N. de! T.] 
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determinense 

a) fi + C b) AB c) BA 

d) (AB) C e) AB + AC f) A(B+C). 

2. Demuéstrese que el conjunto M de todas las matrices m x n de 
numéros reales es un espacio vectorial sobre el campo real, pâg. 37; es decir, 
demuéstrese que 

A 2 . A -h B = B + A para toda A y B en M. 

A 3 . (A + fi) + C = A +(B+C) para toda A, B y C en M. 

A 4 . Existe una matriz O en M tal que, para toda A en M, A A- O = A. 

A 5 . Para cada A en M existe una matriz — A en M tal que A +( — A) = O. 

5 2 . 1 • A — A para toda A en M. 

5 3 . r(sA) — ( rs)A para toda A en M y r y s en R. 

5 4 . (r-\-s)A = rA +sA para toda A en M y r y s en R. 

5 5 . r(A 4 B) = rA +rB para toda A y B tn M y r en R. 

3 Si A es una matriz m x n e / es la matriz n x n con entradas 

I(iJ) = àij , donde d ; - 7 - (llamada delta de Kronecker) es 1 si / = j y es cero 
si i ^ y, demuéstrese que 4/ = A. I se llama la matriz identidad nxn. 


4 . Si 



detenninese d b. 


5. Si r es un numéro real, /I es una matriz mxn , y fi es una matriz 
n x p, demuéstrese que 

r(dfi) - (rd)fi - d(rfi). 

6. Demuéstrese que la correspondencia uno-uno 


A = 


I 


\ 


! ^ 1 1 • • ’ ^ l n \ 


a 2] ... a 


2n 


* ^ ^ (d 1 1 ’ • * • 5 ^ 1 n •> d 2 1 ) • * * » ^2n J • ■ ■ ? ^m] 


' ^ w 1 ’ * * ^ 


m» 



establece un isomorfismo entre el espacio vectorial M de todas las matrices 
mxn de numéros reales y el espacio vectorial R""'; es decir, demuéstrese 
que si A <-> a y fi *-> b, entonces d 4 fi <—► a + b y rA <-> ra para todo 
numéro real r. 

7. Demuéstrese que Ax ~ Sx para toda x implica A = B. 
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8. Para veetorm en R" deiinnnos. para c ala /■> 
ivula 


. ima nom ai nor la 


delimmos la norma x , pur la régla 


mux , ; v ; ! ; 


.. ri 


i )emaen rese une 


\ . : \ . <: n ' \ 


■i Si 


t ( V ) 


^ \ > ^ , n \\ 


; 3 .V 


Y 


l ~) -, 
\ 1 A 




I 4 


a: / 


u 


ieterminese !im / ( v i 


4. LÀ DÎFEELNCIAL V LA DERIVAI)A 


4.1 Définition. I.a iuneiôn t de R‘ en R' es difere ne table en el puni o \ 

v/ f r.vm dejinida en una / ecintiad -d i \ ; r i -/r x i , adewns. existe una nnmiz 1 
{indenendieme de h) /o/ p/a' /mn/ vuakjieier piano x a- h t/7 à/' (x; /•) 


4.2 


f( x -, L h ! ■ f(x ) / i h i- <-I>Lv : h î h 


donde i i ni ( F(\. h) O. hi termina l h se dama dife rendu! de f en \ y h 

il * Si 

y se dénota nor di'ix: h). I.a niatriz I se Huma dériva du de ï en x v se Jenoni 
nor DU \ ). 

hn 4.2 consideranun ioJon lo> \ecios\m eonio \écumes coiumna: ! \ <i> f x : h) 


son mai rues m 


v ( ) e > 


main/ cero m y n. taiionces, usa no ■ 


notation cm ami ai podemo 


■scr? ni r la ecuacu 


•omo -aime 


i t ■. 

! ’ \ V 


4 U ) 


/, a x: a 


h) 


i \ / 


/.J x ) 


i t 


i . 

f! 


\ : li 


\ Il ) 


a , a x : h) 


*„„( x : h i 


n 
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/ /'i (x)\ /a, ’ li\ /tp, {X ; h)- h 

•; + : ]+ : 

\ /,„(\)/ \a„, • h/ \(p„,(x ; h)• li/ 


/ /, ( x ) + a, ■h + <p l (x;h) , h 

\/ w (x) + a,„* h + <p ni (x;h)*h 
Asi pues, la ecuaciôn 4.2 es équivalente a 
43 /(x + h) = /(x) + a t - * h ^ <pj(x; h) - h, I ^ ^ m. 

donde 



a ; = (a ix ... </ /n ) y <p.-(x: h) = (</> n (x; h)... cp in (x: h)). 


Si lim 4>(x; h) - O entonces, para todo / (I ^ i ^ m), lim <p,(x; h) = 0. 

h -0 h >o 

Asi pues, si f es diferenciable en x, entonces cada una de las funciones 
eomponentes / es diferenciable en x. Anâlogamente, si Hm tp f (x; h) — 0 

h -o 

para todo / entre I y m. entonces lim <]>(x: h) = O. Esto muestra que f es 

h - o 

diferenciable en x si cada una de las funciones eomponentes es diferenciable 
en x. A conlinuaciôn enunciamos estos resullados como un teorema. 


4.4 Teorema. La f une iôn f = (/ \ . ..., f m ) de R" en R m es diferenciable en x 
si y solo si cada una de las funciones eomponentes /• (/ — es 

diferenciable en x. 


Si f es diferenciable en x entonces cada una de las funciones eomponentes 
fi es diferenciable en x y ei vcctor a, en 4.3 es D/-(x). De donde. 


4.5 


Dï (x) 


/Dj./'jtx) ... D n f\(x) 


D { fjx) ... D n f m {\), 


y 


dïix: h) = Df(x)h 


/ JD/, ( x ) * h 
' Wm I * ) * h 


\ jdf I (x; h)\ 
! u// m (x ;h)/ 


La funeion matricial detinida por 


pCf i DJ\ 

//,„ ■■■»„ L 


se Huma malriz jacohiana de la funeion f de. R" en R” 1 . Hemos, pues. 
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demostrado que si f es diferenciabie en x entonces la derivada de f en x es 
el valor de la mat riz jacobiana de f en x. 

Supongamos que F es una funciôn. matricial défi nid a sobre un eonjunto 


abierto S en R". Decimos que 
Hm F ------ F(x 0 l De acuerdo con 


F es continua en el punto x 0 de F si 
el teorema 3.10 es fâcil ver que F es 


continua en x 0 si v solo si cada una de las entradas f n de F es continua 
en \ 0 , Entonces, segün teorema 4.4, es fâcil deducir el siguiente teorema. 


4.6 Teorema. Sea f una funciôn de R" en R m . Si la mat riz jacobiana de f es 
continua sobre un eonjunto abierto S\ entonces f es diferenciabie sobre F : 
es decit\ para cada xeS\ hay una cecindad FF (x ; r) a â ta! que para cualquier 
x -h heF' (x: r) 


4.7 f (x -f h 


f (x) -r Df (x) h h- d> (x : h) h. donde Hm d>(x; h) = O 

h-»0 


A déniés, para cualquier eonjunto cerrado FF c= S y cualquier e > ü existe 
un ô > 0 tal que ||0(x; h) || < e siempre que x. x 4 he,F y 0 < |h{ < Ô. 


Prüfba. Tômese xeâ y sea 


FF (x ; r) una vecindad de 


contenida en ê. 


Tômese h tal que |h|<r. Entonces, usando el teorema del valor medio 
(teorema 7.8, pâg. 200) para / = K tenemos 


j]ix+-h)-f i (x) 


!! 

4 h j u j -F ... 

4 /? 

! ' ‘/j 

ïl, 1 )-/ i (x) 

= M' 

-f- h j u j ~j~ ... 

4- h 

U m )-/;(X+/? 2 U 2+ . 

■ 4 _ f . 
' / l 

(x F b j u 2 -f 

t 

A < f, ! 

h„ U„)— /;(x + /i 3 u 3 4 

~F .. 

• -r/i(xF/î n 

U ) 

m ■' 

./;• (X ) 

=■ h j D 

i //(* + H n /o 

u 4 

j 

/i 2 U, + ... +/(„U„) 

t h 2 

Z) : , /) (x 4 (F: 

: to lî : 

J+A 3 U.,+ ... -t-/7„U„ 

4 .. 


,, /q, u„ ) 


K “„) 

+ h„uj 


donde 0 u e (0, i >, / — L ..., m 
con \ corn o Tésimo component 
las derivadas parelaies D J f l son 


j — i,...,/' y u, es ei vector uni tarie 
y todos los otros componentes 0. Como 
ontinuas sobre â, 


+ 0;jhj u, 


/?, u„ 


^ifiWF(Pij(x: h) 


donde Hm (p.fx; h) = 0. Entonces 

h —* 0 

/, ( x -f h) — j] (x ) - h , (D . j] ( x) -r w 11 ( x ; h )) -f 

x i 6 h - u» A x ; h ; s li 


+ /î„(/r,./,(x) + <p,„(x: h)) 


f(x -f- h i.fi 


Df ( % 1 ii -f <l> ( x ; h} h 


como 


r-on î ; « n ; 

X A ? V.-?. r A 


: i i ; 'i < i i >5 i f p 

-— W- » i 1 r'C V.-4- 


rn n 


Ll K- ! i 


vadas para a les D, f es continua sobre cualquiei 
niformemente continua sobre <F (teorema 7.6 


: 1 * 1 
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pagina 478). De donde para cada e > 0 existe una ôij > 0 tal que x, 
x + heJ^y |h| < S if implican 


I Dj h ( x + @ij hj u ; + • * • + U R ) ~ Ji (x ) I — \<Pij(x ;h)i < 


£ 


V mr 7 


Sea ô = min . Entonces x, x + hez^ y 0 < |h| < S implican 


||0(x;h)Ü = 

— m n 

I Z V//Cx;fc) 

1/2 

< 

m M 2 

y y 


J= 1 


j=i j=i 


Lo que compléta la prueba. 


4.7 Definiciôn. Una funciôn f de R" en R m se dire que pertenece a la 
cia se C k en un conjunîo abierto S\ lo que escribiremos f eC k sobre S\ si cada 
una de las [une ion es componentes j\ (i = 1, . ..,m) es de clase C k sobre S 1 ; 
es decir , si todas las derivadas par cia le s k-ésimas de J) son continuas sobre S 
para todo i ~ 1, ..., m. 


4.8 Ejemplo. Si f(x, y, z) = (x 2 -hyz, z sen xy), demuéstrese que f es 
diferenciable en cualquier punto (x, y, z) de R 3 y determinense Z)f(x. y, z) y 

df((x, y , z); (dx. dy, dz)). 


Solution. El valor de la matriz jacobiana de f en cualquier punto (x, y, z) es 

/ 2x z y \ 

\ yz cos xy xz cos xy sen xy ) ' 

Como la matriz jacobiana es continua en todos los puntos (x, y, z) de R 3 , 
f es diferenciable en (x, y, z). 


Df(x, y, z) 


2 x z y 

yz co s xy xz cos xy sen xy 


Ademâs, 

t/f((x, y. z); {dx, dy , dz)) 


2 x dx -f z d v + y dz 
cos xy dx H- xz cos xy dy + sen 



Nôtese que en el ejemplo 4.8 las uni cas técnicas que se utilizaron fueron 
las de la diferenciaciôn parcial. 

Ahora consideraremos aigu nas propiedades de la diferenciabiüdad de 
una funciôn de R” en R m . 


4.9 Teorema. Si f es diferenciable en x, entonces f es continua en x. 
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f unciories vaoîonufes de un vecuu 


: r 


a p p 


i‘‘Rt ’i b,\. Si f es dderenctabie en \. enfonces para cuakuiier \ h en aisuna 

' * 

\eelndji! redueuia de \ 

f ; x h ) f(\i - ih • d>i\: h’) h do iule iim d>(\ : h) () 

h n 

Roi tarno. Iim f(\ - h) - ffxi por ianio f e- commua en x 
h ■ o 


4.10 Teorema 

en \ r 


Si f 


''•in- liifvrcHciahlcs en x i--irntiii.es f « ce iUfereni lahic 


/ > ! f H I i \ ; / >4d. \ I : />g( \ ) 


oif r pi ; N ; h 


iU \ ; h) i <ig\ \ : O) 


P R i 1 1 i a . ( omo f y g Min dii'erenesabfCs en v existe una vecindad /(\; r ) 
de \ îal que para cuulquiei pnnin \ h / d\; r) 

Idx 1 h) - t‘(\) - ’ U>(\; h) h donde dm <l>(x. h) ■ O 

h - o 


g t x t h ) 


AiCiiO. 


si \ *■ h 


g( v ) D-g{\) h mp( x; h ) h donde lim '¥ (x : h) 

h -O 

/ ‘ * \ : r ). 


i) 


jf f g] (\ ^ h) ■■ 1 (\ s h />!'(x)h + (l>(\: h) h -r- g(x) - Dg (\)h4- 'Y(x: h)h 

If' - g| ( \ i i [ DU x ! r Dgi x )| h s [4> (x ; h} 4- T (x ; h)] h . 

Como îim |<P(x ; h • l H(x; h)] (h ï - g es diferenciabie en x > 

h Uj 

DW * g\ i\ , DU x ) 4 / < \ i. 

i. J S 

ci |f - g \ ( x ; h ) t/!’( x : h ) -f- iig ( x : h i. 

}•.! leorema 4.10 y teoremas anâlogos para las otras operaeiemes delinidas 
sobre km funeiones \ecionales de un u\îor pueden probar.se simplemente 
itplieando a las funeiones eomponenfes la teoria para funeiones de K" en R 
desarrollada en e! capiîulo 4. Sin embargo, escugimos probar los teoremas 4.9 
\ i !o en una forma que nos diera alguna mdieaeibn de como podriamos 
desanmüai* la teoria para funeiones de R" en R î! sin considérai - primero los 

le funeiones de R en R. de R en Ru \ de R” en R. Si 
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donde cada térinino es una matriz lxl. Identifieando eada niatriz 1 x 1 
con su un ica entrada, obtenemos 


f(x + h ) = f(x) + ah + (p {x ; h) h. 


Ademàs, a — lim 

h MJ 


f(x + h)- j’(x ) 
h 


Df(x). Por tanto, la definiciôn 4.1 es 


compatible con las definieiones previamente dadas de diferenciabilidad, 
diferencial y derivada de funciones reales de variable real. 

Si f es una funciôn de R en R'\ entonces la ecuaciôn 4.2 es 


f (x + h) — f (x) + A (h) 4- (.v : h) (// ). 


Identifieando la matriz 1 x I (/;) con el numéro real h , vemos que la 

derivada A se corresponderâ con lim - | f(x 4- h)~ï (x)]. Esto muestra la 

h-* o h 

compatibilidad de nuestra discusion de funciones de R" en R™ con la de 
funciones de R en R”. 

Finalmente. si/es una funciôn de R" en R, entonces la ecuaciôn 4.2 se 
con vie rte en 

(/(x + h)) — (/(x)) + ,4h + 0(x; h)h. 

Identifieando las matrices I x 1 (/(x + h)) y (/(x)) con /(x + h) y /(x) y las 
matrices I x n A y <b(x; h) con los vectores correspondienles a y cp(x; h) 
de R'\ obtenemos 

/(x+h) = /(x) + a ■ h +<p(x; h) - h 
!o que esta de acuerdo con 6.3. pag. 18 e ). 


Problcmas 

f. Demuéstrese que f es dit'erenciable en todos los puntos ( r, r. z) 


f A 

V 

determïnense 

/)f( v, r. : 

) y 

a f((.\\ \\ 

z): 

(clx 

a ) 

f( 

v. 

e. 

_) = 

y : ) 





h) 

f( 

v. 

\\ 

Z) = ( A \\ 

T S 

r+ \~ z) 






ft 



/ V 


\ 




c) 

A . 

y. 


2 y f 1. v. 

: 1 

/ 




il) 

f( 

x. 

\ ' 

\. 

C) - (,V+1 

A 

ce . v - 

- i 

/ 




2. 

Si 

c 

es 

una funciôn con si a 

me 

de R r ' en 

R' n 

. de 

3. 

Si 

t 

es 

la funciôn 

1 de R"en 

R‘ 

con régla 

C 1 

de 

coi 


demuéslrese que /’)f(x) - al donde / es la matriz idenlidad nxn (/(/,/) = 0 
si i + j e /(/./) = 1 si / = /). 
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4. Si f y g son funciones de R" en R m que son diferenciables en x y u es 
una funciôn de R' 1 en R que es diferenciable en x, demuéstrese que 

a) f ■ g es diferenciable en x y 

d{ f * g] (x: h) . f(x) 9 t/g (x ; h) + g(x) * df(x; h). 

b) Si m = 3, fx g es diferenciable en x y 

d[fx g] (x: h) ~ f(x)x</g(x; h) + df(x; h) x g(x). 

c) uï es diferenciable en x v 

* m? 

d\uï] (x; h) = u(x) df(x ; h) -f- du(x ; h) f(x). 


5, REGLA DE LA CADENA 

Ahora consideraremos la composiciôn de funciones vectoriaies de un 
vector. 

5.1 Definiciôn. Si g es una funciôn de R fî en R m y f es una funciôn de R m 
en R p , enfonces la composiciôn de fcong , que escribimos: f g. es la funciôn 
de R' 1 en R p con régla de correspondencia (f g) (x) = f (g ( x )) y dominio 

i d' ^ g 1X s XGÿ|r, g 1X ) G ;/ f j , 

Si f — (/,,..., f p ), entonces f g = (/. g, ..., f p g). 

Antes de considerar la régla de la cadena para diferenciar una compo¬ 
siciôn de funciones, damos algunos teoremas relatives a les limites y a la 
continuidad de funciones compuestas. 

5.2 Teorema. Si g es una f unciôn de R r en R"' ta! que Hm g = b, f es una 

a 

funciôn de R m en R p que es continua en b, y a es un pim ta de acwnulaciôn 
del dominio de f g, entonces üm (f g) = f( b) 


5.3 Teorema. Si g es una funciôn de R n en R m que es continua en a y f 
es una funciôn de R m en R p que es continua en g (a), entonces f g es conti¬ 
nua en a. 

Las pruebas de estes teoremas son las rmsmas que las de los teoremas 4.6. 
pâg. 176, y 5.3, pâg. 186. 

Enunciamos ahora la régla de la cadena para la diferenciaciôn de las 
funciones compuestas. 

5.4 leorema. Sea g una funciôn de R n en R" 1 que es diferenciable en un 

* 

conjimto abierto 4 . y sea f una funciôn de R m en R p que es diferenciable sobre 
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un conjunîo abierto que coniiene g($). Entonces f g es diferenciable sobre S 
y para toda xeê se verifican las siguientes formulas: 

5.5 D[f o g] (x) = Z)f(g(x)) Z)g(x) 

y 

d[ï <•' g] (x; h) = Z)f(g(x)) dg(x; h) = </f(g(x); dg(x; h)). 

Prueba. Sea xeS\ Como f es diferenciable en g(x), existe una pxm 
matriz A tal que para todos los puntos g(x)-hk en cierta vecindad reducida 
^'(g(x); s) de g(x), 

5.6 f(g(x) + k) = f(g(x)) + [/H-<D(k)]k donde Hm d>(k) = O. 

k-+0 

Definimos ahora d>(0) como la p x m matriz cero O y observâmes que es 
entonces continua en 0. Notese también que 5.6 se verificarâ entonces para 
todo g(x) + key(g(x);^). Como g es diferenciable y, por tanto, continua 
en x existe una vecindad £f(x; r) de x tal que g(£A(x; r)) c= ^(g(x); s) y 
existe una matriz m x n B tal que, para todo x + he^'fx; r), 

5.7 g(x + h) = g(x) + [fi + v P(h)]h donde Hm T(h) = O. 

h “■* 0 

Tomemos ahora x+h en Sf'(x;r) y sea k(h) = g(x + h) —g(x). Entonces 
Hm k(h) = 0. Y de 5.6 y 5.7 obtenemos 

h -'O 

[f- g] (x + h) = f(g(x) + k(h)) 

= f(g(x)) + [/4 + <t>(k(h))]k(h) 

= f(g(x)) + M + d>(k(h))] [Æ + 'f'Ch)] h 

= f(g(x)) + dfih + ©(h)h. 

Como 

lim 0(h) - Hm [®(k(h))5+/iy (h)+0(k(h))Ÿ(hfl = O, 

h -G h->0 

f g es diferenciable en x. üsando el hecho de que A = Df(g(\)) y 
B = D g(x), obtenemos 

D[f g](x) = £>f(g(x))Dg(x). 

Ademâs 

^[f g] ( x ; h) = /)f(g(x))Z)g(x)h = Df(g(x)) dg(x; h) 

= ‘/f(g(x); dg(x; h)). 

Lo que compléta la prueba. 

Por 5.5 vemos que la entrada D-[ f\ g] (x) en el i-é simo renglon y /-ésima 
columna de D( f g) (x) es el /-ésimo renglon de Dï(g(x)) por la 
/-ésima columna de Z)g(x), es decir, 

5 - 8 D j[fi ° g] (x) = D/i(g(x)) • Djg(x) 

donde Djg = (, Djg x Djg m ). Llamamos también a 5.8 la régla de la 
cadena ya que es équivalente a 5.5 
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[Cap 


es dccir, 
cl 


o bien 


ra un case parlicuiar r 
les. Supongarnos que g 
de R en R. Sea / ----- 
. hntonces. usando la 

le la réel a de la cadena 5.5 
e s u n a f u n c i 6 n de R 2 en R 2 
: ./ g. (.V. r. z) - g(m r). y 
real a de la cadena tenemos 



CA 

ex 



eu 

CL 

ft'\ i cf e J 

Y) 

e'Y 

cy 

-y / \ * -s 

cv / \rv c j 

- / 
rz / 

eu 

CL 



(Z 

ez 



eu 

CL 


cf <x , cf cy c f c z 
ex eu cv eu ez eu 


et cf ex ( cf cy ^ cf ez 
ce ex cl cv cv ez <Y 


c il ex 


eie cr cic ez 


etc ( A c ic < y eue ez 


( ! X (U ( Y eu (Z (U 


( X cv 


e y c e ez cv 


5,9 lÀjemplo. Sea / una funciôn real que es diïerenciable sobre R 2 . Si 
descri bi mes los punies de R 2 por medio de coordenadas pela res, entonces f 
se transforma en la funciôn A — / g donde g (r. d) = (r cos 0, r sen 0); 
es decir. 

/•’(/*. 0) -- f (r cos (K e sen d). 

Encuénlrense expresiones para las derivadas parciales de h en términos 
de las derivadas parciales de /. 

Sou ou >n !. Usando la reula de la cadena. tenenios 

■ 

Dt {r.Ü) --- Di {r cos (À r s en d) Dg(r, d) 


( D | / ( /■ cos d. r sen d), D , / ( r cos d 


,wh7 DiViC-O) D 2 çi t (r,0)\ 
•"■“""U , lht r.,nD 2 , ht rjn) 


{D, i\r eosd. r send), AY /(rcosd. rsend)) 


cos d — r sen d 
sen d /• cos d 


de modo que 

A), A ( t\ d) = cos d /.)| /'{/• cos d. r sen d) + sen d D 2 f(r cos d. r sen d) 
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y 


D 2 / (/', 0) = — r sen 0 I) ] f(r cos (L r sen 0) -f- r cos 0 D 2 j\r cos 0, r s en 0), 

Si h ace m os (.y. r) = g(/\ 0), enlonces F{r. 0) = /(.y, r), y la soluciôn puecte 
escribirse como signe: 

/ C Y ( .y , 

\ 

c 1 / c/ \ / cos 0 — r sen 0 \ 
ôx C v J \ sen ^ rcosÜJ 

dr C0 / 


n r 

r sen (/ — -f r cos ü — 

^ "s 

C.Y d}’ 


de modo que 


B F Cf Bf ôh 

— = cos 0 — + sen (/ — v — 


o r 


ex 


( V 


I) F(rJ)) 


(CF C F \ 


cr CO ! 


Cf Cf 


ex c v 


I cr æ \ 


\ ( -y ô / 


Soluciôn 2. Podemos obtener estos resullados usando diferenciales. Por 
défi n ici 6 n 

ciF({i\ 0): (dr, c/0)) - D x F(r , 0)dr+ D 2 F(r , 0)J0. 

Usando la régla de la cadena tenenios 

dF((r;()) \ ( dr , JO)) = J/(g(r, 0) ; Jg((/% 0); (J/\ JO))) 

= C /(g<Y ((r, 0); (c//-, dû)) 

+ D 2 f(g(r. 0))dg 2 ((r, 0)\ (dr, dO )) 

— (cos 0 dr — r sen 0c/0) D , /(r cos 0, r sen 0) 

+ (sen Odr + r cos Oc/O) D 2 f(r cos 0, r sen 0) 

= [cos 0 D, f(r cos 0, r sen 0) -f sen 0 D 2 f(r cos 0, r sen 0)] dr 

+ [ — r sen 0 /), f\r cos 0, r sen 0) -f r cos 0 /(r cos 0, 

r sen 0)] J0. 

Por tanto, 

D x F(r , 0) = cos 0 /) { /(r cos 0, r sen 0) + sen 0 D 2 f(r cos 0, r sen 0), 

/) 2 0) — — r sen 0 D , /(r cos 0, r sen 0) 4- r cos 0 /) 2 /(r cos 0, r sen (f). 

Usando la notaciôn de variables, podemos escribir la segunda soluciôn 
del ejemplo 5.9 como sigue. Sea (x, y) = g(/\ 9) = (r cos 0, r sen 0) y 
z = F(r\ 0) — f(x, y). Entonces 
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Ademâs. 


An — 

vi 4, - 


CJ , (7 

— cîx -F —ci v 


ex 


0 V 


t 


— (cos 0 dr — r sen 0c/0) — -f (sen 0 dr -r r cos 0 ci9) 


ex 


df 


O Y 


i ^ f j \ j Tj / ' T / 1 \ 

= ( cos 0 “ -i- sen 0 ~~ J a r + I — r sen 0 ~ 4- r cos 0 — ]c/0 


ex 


v / 
v -'' v / 


^ V 


<3 y/ 


Por tante. 


„ et cj 

— = cos 0 — -r sen 0 — 


df 

cf 


OX 


C V’ 


Cf df 0 f 

— ™ r sen cj ~~ f- r cos 0 ~ 

6’0 CA' CT 


Podemos prescindir por complète de los simbolos de funciôn v escribir 


ci z 


c z 


— / 


Ir 


O j: 


r ; r 


10 


Ci 


0 


Y 


dz = — dx -F — cl y = — (cos 0 dr — r sen 0 c/0) + — ( sen 0 dr -h r cos 0 c/0) 

-*s -*\ *■ 

ex g v ex o v 


( cos 0 ~ 4- sen 0 j dr 4- j 


r sen 0 


f■ 


C'*- 


4- r cos 0 — ] dû 


ex 


C Y / 


fi y 


/r ; 

L- J. / 


El resultado se escribiria entonces: 


O' — .. N C — . 

— = cos ü — r sen 0 


c c 


C X 




C V 


oz 

aO 


i : 


sen 0 


CT 


. CT 

r cos 0 — 


ex 


ôv 


Ilustramos ahora el uso de la régla de la cadena para la determinaciôn 
de las derivadas de orden mavor. 


5.10 Ejemplo. Si F = f g donde g {r. 0) = (r cos 0, r sen 0), proporciônese 
una expresiôn para D 2 X F en términos de las derivadas parciales de /. Se 
supone que las derivadas parciales de segundo orden de f son continuas. 
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Soluciôn. Como las derivadas parciales de segundo orden de / son conti¬ 
nuas, las derivadas parciales de primer orden de/y la propia f son diferen- 
ciabies. En la soluciôn del ejemplo 5.9 demostramos que 

Z); F(r, 0) — cos 0 D , f(r cos 0, r sen 0) 4- sen 0 D 2 f(r cos d, r sen 0), 

Lu ego, 

^2.1 O”-* ) 

— cos d[DZ) | /(> cos O. r sen d) ■ ( — r sen (i, r cos d)] 

— sen 0 D , f(r cos 0 , r sen (0 

•f sen ()[DD 2 /(r cos d, r sen 9) * { — r sen d, r cos d)] 

4- cos 0 D 2 f(r cos d, r sen 0) 

-- r sen d cos d // t . /(> cos (K r sen d) -s r cos 2 0 D z%x f\r cos d, r sen d) 

— sen d f(r cos d, r sen 0) — r sen 2 0 D, n2 J( r cos d, r sen f?) 

4- r sen 0 cos d // 12 /(r cos d, r sen d) 4-cos d D 2 f(r cos d, r sen d), 

Como f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas, 

D { 2 j\r cos th r sen d) = ü 2 11 /(r cos d, r sen d) 

de donde. 


£> 2 . i Fi.r* &) “ r sen 0 cos 0\D 2 * 2 f(r cos d, r sen d) — Z/ , /'(r cos d, r sen 
4- r(cos 2 0 - sen 2 d)Z) 2 A f(r cos 0, r sen d) - sen dZ/// cos d, r sen 0) 
4- cos 0 D 2 f{r cos 0, r sen 0). 

Desarrollando la soluciôn en la notaciôn de variables, tenemos 

- cos II il + sen II M. 


or 


vx 


dy 
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ô 2 F 


Ô6ôr 
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cF\ ë ( cf 
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ëo\ôrj de 


? J ‘ 
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O Y 
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->2 /• V2 /- 
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-4- 


c; r 


2 -v/) 

C’A <70 


orclv Ld 


— sen d 


df 


ex 


4- sen 0 


Z / 1 "2 ^ 

u J ex o f vy 


Lux d y cÜ cy 2 ôO 


-I- cos 0 


of 


G Y 


C ./ 


— r sen d cos d — 4- r cos 2 0 

^ 2 -> 

UX c V ( X 


_ sen o o _ sen 2 0 Fi 


OX 


CX V Y 



'V? 4 

/: t m 


r “i j nf 'q nos vectoriafes de un vecior 
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Ü,F(P 0 ) 0 4 /-'(Po) 
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^ 0. 


I sie déterminante de dernadas parelaies se ilama jaeobiano \ se représenta 

ci F. G ) 

por . . C. onio ei jaeobiano es distinto de eero en P 0 . podemos suponer 


‘ ‘si 


que /F 0(1*,) y /-b F (JR t son distintas de eero [ei procedimiento séria 


an ai¬ 

>eo 

\ - 

si /),/•'(] 

iVi y /), ( 
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pâc. 229 

(ei 

de R 

; et 

; R. venus que ex 
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(.y, (. f i \. ), u. /s \ .. t. 11 ? / 

D. / (AA \\ U Jl{ A, IA M )) 




aa iA an 


/F F( AA. Y. IL h ( V, IA if}) 
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y con las variables omitidas por brevedad, 


5.13 


DM 


D i GD 4 F-D 4 GD i F 

DM 


i — 1,2,3. 


Como H g C 1 sobre //. tf(x 0 , y 0 . f/ 0 ) = 0 , y D 3 //(x 0 , y 0 , u 0 ) ^ 0 , el 
teorema de la funciôn implicita, pâg. 229, implica la existencia de una 
vecindad . I ’ de (x 0 ,y 0 ), una vecindad <w 0 — 1 \ u {) + c > de u 0 , y una funciôn 
feC 1 sobre J ' lal que la région cilindrica 

{(x, V, w) I ('-v, y)(r. 4 . we<M 0 -c% w 0 + <:*>} c: ,//, 

i*o = J ( x o ' 3 o ) î 

y, para todo (x, y) e J r 

/(x, y ) e <w 0 ~ u o + c > y H (x, y, /(x, y)) - 0 . 


Ademâs, para toda (x, y)e,A \ 


5.14 


DJ(x,y) 


Djtiix.yJix.y)) 
D 3 H(x, y,./ (x, y)) 


Haciendo #(x, y) = /?(x, y, /(x, y)), tenemos para toda (x, y)e. I ’ 
r(x, y, /(x, y), 0(x, y)) - 0 y G(x, y, /(x, y), g(x, y)) = 0: 


es decir, u = /(x, y) y r = #(x, y) son soluciones de 5.11 en alguna vecindad 
de (x 0 , y 0 ). Por 5.13 y 5.14 


5.15 


F>if (x, y) 


D i GD 4 F-D 4 GD i F 
D 3 GD 4 F — D 4 GD 3 F 


donde las funciones a la derecha estân evaluadas en (x, y, /(x, y), g(x, y)). 
Ademâs 


£>/#(x,y) = /)///(x, y. /(x. i’)) + £> 3 /7(x,y, /(x, y))£\-/(x, y), / - 1,2. 


Usando 5.12 y 5.15, obtenemos 

O a(x v) = - M + M . DfiD ^-D^F 

DJ- D 4 F D 2 GD 4 F-D 4 GDJ 


5.16 


/. ; / £>,( > - D , FDfi 
D } GD 4 F-D 4 GDJ 



donde las funciones a la derecha estân evaluadas en (.v, r, j(x, y), #(x, j’))- 





. O f ! à i V : 


U: 


? r '* K 
f s. ,.f 


a r: 



Resuliados anâlogos son valides para otros cases. En general, bajo 
condiciones ar>rooiada$. m eeuaciones en n variables (// > m) oueden 

A a. i 

resolverse para m de las variables en términos de las oîras variables. Si 
suponemos la cxistencia de una soluciôn ta!, podemos ealcular las derivadas 
parciaies de un modo 


armai, llustraremos este 


en ei 


iigulente ejempl 


K* . 


5.17 


Supongamos que las eeuaciones 


_u 


VU + 2 


i = 0 


Xï ~r 


a zw — a 


n 


pueden resolverse para u y r en termines de 


e// rr 

-'^rminense y 

ex ex 


Soi : c ion. Suponiendo que v y r son funciones de au \\ y z. lomamos 
denvadas parciaies de las eeuaciones con respecto a x: 


eu 


< X 


Cl 


ex 


0 


ce 
x — 

OA 


6 z a 


c n 


L -v 


0 



5] 


Régla de Sa cadena 


277 


Resolviendo estas ecuaciones para — y — , obter.emos 

ôx êx 


2 r ' 


2 2 
À' 4" V 

x v f 12 zk r 


! 6 zu 


! 

6 eu 


6 zu 


i ... ; 


12 xzu — a' 


.XV 4 1 2 Z W i: 


Frobîcmas 

L Si (dv. y) = i\ ic) y z 


f > - -, - v 

/ l , i ) 


f{g{iu v. ir )}. désarroiIcitse las 


formulas para —, . v — de aeuerdo con la régla de la cadena. 

* -, ~ • •* ^ 

VU (T CIC 


2» Supongamos %{it. i\ ir) 


r, ic J ?, EncuéîHrense 


i fi . ! 


y r ■*- ^r), /(.v, y ) - v~ •• v" y 

y ; / 

v — nor calcule directe v también 


v ; f < 


aplicando la régla de la cadena. 

3* Si g (a, r. /r) — (u sen r, /f 2 , ir 


/• s > i v 

- / y t \ 1 ^ 


v* > : ~ v ■ 

Y f- > f. 


/ ( f// i r.' i : 

( y S jr»» \ * "i '• ^ " i X f ’ 


, C i 

et 

encuentrense 

-, —. 

-, 


ait 

(, t ; 

de la régla de la 

cade 


!f* r v -Ci ? ■ : M ;'S 


nor cas 


io enrecto y taniDs.cn per apneacEon 


< r 41 * 


(/> sert q) cos (/, y sen ce sen / o cos y? 
derivadas parera!es de /” y las de f. 
bu 1 o v S C‘à rn O! O lit* ronr- s ?* n u n u c rt-r-i 


4. / es une iuncion d itéré fia abi.e y F ~ f . g donde g(/v fi, <p) --- 

t cy sen / c cos ç?e encuéntrcsc una relation entre las 
de /• y la> de j. (F es la r uneion en que/se transforma 
c o o r d. e n a d a s re c i a r. g a s a. re s a e s f e r i ca s. ' 


a* muai 


(Este proDlem 
a cïiïndricasd 


.i probiema 4, sa! 
«i üwUi e e ?.. u. ii î i c.' v. a 


que g(j\ () % z) = (r cos bd r sen bd z). 
a mos d e coo rden ad a s rec t a n a u la res 


o« Detei mineuse las de 11 v aci as p*a.i e unes etc r : — 

u) g(u, r) = {u cos a cos t.\ u cos o sen r. c sen a) 
/(-X, >\ r) - .y 2 4 sv 2 
h } g {a. v ) -- \ ■ i co s r.. /1 s e n r, 3 ; f 2 i 


g cuando 


b) g (ce. r) 


i i n r i:r 


f { y \ ' ~7 ; 

\ ■ ••, y ~ t 
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7. Supongamos que f lien e den v ad a s pa rciaies continuas de seg un cio 

2 -, 2 

ordcn. Si u — /‘{.v, v), enfonces -.-- 4- ~ 0 se Ha ma eeuaciôn de La place 


ox or ' 

en dos dimensiones. Demuéstrese que si cam liamos a coordenadas polares 
de modo que u -- /( r cos 7, r sen 0 ), enter ces 1 a eeuac 16 n de L.aplace 

tonia la forma 


, i 


r u 1 eu 1 d 2 u 

4- ~ ~ 0 . 

cr r Cr r et) 2 


8. Supongamos que / tiene derivadas pa rciaies continuas de segundo 

^ 0 


orden y u -- Demuéstrese que la eeuaciôn de onda -—~ — a 2 — 


et 


ex 


tonia la forma 


e~ u 


or os 


0 bajo el cambio de variables: r — x + at , s 


- v 


ut. 


9. Dem uéstrese q ue u — F(x — at ) -4 G (x f ai ), donde F y G son f u nciones 
arbitrarias con derivadas parciales segundas continuas, satisfacen la eeuaciôn 
de onda 


^ 2 

e u 1 e u 
—-— a~ —- = 0 


ai 


2 

ex 


10. Si u — F{x — y , y 


, , ou ou 

x) demuestrese que-1- 

dx cy 


11. Demuéstrese que la eeuaciôn 


2 à 2 U 2 

* -n + y 

ox 


-\2 

C U 


oy 


eu 


ox 


du 


-t- y — + 0 


OY 


. , 0 “U 0 u 

toma la forma —- + 


- 2 T 2 

or 6 s 


0 bajo el cambio de variables: x 


12. Si ta i\ x y y estân relacionadas por las ecuaciones 
xyu — yv 2 + .v 2 = 0 4 u 2 -f- 2 v 2 — x 3 y = 0 



uz 



encuéntrense : 

du ou ôv ôv 

a y — 

dx dy dx dy 

13. Si las variables lo l\ x, y y z estân relacionadas por las ecuaciones 

x;u; + xzv-y y; = 0 yzw4-xyr; —3x = 0 


, , dx dx d y dy 

d) y 

du dv du Ov 
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fil du du CV du fi 

encuentrense—, —, —, —, —, — 

^ ^ ^ -N 

ex o y a z ex cy az 


6. SUPERFICIES 

En el estudio de ias superficies nos enfrentamos con un problema anâlogo 
a uno con que nos encontramos al discutir las curvas: una superficie, 
<,qué va a ser?, <yun conjunto de puntos o una funciôn? En conformidad 
con nuestro tratamiento de las curvas elegimos définir una superficie como 
una funciôn o, io que es équivalente, un conjunto de puntos descrito 
de una forma particular. 

6.1 Definiciôn. Una superficie en R” es una funciôn continua de un sub - 
conjunto conexo de R 2 en R”. 

Nosostros aquî vamos a considerar tan solo superficies en R 3 y, por tanto, 
el término “superficie” significarâ una funciôn continua de R 2 en R 3 . 

Asociado a una superficie f siempre tenemos un conjunto de puntos 
en R 3 : el rango de f. Podemos considerar la superficie como este conjunto 
de puntos descrito en la forma particular determinada por f. Denotamos 
por ello a una superficie por SU, por ejemplo, y decimos que Sf es la 
superficie descrita por f. Si SU esta descrita por f, enfonces la ecuaciôn 
x = f (h, v) se Hama ecuaciôn paramétrica de SU. 

Por ejemplo, si f tiene como dominio 

S = {(u, v) | we[0, 2n], — oo, oo}} 

y régla de correspondencia 

f(w, v) = (a cos w, a sen w, v), donde a > 0, 

entonces la superficie descrita por la transformaciôn f de ë es el cilindro 
con ecuaciones paramétricas 

x = a cos w, y = a sen w, z = v; we[0, 2n ], ve < — oo, oo). 

Podemos ver que ff es un cilindro circular de radio a con el eje Z como eje 
observando que la distancia dei eje Z a cualquier punto (x, y, z) en SU es 

yj x 2 + y 2 = y a 2 cos 2 u -f a 2 sen 2 u — a. 

Bajo la transformaciôn f de la faja vertical S, cada recta vertical u — u 0 
en ë se transforma sobre la recta vertical 

c ë UQ = {(û cos u 0 , a sen u 0 , v) \ ve < — oo, oo )} 
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que pasa por (x Q , v 0 , z 0 ) con normal {D } g(x 0 , y 0 ), D 2 g(x 0 ? y 0 k - I ). 
Haciendo f = (7 t , / 2 . </) vemos que 

/>! f(jr 0 , Vo) x O 2 f(.\o, V 0 ) = ( 1,0, D j g ( ;c 0 , v 0 ))x (0, K D 2 g{x () . y Q )) 

~ — ( [) ^ g ( AC) , Vq }. D j g V-Vq n _Vq )‘ I )• 


A si pues, en este caso D i f(.v 0 , v 0 ) x /) 2 f(:v 0 , 
tangente en el punlo px 0 , r 0 , e 0 ). 


y 0 ) es un a normal al piano 


Con sidéré mes ahora el caso general de un a superficie descri ta por 

la transformaeiôn f de 6 donde ieCL Se a 7; Uo la curva en R 3 con ecuaciôn 

î(u t> . rh (u 0 . r)eo y 7 rü la curva con ecuaciôn x = f (u. r 0 ), 
3): C r;) suele llamarse curva R-coordenada sobre ,7‘ y C L , 0 
curva (Acoordenada sobre -7. E; vecior DJ(i; 0 „ v (i ) es un vector tangente 
a la curva 7,. fi en el punîo f(u 0 , r 0 ; y A>t(i/ 0 ,c 0 ] es un vecior tangente a 
en f(»o, ?(>)- Si D ï i(u Vi r 0 ) x DLL 0 , r 0 ) # (I 


parametnea x = 
(w, r 0 )e7 (figura 


7 


EÔ; 


ei nonces ÜL f(a 0 , r 0 ) 



! M 

7 

— 



; ■; 



1 




im j 

i i 


_ t V -- 

; o 

""i 

[ j 


! | 

[ 

L_ ! 

p —H 

i 


fr *. “p 

*.7 f - •• J * 
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L 

LL 

c i 


f "1 

f * 

> , ‘ 

ï 5 i 




o 


H/; 


{ \ ;; r* n r* -j 7*v"i t a \ r\ C \ T' •' } ' 

X I V/ w>W ! 1 {l '<.4 t 4 .%, J w- 1 ^ <-'• V./ 


!■> «> j 'H '0 C f t 

i'C A i. 'V.' V X W* -w g' C-V k..' 4 


r i 


r t 


. » 5 % ‘ < t'- -, v 
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jT / 
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v/ n U;r 
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~>u 


f r/.-. 

^ i t 


i- V V.. » ? 

: i- l ■ 


; «* t*<• < •* 
. | ^ 


1 A 
i 7 ô. 


i CIC V. 

3c.tno tangente 


r,n se hama piano lanaeme a 

M f V i ) ï . -.> c r' i c V s t .< \ /Îp . v 


i 


en end a irunio v se 


- • i- rm no - 
anio. 


■d l-i V 


Cl 


unn-r^p-Mp m q. ■ > 

■ L i iiv I w * i O i.i 


» i ] j P 
el C- 


e t r à id, ' •« 


Or 


,e 


St il 


i 1 


■>asa n o r 


rurva ,: 6 
^(g(/o)) 


f î j 

Vp-i ï-.mj 

i 

mt 

o (;f u . 

i p-v.p- v r 11 

.3 K» ,/t- r. t 

Lt 

p°r la 

\.G 

Ai 0 ■ 

o r 

la reg 


u Oi 


/> i"G 


n ■ •* n r v ■ 

«••S 

( . ou r>o n si a ’ n o s 
lu* va en < 

■ u - 

transro 
a de la 

O if,, ) ~ i)?to( ?, i ). /}a 

m?i ~ '• {f? \ * ■ ; / »• —- £** 


:cta tangen 

i 

■ ■ : î_ i r- A ; 

x 0 ■.■inonct 

'S 

L se eue 

s a * d e s 

•J! 

■lia por k: 

* *-'i t •• : “i ' \ r î ■ 

i ' 1 . :ûf LK 3 i i r 

y 

■ ■■C 

f >-;* ; : q v 1 - ' l r - 'n 

v E Cl L ‘ i..>i vd j f t : 
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fe 

U 0 } = Oc 

^ p- 
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O' 

r' 7- c 

•x^. S.' /= Cl* 

.J. •: 

-auCi la 
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' . • v_j / 

; 

''-x S 

J.X -v U . ^ r. £> .y i 
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i inan un 
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r n f» | 
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; j L: J l c ) 
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ra en 
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r» 

* r t 
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oe / que 
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* p e 
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uvwk .3 J e * V-L 


f S C> £ î , \ 

l u* \ *■ I ? ? 


fx 1 \ Lv- •• 
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Oinitiendo ios puntos en que estas derivadas son evaluadas, tenemos 


i)\_î g 


//.),/, 0, /■ 


D * f * \1)J 


\/)j /', /-> J ./ 3 / 


Dg 


j [J . / J Z.)U J h l) y f , Du y \ 

D ] DDg , F Z ) 2 f 2 Dg 1 

\ ^ ! / 3 ^ y ! ^ 2 J 3 2 / 


Asi pues 


//.). /. \ 


f/l />] / 


D s f-J 


d 2 /A 


, D 7 ù 


0, f\ 


£>V - g] (Zq) = d Q\ (Zo) f (w 0î Od + AMU) 0 2 f(wo. *’<>)• 


Esto demuestra que el vector D(f g) (/ 0 ) que es tangente a la curva ' en .v 0 
es una combinaciôn lineal de los veetores D,f(u 0 ,r 0 ) y /.) 2 f(// () , r 0 ) que 
determinan el piano tangente a la superficie ( f en x 0 y, por tante, que la 
recta tangente a < é' en x 0 se encuentra en el piano tangente a ! : f en x 0 . 


6.2 Ejemplo. Encuéntrese el piano tangente al cilindro circular de radio 1 


con eje el eje Z en el punto | 


10 . 

2 ' / 


SoLUCtÔN. El cilindro esta descrito por la transformation 


f (u, v) ■— (cos il sen iu v). 


El punto x 


J 2 . \ . 5 TT 

--—, 10 J se corresponde con u =— y v = 10. 

2 / 4 


Como D j f(w, v) ~ ( — sen u, cos u, 0) y D 2 f(u, v) — (0, 0, l), 


D t f(y , 10j x D 2 f^, 10 


,0 x (0,0, E) 


(UEO). 


Asi pues, el piano tangente al cilindro en 


que pasa por 


, 10 es el piano 


—, 10j con normal (1,1,0). Una ecuacion 
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implicita de este piano es 

(1,1,0) (a-, y, z) - i- ^ ^ , 10 j = 0 

x -h y -F y 2 = 0, 

Lina ecuaeiôn vectorial del piano tangente es 

^2, - ^2, io) + s(i,-i,o)+/(o,o,d 

2 2 7 

y las correspondientes ecuaciones paramétricas son : 

h il 

X ~ — 2-|~ S ' y — — 2-^ Z = 10+t. 

2 2 

Una clase importante de superficies son las superficies de revoluciôn 
Sea una curva en el piano XZ dada por las ecuaciones paramétricas: 

x = g(v), y = 0, z = h{v), donde vef. 

Z 


X 


FIGURA 4 

Entonces, para cualquier v 0 fijado, la circunferencia obtenida al hacer 
girar el punto x 0 = ( g(v 0 ), 0, h(v 0 )) alrededor del eje Z (figura 4) tiene 
ecuaciones paramétricas: 

x — g(v o) cos w, y = g(v 0 ) sen w, z = h(v 0 ), donde u 6 [0, 2n]. 

El parâmetro u es el ângulo de rotaciôn alrededor del eje Z medido desde 
la direcciôn positiva del eje X (u — 0 corresponde al punto x 0 ). Haciendo 
girar todos los puntos de # alrededor del eje Z, obtenemos la superficie 
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Hiperboloide de ima hoja (figura 17, pâg. 224) 

x = a cosh v cos u 
y = 4 cosh v sen a 

z = c sen h i\ h e [0, 2 tt], v e < - æ, cc 
Hiperboloide de dos hojas (figura 6) 


x — a sen h v cos u 


v — b sen h v sen u 

z — c cosh i;, u e [0, 2 rr], re(- x, ce 


\z 



FIGURA 6 


Paraboloide eliptico (figura 18, pâg. 186) 


.x = av cos u 

r 

y = bv sen u 

z ~ v 2 , u e [0, 2 tu], r e [0, oc ). 

Si a — 6 tenemos un parabotoide circulât’. 

Paraboloide hiperbôlico (figura 24 b, pâg. 238) 

X = cw cos u 

y = fin sen u 

z = r 2 cos 2 u, u 6 [0, 2 7r], i;e[ 0, ce). 
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a) Determinense las curvas l -coordenadas ( 6 Uv y las curvas IJ- coor- 
denadas Y> VQ . 

b) Digase cômo se forma el cono por la transformaciôn f de ê. 

c) Encuéntrese el piano tangente del cono en el punto (0, 1, 1). 

d) yTiene el cono un piano tangente en (0, 0, 0)? 


2 . 

a) 

b) 

c) 


Determinese el piano tangente a la superficie ff en el punto x 0 cuando 

Sf es el cilindro circular de radio 10 alrededor del eje Z; x 0 — (5 V 2, 
5 x /2, 0), 


& es la esfera de radio N 2 alrededor del origen; x 0 
es el paraboloide hiperbôlico de ecuaciones 



x = r cos u 
y = v sen u 

z — v 2 cos 2 u, u e [0, 2 n ], v e [0, oo ) 


y x 0 = (\. 2. y 2, 0). 

d) es el elipsoide de ecuaciones 


x ~ 2 cos v co s u 


y — cos v sen u 
z = sen v, u e [0, 2 71 ], ve 

y x (> - (0, 1,0). 


n n 
2 2 _ 


3. Demuéstrese que una esfera es la superficie de revoluciôn generada 
por la rotaciôn de un circulo alrededor de un diâmetro del circulo. 


4. Demuéstrese que un tore es la superficie de revolucion generada por 
la rotaciôn de una circunferencia alrededor de una recta que no intersecta 
a la circunferencia. 


5 

por 


. Determinense ecuaciones pararnétricas para las superficies generadas 
la rotaciôn de: 


a) una elipse alrededor de su eje mayor. 

b) una parâbola alrededor de su eje, 

c) una parâbola alrededor de ia recta que pasa por su vértice y es 
paralela a su directriz, 

d) una parâbola alrededor de su directri/. 


6. Determinese la curva que es la interseccion de las superficies dadas 
por las ecuaciones: 


v 3 — y + 3 — 0 



4HJ 


o o o 
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:n ton ce s 


O u x f 


• t j f 

l \ ! (, i 


As i pues., si D/M'.Vq) es un a combinai:! on lineal de DG’dx, 
dîearoos 


D /' ( X ; } » ~ V > ( — À; ) DG f { X() ), 


emonces \ imouca une 


Dît 


nm,;) - r io) = c 


:s de enu la derivada de F a lo largo de cualquier curva 1 i sa que se encuentre 
en f] ,y . sera eero en x 0 . 

i i 

As i pues, desde un punto de vista geométrieo espera mes que un vaior 
extremo de F sujeto a las resrrieciones (7.(x) = 0 sôio puede ocurrir en 
un punto x 0 tai que 


DF(Xn) +• ^ /- ; D 0 / ( X ;j ) := 0 y Oy(X {) ) = 0. 
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Si definimos una funciôn H de R n + k en R por 


H(x j, x„, k x , À k ) = F(x,, x„) + X 'ÎAOi » •••, 

i= 1 


donde (x 1? ..., x rt )e# y Â.-eR, entonces 

ÂiD n Gi, G ï , ..., G^ 

y, por tanto, las relaciones 7.2 se verifican si y solo si D//(x 0 ) = 0. Asi 
pues, parece que un valor extremo de F sujeto a las restriceiones G,(x) — 0 
puede ocurrir solamente en un punto x = (x,, ..., x„) solamente si 
(x,, ..., x n , 2,, ..., À k ) es un punto critico de H para algunos valores 
Ài(i = 1, k). Los paramètres 2, se llaman multiplicadores de Lagrange. 

Demostraremos que este método es vâlido para el caso especial en 
que n = 3 y k = 1. 


DH 


DiF + Z AAG,., + Z 


i = i 


! ! 


7*3 Teo renia. Supongamos que F y G son funciones de R 3 en R que perfenecen 
a la clase C l en un conjunîo abierto S y DG es distinta de cero en â. Si 
x 0 — (x 0 , y 0 , z 0 ) es un punto en S en el que F tiene un valor extremo sujeto 
a la restriction G(x) = 0, entonces , para algûn valor de 2, (x 0 , y 0 , z 0 , 2) 
es un punto critico de 

H (x, y, z, 2) = F(x , z) + 2G(x, y, z). 


Prueba. Supongamos que F restringido a la superficie ff descrita por 
G(x) = 0 tiene un valor extremo en el punto x 0 . Como DG(x 0 ) ^ 0 S una 
de las derivadas parciales de G es distinta de cero en x 0 , digamos 
D 3 G(x 0 ) ÿéz (). De acuerdo con el teorema de la funciôn implicita, pâg. 229, 
existe una vecindad JT de (x 0 , y 0 ) y una funciôn geC 1 sobre . \ ' tal que 
ff(x 0 ,y o) = Zo y, para todo (x, y)e,4 , 

G(x, y, g(x, y)) = 0 


y 


D\g(x,y) = 




D^jx.y.gjx^y)) 
D 3 G(x, y,é/(x,y)) 

H 2 G ( x. y -* g ( x, y ) ) 
0 3 G(.\, y,#(x, y)) 


Si /(x, y) = //x, #(x, y)), entonces/tiene un valor extremo en (x 0 , p 0 ) y 

7 (Ao-> 7 o ) Il î ^ (a o? 2o’ z o)d D { g(xQ , Vq) D 3 /* (x 0 , j/q, z 0 ) 

* 9 1 r (x 0 . y 0, ^-o) ^3 ^ (x 0 , y 0 , z 0 ) — 0 

D 3 G(Xq, y 0 , z 0 ) 
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■^ 2 ./(Ao» v 0 ) - F (a'o^ } Zq) -F DiÇlixQ, y 0 ) D 3 F (xq, y’o, z 0 ) 

= O 2 F(x 0 , y 0 , z 0 ) - 'J !S!llà D F{x v 0 , z 0 ) = 0 

D 3 G(x 0 , y 0 , z 0 ) 


Luego, si 2 = 


Ù 0 , Vq, Zq) 
D}G(x 0 , v'o, -0 ) 


, tenemos 


//(A 0 , J-Qt - 0 , À) D\F{x 0 , Vq’ 2.£)|G(xo, J ; o» ~q) ~ d 

D 2 H(x 0 , >’ 0 , z 0 , 2) — D 2 F(x 0 , v’q, z 0 )+ 2Z) 2 G(x 0 , y 0 , z q ) — 0 

D 3 H(x 0 , > 0 , -O» A ) — D 3 F ( X 0 , V’o, z 0 ) + 2D 3 G(x 0 , > ; 0 , Z 0 ) — 0 

F 4 .H(x q, y 0 , Zq, 2) — G(x 0 , Vo? ^o) ~ d- 

Asi pues, (x 0 , >o, z 0 , 2) es un punto crîtico de //. Lo que compléta la prueba. 


7.4 Ejeniplo. (Véase pâg. 243.) Una caja rectangular sin tapa ha de tener 
una superficie de area S. Encuéntrense las dimensiones de la caja que le 
darân el volumen mâximo. 


Solution. Supongamos que la caja tiene dimensiones x, y y z donde z es 
la altura. Deseamos encontrar el valor mâximo de xyz cuando esta funciôn 
esta sujeta a la restriction 2xz + 2yz + xy — S = 0. Sea 

H (x, vl z. 2) = xyz 4- 2(2xz -F 2yz + xy — S ). 

Para encontrar los puntos criticos de F! debemos resolver las ecuaciones 

D x H (x, V, z, 2) — yz -F 2 2z -f Xy = 0 
O 2 //(x, vl z, 2 ) — xz + 22 z + 2 x — 0 
/) 3 H (x, vl z, 2) — x v’ -F 2 2x -F 2 2y = 0 
D 4 H (x, y\ z, 2) — 2xz -F 2yz + xy — S = 0. 

De la primera ecuaciôn obtenemos 

7.6 2 2z = — vz — 2>'. 

Sustituyendo esto en la segunda ecuaciôn tenemos 

xz — )’z — 2>' + 2x — 0 
(Â + z) (x— y ) = 0. 

Asi pues, 2 = — z o x — il Si 2 = — z, entonces la ecuaciôn 7.6 implica 
que z = 0. Asi pues, 2 = — z no da lugar al valor extremo deseado. Tomando 
y = x, la tercera ecuaciôn de 7.5 implica que 2 = — £x. Entonces, de la 
prifnera ecuaciôn de 7.5 obtenemos z = \x. Asi pues, la ültima ecuaciôn 
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de 7.5 toma la forma 3x = S y, por tanto, x 



Estas son las dimensiones de la caja de volumen mâximo. 




7.7 Ejemplo. Determinese el valor minirno de z para puntos sobre la curva 

que es la intersecciôn de la superficie descrita por z = y/3x 2 + &y 2 + 4 y 
el piano de ecuaciôn x + 3 y — z = 0 (figura 8). 



FIGURA 8 


Soluciôn. Deseamos encontrar el valor positivo minirno de la funciôn F 
definida por F(x,y,z) = z sujeta a las restricciones 3x 2 + 8_y 2 — z 2 +4 = 0 
y x + 3y — z = 0. Sea 

H(x,y, z, A x , A 2 ) = z + Aj (3x 2 + 8y 2 ~z 2 -h4) -F A 2 {x F 3y — z). 

Para determinar los valores criticos de H debemos resolver las siguientes 
ecuaciones: 

D ] H(x , y, z, Â 2 ) = 6xA i + X 2 = 0 
D 2 H(x, y, z, A,, À 2 ) — 16 yA x + 3 À 2 = 0 
7.8 D 3 H(x, y, z, A,, À 2 ) = 1— 2zA : — A 2 — 0 

D 4 H(x, y, z , Aj, A 2 ) = 3x 2 + 8y 2 —z 2 +4 = 0 
D 5 H(x , y, z , A x , A 2 ) = x+3 y—z — 0. 

Multiplicando la très primeras ecuaciones por x, y y z, respectivamente, 
y sumando, obtenemos 

2A t (3x 2 + 8 y 2 —z 2 ) +A 2 (x-f-3y— z) + z = 0. 
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Usando las ültimas dos ecuaciones de 7.8, tenemos z = 87.,. Sustituyendo 
esto en la tercera ecuaciôn de 7.8, obtcnemos X 2 — î-167., 2 . Luego, 
segün las dos primeras ecuaciones de 7.8, vemos que 

16 7., 2 — 1 48 7., 2 ~~ 3 

x =-y v = -. 

6 7., ' 167., 

Sustituyendo estos vaîores de .v, y y z en la ültima ecuaciôn de 7.8, 

obtenemos 7, = ± 4 ‘ 4 x 385. Como solamente estamos interesados en 

valores positivos de z, tomamos z = p, v ; 385. Basândose en consideraciones 
geométricas es fâcil ver que éste es el valor rninimo deseado. 


Problemas 


1. Encuéntrense los valores extremos de las siguientes funciones sujetas 
a las restricciones que se indican: 


2 ? 2 

a) F{x, y, z) = x 2 +v 2 + z 2 ; 4 + L 

a 2 b 2 


^+ 1=0 

c 


.2 , ..2 , 2 . x 


b) F{x,y,z) = x + v -f z :-h -- h z = 1 

4 9 

c) _F(x,y, z) — x ~\~ y z \ x 2 --h y -Fz 2 = 1. 

2. Usense los multiphcadores de Lagrange para demostrar que la 
distancia mas corta desde el punto (x 0 , v 0 , z 0 ) al piano ax + by + cz + d = 0 
es la distancia perpendicular. 

3. Determinese el paralelepipedo rectangular de volumen mâximo con 
superficie de area igual a 48. 

4. Determinese el paralelepipedo rectangular de volumen mâximo que 

x 2 v 2 ? 2 

puede inscribirse en el elipsoide — 4- —- + ~ = L 

a b c~ 

5. Demuéstrese que si .v, y\ z son no negativos, enfonces F(x, y , z) — ^Jxyz 
con la restricciôn x + y + z = 3 a tiene un valor mâximo cuando x = y ~ z = a. 
Demuéstrese que la media geométrica de très numéros no negativos es 
igual o menor que su media arifmética, es decir, que 

Ijxyz 54 j{x + y-Fz). 

6 . Demuéstrese que si todos los x t (i — 1,...,//) son no negativos, 
enfonces 


n 


i " 

^ L *. • 

n i = i 
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7, Encuéntrense los puntos mas cercanos al origen de la intersecciôn del 
hiperboloide de una hoja x 2j ry 2 — z 2 = 1 y el piano 2 x + y + z = 0 . 


8. INTEGRALES CURVILINEAS 

En esta secciôn discutiremos un tipo de intégral que se usa en muchas 
aplicaciones fisicas. Es ésta una intégral de una funciôn vectorial de un 
vector a lo largo de cierta curva en el dominio de la funciôn. Para simplificar 
la discusiôn de taies intégrales, nos restringiremos a la consideraciôn de 
funeiones y curvas que son del tipo que con mas frecuencia ocurren en 
las aplicaciones fisicas. 

Sea % la curva descri ta por la transformaciôn x de [ a , b] una curva 
lisa en R"; es decir, supongamos que x' es continua y distinta de cero 
sobre [a, b]. Sea f una funciôn de R" en R" que es continua sobre un conjunto 
abierto que contiene a 


8.1 Definicion. La intégral curvilinea de f a lo largo de la curva lisa ( d 


descrita por el mapeo x de [ci, b'} se dénota por 


f • dx y se define por 


Jv 


i'b 


î* dx — 




f(x(/))• x'(t)dt . 


Como supusimos que x' es continua sobre [a, b ] y que f es continua 
sobre la intégral que aparece en el segundo miembro existe. 


8.2 Ejemplo. Evalûese la integra! curvilmea 


<•y 

[x^ , 2 xy) ■ dx donde Ls es la 


'€ 


semicircunferencia descrita por x = cos /, y — sen /, te[ 0 , n\. 


Soluciôn. 


j 




<e 


(x, 2 x y) * dx 


I* n 


O 


(cos" /, 2 cos i sen ?)•( — sen /, cos t)dt 


cos 2 t sen t dt 

J o 



8.3 Ejemplo. Evalûese J a intégral curvilinea 


(y,x) w dx donde ^ es el 


arco de la par aboi a y — x 2 desde (0, 0) hast a (2, 4). 
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FIGURA 9 


SOLUCIÔN, 
X = f, V = 
Ast pues, 


La curva % (figura 9) tiene una représentation paramétrica 

r 2 . re[0, 2 ], 


(y,x)‘d\ = (r 2 , t)-(i,2t)dt 


3 î 2 t/l = t 3 = 8. 


La intégral curvilinea de una funciôn f = ( j\,f 2 ) a lo largo de una 

curva % se escribe frecuentemente f \ dx -f j ? dy. Si hacemos dx = (dx, dy ), 

%) 

entonces es natural escribir 


f • dx 


(J\ > fi)'(dx, d y) = fi dx +f 2 dy . 


Ademâs, si la curva esta descrita por las ecuaciones x = x(t ), y = y(t), 
re[a, b], entonces la intégral curvilinea de / a lo largo de esta definida 
por la intégral de Riemann 


f(x(t))-x'(t)dt - [/i(x(f), j;(0)x'(f)+/ 2 (x(0, y(t))y'(t)ldt. 


Àsi pues, en f\ dx + f 2 dy podemos considerar dx y dy como dilerenciales, 
* « 

y esta notaciôn nos guia en una evaluaciôn correcta de la intégral curvilinea. 


1 Obsérvese que no se ha probado la independencia de Ja representaciôn paramétrica. 
[N. del T.] 
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Àsi, en el ejemplo 8.3 deseamos evaluar la integra! curviünea 
donde # esta descrita por x = t, y = f 2 , /e[0, 2]. 


y dx H- xd y 


% 


y dx H- x dy = 




(t 2 + 2t 2 )dt 


o 


3 t 2 dt = 8. 


o 


De la definiciôn de intégral curvilinea y de las propiedades de la intégral 
de Riemann es fâcil deducir que 


ci • dx — c 


% 


f • dx 




f 


(f +g)* dx — 




f * dx + 




g 'dx 


< 6 ' 


Si ^ es la curva lisa descrita por la ecuacion x = g(/), te[a , b\, entonces 
denotamos por — ^ la curva ^recorrida” en direcciôn opuesta a la de la ; 
es decir, — esta descrita por x = g( — r), te[ — b y — a ]. Entonces, 


r -, 


f • dx = 


j 


-%■ 




J 


-b 


Haciendo u — — î obtenemos 


f • dx = 


-<e 


t(g(w)) * g'(w) du = 


î(è(u))-g’(u)du 


i-dx.' 


I 


Ademâs, si la curva esta compuesta de las curvas y (es decir, 
si ^ se traza primero x y después ^ 2 )> entonces 

r 


f* dx = 




f * c/x + 




f * dx . 


<r 


1 Quiza convenga precisar un poco mas. Si es la curva dada por g: [a, b] R\ 
entonces — % es la curva dada por h: [ — b , — «]—> R" tal que h(r) — g( —r). De acuerdo 
con las definiciones dadas y el cambio de variable/-: [ — b , — a]—> [a, 6] tal que r(f) = — t, 
se tiene: 


f • dx = 


J 




— Ü 


/* -, 


J -A 


f (h (r)) • h' (r ) dr = — f (g ( — r)) * g'( — r) dr 


J -*> 


fa 



ï(g(t))-g’{t)(-dt) 



Hg(t))‘g'(t)dt 


fb 

t(gU))-g' (t)dt 


i f • dx . [N. de! T.] 
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S upongam os q ue { 6 esta descri to po r I a t ra n sfo rm aci 6 n x de [a, h} y ( 6 j y '/> 2 
e st à n de scritos p o r i a t r a n sf o r m a c i 6 n x d e [a , r ] y je, h ], r e speetivamen t e, 
don de ce ( a , /> >. h n t on ces 




f(x(0) * X ( / j cil 



'h 

j f(x(/))* 


É'-i/X 


f'dX ■ 


Extendemos aiaora la detimeion de întearal curvilmea a una rr avec ion a 
cornpuesta de eierto numéro de eurvas ! i s a s que no necesariamente han de 
formar una eurva lisa. I na irayecloria eonsistente en un numéro Imite 
de eurvas lisas se liama carra lisa en trozos. Si la eurva lisa en trozos se 
compone de las eurvas lisas v> ,.cntonccs definimos 


f* dx 


t * dx . 


8.4 Ejemplo. Evaluer la intégrai curviimca , 2.\ y dx 4-.\‘ il y donde es 

la frontera de! triângulo con \erliees (0,0). (3.2) y (1,5) recornda en 
direeciôn levôgira (figura 10). 



Sont ouN. Scan % x , -6 2 y 'C •< los segment os recliimeos de (U. 0) a (3- 2). de 
(3. 2) a M. 5i. v de (1, 5) a (0. 0>, respect ivamen te. % es lisa en tro/os e 


% 
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{ £ i tiene como ecuaciôn y = §a donde x va de 0 a 3. Podemos usai* x como 
un parâmetro para esta curva: x = x, y = \x, xe[0, 3]. Entonces 



2 xy dx + x 2 cl y 



La curva ~E> 2 tiene la representaciôn paramétrica: x — a*, y = 5 — |(x -- l), 
xe[L 3]. Entonces 



2xydx + x~dy — 


2 xy dx y x 2 dy 




* 3 

{2x[5 — 1 (x — 1)] + x 2 (- l: t7v 



( 13 x — 2 x 2 ) dx = —13. 


# 3 tiene como ecuaciôn p — 5 a donde x va de 1 a 0. Por tanto 





2x v dx y x 2 d y 


' o 

((10x 2 -f 5 a* 2 ) dx 



Lu ego 

2 a v dx + a 2 dy — 0 . 

J* 

Probaremos ahora un teorema para intégrales curvilineas que es anâlogo 
al segundo teorema fundamental del câlculo. 


8.5 Teorema. Supongamos que I es continua sobre un conjunto abierto S 
y se an x, y x 2 dos puni os cualesquiera de d . Entonces , si f — Dg sobre 
ê y si %' es una curva Usa en trozos en S de x, a x 2 , 


i 




t‘dx - ^(x 2 )-^(x 1 ). 


Prueba. Supongamos que ( € esta descrita por la transformaciôn x de [a, b] 
y sea fi(t) — g(x(t )). Entonces h'(t) = D<y(x(7)) * x'(7) e 


t • dx 


• dx 


'b 

Dg(x(t))'x' (t)dt 


J « 


i'b 


J « 


n ( 0 dt = h ( />)- h (a) = t/ (x 2 ) - <y (x ) ). 
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Nota, En !a prueba de este teorema hem os aplicado el segundo teorema 
fundamental de! câlculo a la funciôn /?' que es continua a trozos 
sobre [a, b]. Décimes que una funciôn es continua a trozos sobre [< a , b] 
si la funciôn es continua en todos. salvo en un numéro linito de puntos 
de [a, b] y en cada punto de discontinuidad existen les limites a la 
derecha y a la izquierda de la funciôn. Aunque el segundo teorema 
fundamental se enuncia generalmente para funciones con derivada 
continua, la extension a! caso en que la derivada es continua a trozos 
no présenta dificuitad alguna. 

El teorema 8.5 enuncia que la integra! curvilinea de una funciôn que 
es la derivada de alguna funciôn g dépende solamente de los valores de g 
en los extremos x t y x 2 de la curva. A si pues, la intégral curvilinea de una 
funciôn tal es independiente de la curva lisa a trozos en que una \ x y x 2 : 
decimos por ello que la intégral curvilinea es independiente de la trayecioria 
en S . 


Nota. D efi n i m os un a c u r v a ce r r ad a c o m o u nacuyosextre m oscoinciden. 
Es claro que una integra! curvilinea es independiente de la trayecioria 
en S si y solo si la intégral curvilinea a lo largo de cualquier curva 
cerrada lisa a trozos en 6 es cero. 

» 

8.6 Ejemplo. Evalüese J y dx + (x+ 1 ) d y donde c é es el arco de la elipse 

I *(/ 

9.x 2 + 4 y 2 = 36 desde (2, 0) hasta (G, 3). 


Solution. Usaremos el teorema 8.5 para evaluar esta intégral. Si (y, x-F 1) 
es la derivada de una funciôn g , entonces debemos tener D x g{x,y) = y v 
o 2 g{x,y) = x+l. Considerando D x g(x, y) — y como una ecuaciôn 
difereneial en la que y es una constante, vemos que 

8.7 g(x< y) = xy + <p(y). 


Ademâs, D 2 g(x, y) = x+ 1 implica que 

8.8 9(x*y) — -vv-f yyip(x). 

Asi pues, si tomamos <p(y) — y y t//( a) = 0 y, por tanto, g(x,y) = xy+y, 
vemos que tanto 8.7 como 8.8 se satisfaeen. Es fâcil verificar que para 
esta funciôn g 

Dg{x.y) = (y, x + 1). 


L u ego 





ydx -f {x + 1 ) c/y = g (0, 3) — g (2,0) ~ 3 . 


Tenemos el sieuiente corolario al teorema 8.5. 
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8.9 Corolario. Supongamos que f es continua sobre un conjunto abierto ê y 
f = Dg sobre S. Enfonces , si c 4 es una curva cerrada Usa a trozos en S\ 

f* 

ï* dx — 0. 

J* 

Prueba. En el teorema 8.5 no exigimos que los puntos extremos x x y x 2 
fueran distintos. Si es una curva cerrada, entonces los puntos extremos 
coinciden y tenemos 

» 

i-dx = 0 (x,)- 0 (x t ) = 0 . 

J « 


Podemos usar este corolario para demostrar que 



donde # es la frontera del triângulo con vértices (0,0), (3,2) y (1,5) 
(ejemplo 8.4). Si (2xy, x 2 ) es la derivada de una funciôn g , entonces 
D { g(x,y) = 2 xy y D 2 g(x,y) = x 2 . La ecuaciôn D l g(x, y) = 2xy implica 


que 


g(x,y) = x 2 y + cp(y) 


y D 2 g(x, y) = x 2 implica que 

g(x 9 y) = x 2 y + \j/(x). 


Si tomamos tpiy) = 0 = \j/(x), entonces g(x, y) = x 2 y . Severifica fâcilmente 
que la derivada de g es (2 xy, x 2 ). Por tanto 


2 xy dx + x dy ~ 0 . 

No toda funciôn continua de R" en R n es la derivada de una funciôn 
de R” en R. Consideremos, por ejemplo, la funciôn f definida por 
f(x, y) = [Ixy.x 2 ). Si f fuera la derivada de una funciôn g , entonces 
D l g(x,y) = 2xy y D 2 g(x,y) = x 3 . La ecuaciôn D l g(x, y) — 2xy implica 
que 

8.10 g(x, y) = x 2 y + q>{y) 
y D 2 g(x,y) = x 3 implica que 

8.11 g(x, y) = x 3 y + \jj(x). 

Claramente no hay funciôn alguna que pueda satisfacer simultâneamente a 
8.10 y 8.11, por tanto, f no es la derivada de funciôn alguna. 

La expresiôn f • dx se llama diferencial exacta sobre un conjunto abierto S 
de R" si hay una funciôn g de R” en R tal que f = D g sobre ê, y, por tanto, 

f(x) • dx = D#(x) » dx = dg(x ; dx). 
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El teorema 8.5 muestra que si f • dx es una diferencial exacta sobre b, 

% 

entonces la integra! eurvilmea j f-c/x es independienle de la travectoria 




en o. 


Si i gC 1 sobre S y existe una funciôn g ta! que f = Dg sobre b, entonces 
geC sobre S y, por tante, de aeuerdo con el teorema 10.3, pâg. 214, 

D itj g ~ Dj L g sobre â(i,j I. .... n) 

o. lo que es équivalente, 

8.12 D;/] SOllTC S '( j ~ I, . 

Este nos da una condïciôn necesaria para que f * dx sea una diferencial 
exacta sobre#. Asî pues, si D i _/j(x) D -/,(\) para algun xeb y algün / \ /, 
entonces f no es la derivada de una funciôn sobre b. Por cjemplo, si 
f(xy y) — (2xv. x 3 ), entonces 

O , f 2 (.v, r) ~ 3A“ y /ô 2 f j (a, y) = 2 a\ 

Corno estas derivadas parciales no son iguales no hay funciôn alguna g tal 
que % r — f, es deen, f * c/\ no es una diîciencial exacta. 

La continuidad y la igualdad de las derivadas parciales (8.12) no son 
suiicicmcs para poder asegurar que t * dx es una diferencial exacta sobre b. 
Debcmos poner algunas rcstricciones sobre el conjunto abierto b (véase 
el teorema 13.8, pâg. 679). 

Ademâs, el reciproco dei teorema 8.5 no se verifica a mènes que se 
establezcan algunas rcstricciones sobre b. Decimos que un conjunto b es 
arcoconectablc si para cualesquier dos puntos \, y x 2 de ê hay una curva 
’asa a trozos en b con \ y \, como puntos extrêmes. Se puede demostrar 
que si un conjunto es arcoconectablc, entonces es conexo (problema K), 
pâg. 254). El reciproco no os en general cierio. Sin embargo, si b es abierto 
y conexo. entonces b es arcoconectable. Para una discusiôn dei concepto 
de conexidad. véase la referejicia (2) o la (7). 

8.13 Teorema. Si î es continua sobre un conjunto abierto conexo b y la 
integraI de curva de I es independienle de la travectoria en b , entonces f • d x 
es una diferencial exacta en b. 

Prliba. Escojamos algun punto \ 0 en bb Para cualquier punto xeb. sea 




f * dx 


donde 'b es una curva lisa a trozos que va de x 0 a Xj y roda ella situada 
en b. Como b es abierto y conexo una curva tal existe. Ademâs, como la 
integra! cumlînea de f es m dépend fente de la travectoria en b. el valor 
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g (x) no dépende de la elecciôn de la curva ( €. Consideremos ahora un punto 
particulaf x en 3 y sea una curva lisa a trozos de x 0 a x que pasa por 3. 
Como 3 es abierto, hay una vecindad t r(x; S) dexcontenidaen 3. Entonces, 
para |/;| < S el segmento rectilîneo 

r é 2 = {\ + thu k | re[0, 1]}, 

donde u k dénota el vector unitario en la direccion del eje X k , se encuentra 
en ê. Sea # 3 la trayectoria compuesta de <€ x y ^ 2 - Tenemos entonces 

g(x + hu k ) — g(x) = f • dx — f • dx = f • dx 

{ 6 3 v i t/^ 2 

* i *1 

= f (x + thu k ) * h u k cl i = h f k ( x -E ci t 

J 0 Jo 


= hf k (x + 0hu k ) para algün 0e<O,1), 

donde el ültimo paso se obtuvo al aplicar el primer teorema del valor medio 
para intégrales. Asi pues, como f es continua sobre 3\ 


y g(x + hu k )-g(x) 
h^O h 


lîm f k (x + 0hu k ) = A(x); 

fi-+0 


es decir, D k g(x) = f k (x). Esto demuestra que Dg = f sobre 3 y, por tanto, 
f • dx es una diferencial exacta sobre 3. 


Problemas 

1. Evalüense las siguientes intégrales curvillneas: 
a) (xy 2 , x) m dx donde # es el arco de la elipse : 

J*' 

x = cos r, y = 3 sen t, t e [0,7i] 

h) (y, x) % dx donde ^ es el arco de la hipérbola : 

* ^ 

x = cosh i , y = senh /, t e [ — t, 2] 

c) (x, y)*dx donde # es ei arco de la parâbola : 

(fi 

x = t 2 , y = t, ;e[ —2,2] 

d) (xy\ z 2 , y) • dx donde ( € es el arco de la hélice cilindrica : 

J* 

x = cos î, y — sen t, z — t, te[0,27r] 
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e) 

f) 

9) 

h) 

2 . 

ci) 

b) 

c) 

d) 


(x 2 + y, yz, x + 3 y) ■ dx donde ( 6 es ei arco de la cübica alabeada : 


x = t, y = E , 


r\ tel 0,2] 


I -v 

3a v cl x -f (a 4- 3 i' ) d y donde es el segmento reetilineo : 

4 / ‘C 

a = 3 1 + 2, y = t - 1, t e [ - 1,3] 

(a 3 — av ’ 2 )dx donde ( € es la curva : 
x = f 2 , y = r 3 , / e [0,2] 

xy dx + z dy + xz dz donde # es la curva : 

4 * 

a = C y = C z = t 2 , t e [ — 3,3 ]. 

Evalüense las siguientes intégrales curvilineas: 

y 2 dx -f a 2 d y donde c é es ei segmento de la recta y = 2a + 3 

* « ’ 

de (-1,1) a (2,7) 


a dx + y dy donde ( 6 es el arco de la curva y = a 3 de (2,8) a (0,0) 


(a + >0 dx -F x dy donde es el arco de la curva y — sen x de (0,0) 
a (7i/2,l ) 


3 xy dx + (xy 2 Hh y) dy donde c € es el arco de la curva a — y 4 = 0 
desde (1,1) a (0,0). 


3. Evalüense las intégrales curvilineas (y + 3)dx+(x — 2)dy e 

J* 

1 

xy c/a + dy cuando 

c?) es la frontera del rectângulo con vértices (0, 0), (2, 0), (2, 1 ) y (0, 1 ) 
recorrida en direcciôn îevôgira. 
b) <€ es la circunferencia a — cos /, y — sen /, /e[0, 2 n). 

4. Determinese si si o no f * dx es una diferencial exacta: 

a) f(x, y) = (a -f 3, y — 2) 

b) f(A, y) = (y-2, 2 a) 

c) f (a, y, z) = (x + y, 2z, yz) 

r/) f (a, y, z) = (2xz + 2y, 2x, x 2 + 3). 



9 ] 


Aplicaciones a la mecanica 


303 


5. Evalüese la integra! 


(2 xy J 4- 2 x) dx -f ( 3 x 2 y 2 4-1 ) dy , cuando # es 




el arco de la cicloide : x = f —sen /, y = 1 — cos f, fe[0,27r]. 


6. Evalüese 


— y 


2 2 
* * +>• 


dx + 


2 , 2 
x -fy 


dy cuando 


a) { € es la circunferencia unitaria: x = cos t, y = sen /, fe[0, 2n\, 

b) es la circunferencia unitaria recorrida dos veces: x = cos f, 
y = sen E /e[0, 47r], 

c) ( € es la circunferencia: x = 3 + cos t, y = 2 + sen /, ?e[0, 27r]. 


9. APLICACIONES A LA MECÂNICA 


Supongamos que F es un campo de fuerzas tridimensional; es decir, 
F es una funciôn que asigna a cada punto x de alguna région S de R 3 la 
fuerza F(x) que actuaria sobre una particula en este punto. Deseamos 
définir el trabajo hecho por el campo de fuerzas al mover una particula 
a lo largo de una curva en é ü . El concepto bâsico de trabajo hecho por 
una fuerza al mover una particula de una posiciôn a otra es el componente 
de la fuerza en la direccion del movimiento por la distancia recorrida. 
Sea una curva lisa descrita por la ecuaciôn x — x(7), te[a, b]. En el 
punto x(t) e! componente de la fuerza en la direccion del movimiento es 
x'(r) x'(t) 

F(x(t))* -—— donde —— es un vector tangente unitario en la direccion 


|x'(OI l*'(0l 

del crecimiento del parâmetro. Asi pues, si tomamos una particiôn 
{r f | i = 0, del intervalo [a, b], el trabajo hecho por el campo de 

fuerza al mover una particula a lo largo de ^ séria aproximadamente 

n 

£ F(x(ti))*x (ti) donde A i t = î i — t i ^ l y t ( e j, fj. Si estas sumas 

i = 1 

aproximativas tienden a un numéro cuando la norma de la particiôn tiende 
a cero, entonces ese limite es, por definiciôn, el trabajo hecho por el campo 
de fuerzas. Suponiendo que F(x(r)) * x'(7) es continua a trozos, sabemos 
que tal limite existe y es la intégral 


T(x(t))*x'(t)dt — 


F * dx. 


% 


Asi pues, el trabajo hecho por un campo de fuerzas F al mover una particula 


a lo largo de una curva % es , por definiciôn , la intégral curvilinea 


F * dx. 




c 


Nota. Para asegurarnos de la existencia de la intégral curvilinea F • dx 
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suqondremos a lo largo de toda esta seeciôn que F siempre dénota un a 
fu ne ion continua definida sobre un conjunto abierto 6 y -F es una curva 
Usa a trozos conienida en S. 

Si x , y x 2 son 1 o s p n n i o s ex t re m o s de i a c u r v a %. e n to n ce s de n o ta re mos 

g X ? 

la intégral curvilinea de F a io largo de <: 6 por j F • dx. 


M 


La segunda ley del movimiento de Newton afirma que una particuia de 
masa m sujet a a un campe de fuerza F se moverâ de acucrdo a la ecuaciôn 

mx (J) ~ F {x ( / ) ) 

donde x(/) es la posiciôn de la particuia en el instante /. Entonces 

m x (t) * x (t) = ] ml) t [x ( / ) • x ( / )] = F ( x ( t)) • x (t) 


y 

9.1 


|v(f 2 ÏU — i m |v(f t ) 


. ? 


■ r ' 


t t 


F(x(f))*x(ï) dt 


;* \ f r->) 


J *(t i) 


F * dx . 


La cantidad |/?/|v(/)| 2 se llama energia cinéîica de la particuia en el 
instante F Por tanio, 9.1 nos dice: cuando una particuia se mueve a lo largo 
de su trayectoria <: 6 desde x(/,) hasta x(/ 2 ), f/ eambio en energia cinéîica 
es igual al trabajo fie c ho por el ccmipo de fuerzas. 

Un caso particularmente importante se présenta cuando el campo de 
fuerzas es conservativo. Un campo de fuerzas F definido sobre 6 se dice 
que es conservativo si el trabajo realizado a lo largo de toda curva cerrada 
es cero. Esto es équivalente a decir que el campo de fuerzas F es conservativo 
si el trabajo hecho al mover un a particuia de una posiciôn a otra es 
indépendante de la trayectoria a lo largo de la cual la particuia se hava 
movido. Si F es conservativo y el dominio de F es un conjunto abierto y 
eonexo <f, entonces el teorema 8.13 implica que existe una funciôn real U 
definida. sobre S\ ilamada funciôn potenciaL tal que DU — — F sobre S. 
Ademâs, segiin el teorema 8.5, vemos que si F tiene una funciôn poteneial L 
entonces F es conservativo e 


i -V; 


^ X t 

% 


F • dx = U (x t ) — U ( x ? _ ) 


Asi pues, cuando eî campo de fuerza es conservativo, la ecuaciôn 9.1 
puede escribirse como 

\m\v{t. 2 )\ 2 y U(x(t 2 )) - U//? |v(/, )| 2 + U(x(u)). 
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Esta es la ley de la conservation de la energia: si el cumpo de fuerza es 
conservativo , la su ma de la energia cinética y de la energia potencial es una 
constante . 

Si U es una funciôn potencial para F, entonces F — —DE Esto implica 
que en un punto x la fuerza es ortogonal a la superficie que pasa por x sobre 
la que U es constante. Tal superficie se llama equipotencial. 

9.2 Ejemplo. En un punto x la fuerza que actua sobre una particula de 
masa m debida al campo gravitacional terrestre, es F (x) = — m (0, 0, g). 
Demuéstrese que este campo de fuerzas es conservativo. 

Soluciôn. Deseamos demostrar que hay una funciôn potencial U tal 
que — DU ~ F. Es este el caso si y solo si 

D l U = 0, D 2 U = 0, D 3 U = mg. 

Una soluciôn de estas ecuaciones es U(x , y, z) = mgz . Asi pues, este 
campo de fuerza es conservativo. Las superficies equipotenciales son 
pianos horizontales. 

9.3 Ejemplo. Supongamos que una particula de masa m con velocidad 
initial (a, 0, b) y position inicial (0, 0, 0) se mueve bajo la influencia del 
campo gravitacional de fuerzas F (x, y, z) = —m(0,0,g). Verifiquese en 
este caso la ley de conservation de la energia. 

Soluciôn. La particula se mueve de acuerdo a la ley de Newton F = ma. 
Asi pues, si x(r) dénota la position de la particula en el tiempo /, 

x(0 = (0, 0, -g) 
x(0 = (a, 0, -gt + b) 
x(t) = (at, 0, —±gt 2 + bt). 

En cualquier tiempo r, como U(x,y 9 z) = mgz , 

\m |v(z)| 2 + U(x(/)) = - l 2 m(a 2j rg 2 t 2 — 2bgt j rb 2 ) j t-mg( — \gt 2 +bt) 

= \m{a 2 +b 2 ). 

En un campo de fuerzas conservativo una particula estâ en equilibrio 
estable en los puntos donde la energia potencial tiene un minimo relativo. 

9.4 Ejemplo. En el campo gravitacional de fuerzas F(jc, y, z) = —m (0, 0, g) 
determinense los puntos sobre la superficie 9x 2 + 4y 2 —yz + 4 = 0 donde 
una particula de masa m estaria en equilibrio estable. 

Soluciôn. Como la funciôn potencial es U(x , y, z) = mgz donde m y g son 
positivos, determinaremos donde z tiene un minimo relativo. Resolviendo 
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la ecuacion de la superficie para z, vemos que lo que hemos de encontrar 
son los puntos en que 

f(x,y) = 4 y + - (9x 2 +4) 

tiene un minimo relativo. Igualando a cero la derivada de /, tenemos 

DJ\x,y) = — = 0 

V 

D 2 f(x,y) = 4 - 1(9x 2 +4) = 0 

y 



FIGURA 11 


y, por tanto, x = 0 y y = ±1. Como 

D ut f(x,y) = — , D U2 f(x,y) = - D 2t2 f(x,y) = (9x 2 + 4), 

y y y 

la expresiôn D l A fD 2f2 f— (D\ f 2 f) 2 es positiva en los puntos (0,1) y 
(0, —1). Ademâs, D 1J /(0, 1) > 0 y D l , /(O, — 1 ) < 0. Por tanto, / tiene 
un minimo relativo en (0, 1) y un mâxirno relativo en (0, — 1). Por tanto, 
el ünico punto de equilibrio estable sobre la superficie dada es el (0, 1, 8). 
La grâfica de la superficie aparece bosquejada en la figura 11. 
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Problemas 

1. El campo de fuerzas de la atracciôn newtoniana esta definido por 

F(x) =-x, donde k > 0. 

|x| 

a) Demuéstrese que este campo de fuerza es conservâtivo. 

b) ^Cuâles son las superficies equipotencialës ? 

c) Verifiquese que en el punto (2, 1,2) la fuerza es ortogonal a la 
superficie equipotencial que pasa por (2, 1, 2). 

d) Encuéntrese la mâxima razôn de cambio del potencial en el punto 
(2, 1, 2). 

e) Si una particula solo puede moverse sobre la cübica alabeada 
\{t) = (/, / 2 + 3, r 3 — 2), determinense los puntos de equilibrio estable. 

2. Si F es un campo de fuerzas conservativo definido sobre un conjunto 
abierto y conexo, demuéstrese que cualesquier dos funciones potenciales 
de F pueden diferir solamente en una constante, 

3. Supongamos que la fuerza que actua sobre una particula de masa m 
en el punto x es F(x) = — mkx , donde k > 0. 

a) Demuéstrese que F es conservativo. 

b) Verifiquese la ley de conservaciôn de la energia para este campo de 
fuerzas. 

c) ^Cuâles son las superficies equipotenciales? 

d) Encuéntrese el trabajo hecho por F cuando la particula se mueve 
desde el punto (1,0, 3) hasta el punto ( — 2, 1, 5). 

e) Si la particula solo puede moverse sobre el elipsoide x 2 + 3_y 2 H-4z 2 — 12, 
encuéntrense los puntos de equilibrio estable. 

4. Supongamos que la fuerza sobre una particula en el punto (x, y , z) es 

F (x, y, z) = (y, -x, 0). 

a) <^Es conservativo este campo de fuerzas? 

b) Encuéntrese el trabajo hecho al mover una particula desde el 
punto (1,0,0) hasta el (—1,0,0) a lo largo de la mitad superior 
de la circunferencia unitaria en el piano XY. 

e) Encuéntrese el trabajo hecho al mover una particula desde (1,0,0) 
a ( — 1,0, 0) a lo largo del eje X. 

5. Si una particula de masa m sujeta al campo gravitacional terrestre 
solo puede moverse sobre la elipse 

(2 x + y + z) 2 +y 2 = 1, 2x —3 y = 0, 
determinense los puntos de equilibrio estable. 
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10. RESUMEN 

Estudiamos el câlculo diferencial de funciones vectoriales de una 
variable real en el capitulo 3 y el de funciones reales de un vector en el 
capitulo 4. En este capltulo completamos nuestra discusiôn del câlculo 
diferencial considerando el caso general de funciones vectoriales de un 
vector. Como los fundamentqs de este caso general se siguen fâcilmente del 
material estudiado en los capitulos 3 y 4, en este capitulo no hemos tenido 
realmente mucho nuevo que aprender. 

Después de discutir los fundamentos del câlculo diferencial, consideramos 
algunas aplicaciones de las funciones vectoriales de un vector. La superficie 
se definiô como una funciôn de R 2 en R 3 . Con el fin de discutir la aplicaciôn 
fisica a los campos de fuerzas y al trabajo, introdujimos la intégral curvilinea 
de una funciôn vectorial a lo largo de una curva. Es esta esencialmente una 
intégral unidimensional. En el prôximo capitulo consideraremos intégrales 
multiples; es decir, intégrales de funciones reales sobre conjuntos de 
dimension mayor que uno. 

Problemas de repaso 

1. Determinense Dï en x cuando 

a) f (x, y, z) — (cos xz, y 2 z), x — (2, 1, 1) 

b) f (x, y) = (ln \x+y\, 2xy— 3), x = (3, —5). 

2. Encuéntrense todas las derivadas parciales de primero y segundo 
orden de f cuando 

a) f (x,y,z) = fz tan - , xyz 

b) f (x,y) = (Jx + y, e x + y ). 

3. Si u, v , x y y estân relacionadas por las ecuaciones 

xu — y v = — 2 
2y 2 u + xyv — 5 

du du ôv dv 

encuentrense — , — , — y — . 

dx dy ex dy 

4. En la hipôtesis de que f es diferenciable, exprésese 

d ... 2 x 

— j(xy — x,x +y) 

dx 

en términos de las derivadas parciales de /. 
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5. En la hipôtesis de que g es diferendable, si u = g{x , >’) y x = r cos 0, 
y — r senh 0, demuéstrese que 



6. Determinese el piano tangente al paraboloide eliptico 

X = V COS U 

y — 3 v sen u 

z — v 2 , we[0, 2n], re[0, oo) 

en el punto ( — 2, 0, 4). 

7. Dada la elipse 3x 2 3- 2xy 3- y 2 — 1 con centro en el origen, encuéntrense 
sus puntos mas lejanos del origen, determinando asi su eje mayor. 

8. Evalüese y dx + 2xdy cuando 

J y 

a) es la frontera del rectângulo con vértices (3, —2), (3, 2), ( — 3,2) 
y ( — 3, —2) recorrida en direcciôn levôgira. 

b) es la elipse x = 3 cos r, y = 2 sen /, re[0, 2 n\. 

9. Sea F un campo de fuerzas definido por F(x) —-x, donde k > 0. 

|x| 

a) Demuéstrese que F es conservativo. 

/;) ^Cuâles son las superficies equipotenciales? 

c) Verifiquese que en el punto (3, 2, 5) la fuerza es ortogonal a la 
superficie equipotencial que contiene a (3, 2, 5). 

d) Encuéntrese la razôn mâxima de cambio del potencial en el 
punto (3, 2, 5). 

e) Encuéntrese el trabajo hecho al mover una partîcula desde el 
punto (3, 2, 5) hasta el (1, 0, —4). 

/) Si una partîcula esta reducida a moverse sobre el elipsoide 
2 2 

X 2 Z f , , 

-b y 3 -= 1, encuentrense puntos cualesquiera en los que la par- 

4 ' 9 

ticula estarîa en equilibrio estable. 





Inisgralss mijltiplss 


1. INTRODUCCIÔN 


En la introducciôn al câlculo hemos estudiado la intégral (definida) 


de Riemann, 


f = 


rb 


f{x)dx , de una funciôn real de variable real. En este 


a 


capitulo consideraremos la generalizaciôn del concepto de intégral a 
dimensiones mas altas —para funciones reales de diversas variables reales— 
y a conjuntos que son mas generales que intervalos. Comenzaremos primero 
con la extension en dimension y posteriormente consideraremos intégrales 
sobre conjuntos cerrados y acotados. Aunque la extension a dimensiones 
mâs altas aumenta el problema del câlculo de la evaluaciôn de la intégral, 
la generalizaciôn es directa y naturaL La extension es tanto de interés 
matemâtico como de importancia considérable en las aplicaciones. Comen- 
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zaremos con ia dimension dos, donde el cuadro geométrico es completamente 
claro. La generalizaciôn a dimensiones arbitrarias es luego un fâcil paso. 

2. INTEGRALES DOBLES 

Definiremos primero la intégral definida para intervalos en R 2 . En 
anteriores capitulos encontramos conveniente tomar el interior de una 
esfera «-dimensional como nuestra generalizaciôn de un intervalo uni- 
dimensional. Nos estâbamos ocupando de vectores y la distancia entre 
puntos y el interior de una esfera es la generalizaciôn natural deï intervalo 
en este caso. El interior de una esfera nos proporciona una generalizaciôn 
de la vecindad unidimensional que es expresable en términos de distancia de 
un modo sencillo: ,/L~(x 0 ; S) = {x |x — x 0 | < (5}. Aqui nos ocuparemos 
de Ios componentes de los vectores y consideraremos nuestro espacio como 
un producto cartesiano de espacios unidimensionales. Para nuestros 
propôsitos présentes es mâs conveniente y natural convenir en que nuestros 
intervalos son rectângulos. 

2.1 Définition. Si a = (a { , a 2 ) y b = (b x , b 2 ) con a x < b x , a 2 < b 2 , 
enfonces el intervalo cerrado [a, b] en R 2 es el conjunto de todos los puntos 
x = (x, y)eR 2 taies que 

a x ^ x ^ b j y a 2 ^ y < b 2 . 

El intervalo cerrado [a, b] en R 2 es un rectângulo con vértices en los 
puntos (a ] , a 2 ), (b x , a 2 ), (b x , b 2 ) y (a,, b 2 ). Los lados del rectângulo son 
paralelos a los ejes coordenados (figura 1). Las longitudes de los lados 
de [a, b] son los numéros b [ —a l y b 2 — a 2 . Si b x — a 1 = b 2 —a 2 , enfonces 
[a, b] es un cuadrado. 


X 

FIGURA 1 

2.2 Définition. El ârea del intervalo [a, b], denotada por A([sl, b]), es. 
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por définition , el producto de las longitudes de los lados , es decir , 

^([a, b]) = (6,-^) (62-^2)- 

Si [a, b] es un intervalo cerrado en R, definimos una partition P 
de [a, b] como un conjunto finito de numéros x 09 x l9 ... 9 x k taies que 
a = x 0 ^ x i ^ ... ^ Xj-x ^ Xj < ... ^ x k = b. Denotamos una partition 
de [a, b] por P = {Xj\j = 0,\,...,k},y definimos la norma o malla de P , 
lo que escribimos |P|, por 

|P| = mâx {Xj — Xj-i | j — 1, k}. 

Generalizaremos estos conceptos para intervalos en R 2 . 


2.3 Définition. Sea [a, b] a R 2 con a = (a^ , a 2 ) y b — (b ] 9 b 2 ). Si 
P 1 — {x jl | j\ = 0 , 1 ,..., k { } es una partition de [ a^ , b { ] y P 2 = {y jz \j 2 = 

0, 1,..., k 2 } es una partition de [a 2 , b 2 ], enfonces 

P = P 1 xP 2 = {{X ji ,y h )\j l = 0, 1, ; j 2 = 0, 1, ...,k 2 ] 


se dice que es una partition de [a, b] y definimos la norma de P , escrito \P |, por 


P | = mâx {| P x 



Àsi pues, una partition P subdivide al rectângulo [a, b] (figura 2) en 
cierto numéro de rectângulos mas pequenos. La norma de la partition 
es la mayor de las dimensiones (largo o ancho) de todos estos rectângulos 
mâs pequenos y mide la finura de la particiôn. Si la partition P x subdivide 
a [a x , b{\ en k x subintervalos y P 2 subdivide a \a 2 , b 2 ] en k 2 subintervalos, 
entonces P = P x x P 2 subdivide a [a, b] en k = k x k 2 subintervalos. Los 
subintervalos bidimensionales de [a, b] obtenidos por una partition P 
de [a, b] pueden enumerarse consecutivamente y denotarse por con 
i = 1donde k = k x k 2 . La figura 2 ilustra una particiôn de un 
intervalo [a, b] de R 2 con k { = 5 y k 2 = 4. 
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*3 
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Sea / una funciôn real que estâ acotada sobre [a, b] de modo que hay 
numéros ni y M taies que m ^ /(x) < M para todo xe[a, b]. Definamos 

«!;(/)= inf {/(x) | xel,} 

M j (/) = sup{/(x)txe^ i }. 

El supremo de un conjunto PP de numéros reales, denotado por sup PP 
(o lub PP), es un numéro c tal que para todo xePP, x ^ c y si b < c 
entonces hay un tal que x > b \ es decir, el supremo de PP es una cota 
superior de PP y cualquier numéro menor que él no es una cota superior 
de PP. El infimo de PP, inf PP (o glb PP), se define de un modo anâlogo. Es 
una propiedad bâsica del sistema de los numéros reales que todo conjunto 
no vacio PP de numéros reales tiene un supremo si PP estâ superiormente 
acotado, y tiene un infimo si PP esta inferiormente acotado. 

Como estamos suponiendo que / estâ acotado sobre [a, b], M,(f) y 
m { (/) existen para todo / = 1, y 

2.5 m P m (/) ^ A/ f (/) ^ M. 

La definiciôn de una intégral la daremos en términos de sumas de los 
siguientes tipos: 

L(f, P) = I m,(/M(^) 

i = l 

y 

k 

uu,p) = y Afx/Mo*,) 

i = 1 

donde ^4(^ f ) es el ârea del i-é simo subintervalo ^ en la particiôn P. 
Llamamos a L(f, P) “suma inferior”, y a U(J\ P) “suma superior” 
correspondantes a la particiôn P . 

Estas sumas tienen una sencilla interpretaciôn geométrica para funciones 
no negativas en un intervalo [a, b] en R 2 , aunque debemos recordar que la 
sola restricciôn que hemos impuesto sobre nuestras funciones es que han 
de ser acotadas. La grâfica de una funciôn no negativa y acotada sobre 
un intervalo [a, b] aparece representada en la figura 3. La suma inferior 

k 

L(f, P) = m 1 (f)A(âi l )+ ... + m k (f)A(@ k ) = X m,(f)A{ât,) 

i = 1 

es la suma de los volumenes de los paralelepipedos interiores. La suma 
superior 

k 

U(f,P) = M l (f)A(ât i )+ ... +M k if)A(0t k )= y 

i- 1 

es la suma de los volumenes de los paralelepipedos exteriores. 
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De acuerdo con 2.5, si f estâ acotada sobre [a, b] y P es una partition 
de [a, b], entonces 

k k 

b]) = £ mA(@i) 

i - 1 i = 1 

k k 

< Y < X M.4(‘t i ) = Myl([a,b]) 

1=1 i= 1 


o bien 


2*6 mA([ a, b]) ^ L(/, />) ^ //(/, P) ^ MA([ a, b]). 

Sea ^ el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b]. La 
desigualdad 2.6 se verifica para cada partition P en y nos muestra que 
el conjunto de todos los nümeros {L(f, P)\ Pe£P} —el conjunto de todas las 
sumas inferiores obtenidas tomando todas las posibles particiones de [a, b]— 
tiene una cota supenor; a saber, À/,4 ([a, b]). El conjunto {L(f, P) \ Pe&} 
tiene, por tanto, un supremo. Anâlogamente, el conjunto { U (/, P) | Pe&) 
tiene una cota inferior mA([ a, b]) y, por tanto, {//(/, P) | Pe£?} tiene un 
infimo. Este supremo y este infimo son suficientemente importantes para 
que introduzcamos nombres y simbolos que los denominen y denoten. 

2.7 Définition. Definimos 

* b 

f= inf {L(f, P) | 

y 

I / = sup{i/(y, p)\Ps&>}. 


a 
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r b 


f se llama intégral inferior de f sobre [a, b], y 


f se llama 


a 


intégral superior de f sobre [a, b]. 

La discusiôn que précédé a esta définition establece la existencia 


f b C b 


de 


j a 



f para todas las funciones / que son acotadas en [a, b]. 


Si P y P' son particiones de un intervalo [a, b], P cz P' significa que 
cada punto de division de P es también un punto de division de P'. Cuando 
éste es el caso, P' se dice que es un refinamiento de P. Demostraremos que 
ningün refinamiento de una partition hace decrecer la suma inferior ni 
aumentar la suma superior. Enunciado en forma précisa, probaremos que 
para toda funciôn acotada /: 


2.8 Lema. Si P c= P\ enfonces L{f , P) ^ L(j\ P') y U(j\ P') ^ U{f , P). 


Prueba. Si P - P’ el lema es obviamente cierto. Supongamos que 
p = x P 2 y P’ = P x ' x P 2 \ con P ^ P' y P a P\ Supongamos también 
que P j ^ P i \ Sea x/ el primer punto de division de P { ' que no esta en P x . 
Entonces, para algün /, x l _ l < x/ < x t . Definamos P x l por 



y 

P 1 - P x l xP 2 . 

Las subregiones limitadas por x t _ { y x, estân, cada una, divididas en dos 
partes distintas por la inserciôn de x/. Un caso particular de esto aparece 
ilustrado en la figura 4. 



Sea una de las regiones que esta dividida por la inserciôn de x/ y 
sean y .3#** las dos subregiones en que la 01 { se ha dividido. Definamos 

m*(f) = inf {/(x) | xelj*} 
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y 


w;**(/) — inf {/(x) | xefj”}. 


De la definiciôn de m i (f) se deduce que m i (f) ^ m *(/) y m,(/) ^W;**(/). 
Por tanto 


= rn { {f) A(M?') + m.Xf) A{mr) 

^ W,*(/) 4(Æ i *) + /W i **(/) Ai®?*) 


de donde 

L(/, P) = m 1 (/) /l(^ 1 )+ ... +m i (/)/l(^ i }+ ... + m t (/M(Æ*) 

<™i(/M(^i) + + "*,*(/) ^ 

+ /V*(/M0*/**) + ... + m k (f)A(» k ). 

Hay un numéro finito de subregiones PA { que estân subdivididas por la 
adiciôn de x/. Luego, por repeticiôn del anterior argumenta un numéro 
finito de veces, tenemos 

L{f , P) ^ L (/, P 1 ). 

Repitiendo todo el proceso un numéro finito de veces, podemos anadir todos 
lospuntosdeP/ que no estân en P x y en la misma forma podemos anadir los 
puntos de P 2 ' que no estân en P 2 . Asi obtenemos Li /, P) ^ L(f, P'). 
De una forma anâloga — con todas las desigualdades que aqui aparecieron 
invertidas—- obtenemos que U(f, P) ^ u<S, P')- 

Aplicamos ahora el Iema 2.8 junto con 2.6 para obtener la siguiente 
importante propiedad sobre intégrales superiores e inferiores. 


2.9 Lema. Si f es acotada sobre [a, b], enfonces , para cualquier particiôn P 
de [a, b], 


L(J] P) ^ 


r b 




/ < U(f 9 P). 


Prueba. Como 


f = sup {L(/, P)|Pe^, se sigue que L(/, P) ^ 


?b 


Anâlogamente, 


r b 


/ < L/(/’ P).Queda, pues, por mostrar que 


/< 


a 


/. 


/• 


a 


Sea P — Pj x P 2 y 0 = un par cualquiera de particiones de 

[a, b] y sea P' = (P } u Q x ) x (P 2 u (7 2 ). Es claro que P <= P' y Q c= p\ 
es decir, que P' es un refinamiento tanto de P como de Q. Luego, de acuerdo 
con el lema 2.8, 


L(f, P) < L(f, P') y */(/, P') < v(A QY 


Como, segün 2.6, L(f, P ') < U(f> P'), tenemos 

L(f, P) < U (A Q) 
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para 


cualquier par de particiones P y Q de [a, b]. Asi pues, para toda 


partition Q, U ( j\ Q) es una cota superior de [L(f F) \ Pe&}. Como 
el supremo de (L(/, F) | Pe#}, 

l> 

/ < U (/, Q) para todo 


/ es 


a 


rb 


/ es una cota superior de {£/(/, £))J Qe#}. Como 


/es el supremo 


a 


de' {U(f, Q)\ Qe&>), 




/ 


a 


Esto compléta la prueba. 

Definimos ahora las funciones intégrables y la intégral definida de 
una funciôn intégrable sobre un intervalo. 


2.10 Définition. Una funciôn f sobre [a, b] se dice que es ( de Riemann ) 
intégrable sobre [a, b] si f es acotada sobre [a, b] e 


r b 




j 


a 


J 


a 


Si f es intégrable sobre [a, b] entonces la intégral definida {de Riemann) 

'b 


de f sobre [a, b], esc rit a 


f esta definida por 


J a 

’b 


/ 


"b 


f 


f 


Puede también usarse para denotar la intégral de / la notation 


f{x)dx. 


a 


La intégral de una funciôn / sobre un intervalo fa, b] a R 2 se llama 
intégral doble. El término ^doble" se refiere a la dimension del intervalo [a. b]. 
Las notaciones 

b b 


f(x,y)dxdy e 


a 


f(x,y)dA 


se usan a veces para denotar la integra! doble de / sobre [a, b], 
El siguiente resultado es una consecuencia directa del lema 2.9. 
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2.11 Teorema. Si f es intégrable sobre [a> b] c R 2 y P es una particiôn 
cualquiera de [a, b], entonces 


L(f, P) *£ 


r / < u(f, P). 


Prueba. De acuerdo eon el lema 2.9, para cualquier particiôn P de [a, b], 


r b 


Uf P) < 


r b 




a 


Vif, P)- 


r b r b 


Como f es integrabie sobre [a, b]. 



/ y el teorema sigue. 


Este teorema muestra que cualquier suma inferior es una cota inferior 
para la intégral definida y cualquier suma superior es una cota superior. 
Ilustraremos el método para la aproximaciôn al valor de la intégral mediante 
el câlculo de las sumas superiores e inferiores. 



2 = f(x,y) = 5 -\(x 2 +y 2 ) 

FIGURA 5 


2.12 Ejemplo. Supongamos que /(je, y) = 5 — |(x 2 +y 2 ) es integrabie 
sobre [a, b] donde a = (0, 0) y b = (4, 3) (lo que mas adelante sabremos 




que es cierto). Calculese en forma aproximada J 



Sol uc ion. Sea P = P x x P 2 donde P x = {0, 1,2, 3, 4} y P 2 = {0, 1, 2, 3}. 
Esto esta ilustrado en la figura 5. Como la funciôn es monôtona decreciente 
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tanto respecto a x como respecte a y, y = 1 para todo /, tenemos 

1 2 

UJ\P) = I m i (f)A(ûl l ) =/(l, l)+/(2,1 )-1-/(3, l)+/(4,1) + /'(1,2) 

i = 1 

+/(2,2) + /(3,2) 4-/(4, 2)+/(l, 3)4-/(2,3) + /(3,3)+/(4,3) 

= ¥ + T + T +f + T° + T + T +1+ ¥ + T +T+0 

- 30.8 

y 

1 2 

<y(/,P) = X M f (/) A(^) = /(0>0)+/(l,0)+/(2,0)+/(3,0)+/(0,1) 

/= 1 

+/(!> l)+/(2, l)+/(3, l)+/(0,2)+/(l, 2)+/(2,2)+ /(3,2) 

- 47.6. 

Entonces aproximamos 

( 4 , 3 ) 

[5-i(x 2 + y 2 )]dxdy por \[L(f, P)+U(f, P)] = 39.2. 

( 0 . 0 ) 

"b 

Como L(/’ P) ^ ^ U (/, P) implica 


'b 

i [La F) - t/(/; P)] «c / - i [L(/, P) + U (/, P)] < I [U (/, P) - L(/; P)], 

% a 

vemos que 

^b 

2.13 /—iW/> P) + V(f, P)] 

J « 

El numéro £[£/(/, P) — L(J\ P)] es una cota superior del error cometido al 

*b 

aproximar / por j[_L(f P) + U(f P)]. Asî pues, en nuestro ejemplo el 

„ a 

error al tomar como valor de la intégral el de 39.2 es menor que o igual 
a ^(47.6 — 30.8) = 8.4. La aproximaciôn es —como el aspecto de la figura 5 
nos sugiere— mucho mejor que esto. En realidad, el valor de la intégral es 40. 

A continuaciôn demostraremos que una funciôn acotada es intégrable 
sobre el intervalo [a, b] si y solo si la diferencia entre una suma superior y 
la suma inferior correspondiente puede hacerse arbitrariamente pequena. 


2.14 Teorema. Una funciôn acoîada f es intégrable sobre [a, b] si y solo 
si para cada e > 0 existe una particiôn P de [a, b] con la propiedad de que 

uw, p) < 
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Prueba. Supongamos que para cada £ > 0 una tal P existe. De acuerdo 
con el iema 2.9, 


0 ^ 


/- 


a 


/ $ iJ U, P)~ LU, P) 


a 


Como U (/, P) — L(f, P) < e, se sigue que 


/ = 


a 


/ y / es intégrable 


sobre [a, b]. 

Redprocamente, supongamos que / es intégrable sobre [a, b]. Entonces 

/ = sup {L(J, P)} = inf {U (J, P)}. Luego 


'b 

*b 

'•b ç 

/= 

f = 

4/ 

f. Por tanto 



a J : 


a 


para cada £ > 0 existe una particiôn P 1 tal que 

fb 


f-L(f,P l ) < 


£ 


J a 


y una particiôn P 2 tal que 


v<j, p 2 ) 


r b 


j a 



Anadiendo estas dos desigualdades obtenemos 

U(f, P 2 ) — L(f, P 1 ) < £. 

Luego, para todo refinamiento comun P de P 1 y P 2 , 

U(f, P) — L(j\ P) < U(j\ P 2 )-L{j\ P 1 ) < e. 

Y esto compléta la prueba. 

De acuerdo con el teorema 2.14, vemos que siempre es posible aproximar 
intégrables definidas por medio de sus sumas superiores e inferiores tanto 
como deseemos. 


Problemas 

1. Encuéntrese el area del intervalo [a, b] si 

a) a = (1, 2), b = (3, 5) b) a - (0, 0), b = (3, 4) 

c) a = (-2, -1), b = (1,3) d) a - (-3, 1), b = (2, 1). 

2. Sean a = (0, 0), b = (1, 2), y f(x 9 y) = 2 x+y. Encuéntrense L()\ P) 
y u (f- P )cuando P = P, x P 2 si P, = (0,£, 1} y P 2 = {0, i, U 2}. 


3. Supongamos —como es el caso— que las funciones que a continuaciôn 
aparecen son intégrables sobre los intervalos dados. Demuéstrese que: 



si a = (0,0), b = (1,1 ), /(x, y) = x + y 
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b) 1.5 < 


b 


n n 


J < 4.5. si a = (0,0), b = { - , - , /(.v, y) — se n .v + cos r. 


. a 


2 i / 


4. Para cada une de los inter valus uA ■ de una cierta part ici 6 n P de [a, b] 
sea X; un punto de A t . Deinuéstrese que cualqniera que sea la selecciôn 
de los . 

A 

L(J\ P) se ^ < U ( /; P). 

»= 1 

De ello se concluye que si / es intégrable sobre [a, b], entonces 




! J a 


f- 2 /U, MOU 


J - 1 


^U(f P)-L(fP). 


3. PROPIEDADES BÂSICAS DE 


% h 


f 


Estableceremos ahora algunas propiedades bâsicas de la intégral 


doble 


f que son anâlogas a las propiedades bâsicas de la intégral 


a 


u nidimensional 




j « 


3.1 Si la funciôn f es intégrable sobre [a, b] y c es una funciôn constante 


de R 2 en R, entonces la funciôn cfes intégrable sobre [a, b] e 


cf - c 


f - 


a a J a 

3.2 5/ c es w/îû funciôn constante de R 2 a R. entonces para todo intervalo [a, b] 


en R", c es intégrable sobre [a, b] e 


b 


a 


c — c/l([a, b]). 


3.3 Si las funciones f y g son intégrables sobre [a, b] , entonces la funciôn 

'•b b f* b 

(f+g) = / + 

a . a 


/ + g es intégrable sobre [a, b] e 


3.4 La funciôn f es intégrable sobre [a, b] si y solo si las funciones j y f 
definidas por las réglas 


= >• r W = 

[ 0 si /(x) < 0 

son ambas intégrables sobre [a, b]. 


0 si /(x) ^ 0 

-/(x) si /(x) < 0 


3.5 Si la funciôn f es intégrable sobre [a, b], entonces f 1 es intégrable 
sobre [a, b]. 
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3.6 Si las funciones f y g son intégrables sobre [a, b] enfonces ei producîo fg 
es intégrable sobre [a, b]. 

3.7 Si las funciones f y g son intégrables sobre [a, b] y /(x) < g(x) para 

r b 


todo xe[a, b], entonces 


J ^ 


J» 


g . 


a 


3.8 Si la funciôn f es intégrable sobre [a, b], entonces f es intégrable 

rb ! f b 

J a 


sobre [a, b] e 


f 


./'I 


Pruebade3.1. Sea P una particiôn cualquiera de [a, b] y denotemos 
por el /-ésimo subintervalo de la particiôn P. Si c ^ 0, entonces para 
todo i tenemos 

m-Xcf) = inf (c/(x) [ xel,) = c înf {/(x) | xef,} = cm XJ) 
de don de 


L(cf, P) = y w,(r/ ).-U #,) y cmXf)A(âij) = cL{J P). 


1= 1 


1 = 1 


De donde se sigue que 


cf = c 


a 


/• 


Anâlogamente, para c > 0 





J a J a 

Como / se supone intégrable sobre [a, b], 



"•b 

"b 

'b 

cf = c 

f = c 

f - c , 

/ = 

*. a J 

a i; 

a 

a 



y cf es también intégrable sobre [a, b] con 

^ rb 

cf = c 



J a 


J a 


y 


Si c < 0, entonces 

mX c f) = inf (c/(x) | xesf,} = c sup {/(x) | xe3?,j = cMXf) 
MJcf ) = sup {c/(x) | xeSHf = c Inf {/(x) | xeM t } = cm,(f). 
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En este caso 


'b 

m b 

•b 

cf = c 

/ e 

c/ = c 

v a *J 

a 

a 


r b 


/ 


De nuevo, como / se supone intégrable sobre [a, b], 


i'b 

'b' 

fb 

r* b r 

c f — c 

f - c 

/ = C 

/ = 

J a 

a 

a * 

a J ; 


cf 


y en este caso cf es también intégrable sobre [a, b] con 


r b 


r* 


cf - C /. 


a 


Prueba de 3.2. Para cualquier particiôn Z 5 de [a, b], L(c\ P) = cA ([a, b]) 
= U(c, P). 

De donde, segun el lema 2.9, 


cA([ a, b]) ^ 


b 


C ^ 


c ^ cA([ a, b]) 


a 


y vemos que c es intégrable sobre [a, b] con 

Cb 

c = t.v4([a, b]). 


Antes de probar 3.3 estableceremos el siguiente lema. 


3.9 Lema. Si f y g estân acotados sobre [a, b], enfonces 


*b 

(/+ g) > 



"b 

^b 


'’b r 

/ + 

9 e 

/ + 

9 > 

J a ^ 

a 

a „ 

a 


(/+#)• 


Prueba. Sea P una particiôn cualquiera de [a, b] y denotemos por el 
i-é simo subintervalo de la particiôn. Para todo i tenemos 

»!,(/+.9) = inf {/(x)+#(x) | xs^j} 

2* inf {/(x) | xelj} + inf (#(x) | xe&,-} = m i (f) + m i (g) 

y 

MiU'+g) = sup {/(x)+#(x) | xefj 

< sup {/(x) | xeâti] + sup U(x) | XEi,} = M i {f) + M i {g). 

De estas desiguafdades se sigue que si P 1 y P 2 son particiones de [a, b] 
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J a 


y P es un refinamiento comün de P 1 y P 2 , entonces 


L(./; P l ) + L(g, P 2 ) < lu: P) + L{g, P) SS Hf+g, P) 


(. f+9 ) 


rb 


(/ + «)<!/(/+«, P) < l/(/, P)+Ü(ff, /’) < U U, P')+ U(g, P 2 ). 


Como estas desigualdades se verifican para P\ P 2 eèP arbitrarios, tenemos 


U + 0 ) ^ 


r *> 


rb 


/ + 


J a 


0 e 


r b 


(/+0) < 


/ + I 0- 
J a J a 


'a 


Prueba de 3.3. De acuerdo con el le ma 3.9 tenemos 


r b 


/ + 


0 < 


/"b 


(/+ 0 > < 


b 


C/+0) ^ 


r b 


/ + 


0- 


Como f y g sc suponen intégrables sobre [a, b], en esta relaciôn debe 
verificarse la igualdad y f+g es intégrable sobre [a, b] con 


'* b 

(f+g) 




Prueba de 3.4. Probaremos que 

3.10 U(J\ P)~L(f\ P) = [U(f\ P)~L{f\ P)] + [U(f-, P)-L(f~, P)). 

La propiedad 3.4 se sigue entonces de 3.10 por una aplicaciôn del 
teorema 2.14. 

Sea P una particion de [a, b]. Probaremos primero que sobre cada 
intervalo 

3.11 = M i (/ + )-m,(/ + ) + M i (/-)-m i (/-). 
Consideraremos très casos: 


Caso 1. ni-Xf) ^ 0. Aqui 

= Miif), m t (f + ) = m-Xf ), MXf~) = mXf~) = 0 

y 3.11 se verifica. 

Caso 2. MXf) ^ 0. Aquî 

M f (/ + ) = m ; (/ + ) = 0, M ; (/-) = «!;(/") = 


y 3.11 se verifica también en este caso. 
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Caso 3. m ( (/) < 0 < /V/,(/). En este caso 

Mi(.f ) = A/, (A /»,■(/') = 0, /V/.(/ ) = -m//), /w,-(/") = 0 

de modo que 

- MiCD+Miif ) - A/(/ + )~/»/(/' f )■+ M M" )-»uU .) 

y, de nuevo, 3.11 se verifîea. 

Vemos pues que en los très easos se verifîea 3.11. Si multiplicamos 3.11 
por A('$i) y sumamos sobre /. obtenemos 3.10. 

Cada una de las diferencias U(J\ P) —L[j\ P) 9 U(f + *P)—L(f*-P) y 
U(f ~, P) — L{fU P) es no negativa. Si/es intégrable sobre [a, b], entonces 
segün el teorema 2.14 para cada e > 0, hay una particiôn P tal que 
U(f\ P) - L(f\ P) < c. Lu ego, por 3.10. U(f\ P) - L(f\ P) < e y 
U(f-\P)-L(f\P) < y, de nuevo segün el teorema 2.14, / T y / son 
intégrables sobre [a, b]. 

Reciprocamente, si /* y f" son intégrables sobre fa, b], entonces, 
por el teorema 2.14 para cada f; > 0, hay particiones P 1 y P 2 taies que 
U(J\ P 1 ) — L (/ ', P 1 ) < c/2 y (/(/", P 2 )-L(/‘, P 2 ) < c/2. Sea P un 
refinamiento comün de P 1 y P 2 . Entonces 

U(j\ n~L(j\ P) = U(/\ P)~L(f \PH U(f\ P)~ L(J U P) 

^ U(f\ P ] )-L(f \ P l )+U(fUP 2 P 2 ] 

< c/2 + c/2 = 

y, de nuevo, segün el teorema 2.{4, /es intégrable sobre fa, b]. 

Antes de probar 3.5 en el caso general, lo probaremos para un caso 
especial. 

3.12 Lema. Si /(x) >■ 0 para îodo xe[a, b] y / es intégrable sobre [a, b], 
entonces f 2 es intégrable sobre [a, b]. 

Prueba. Sea P una particiôn de fa, b]. Para todo subintervalo H, 

M;(f 2 ) = sup {/ 2 (x) I xe.#i) = (sup {/(x) | xei,}) 2 = M 2 (f ) 

y 

m,-(/ 2 ) = inf {/ 2 (x) | xe^j} = (inf {/(x) j xê#,}) 2 = w,- 2 (/). 

Por tanto, 

k 

U t./' 2 , P)-L(f 2 , P) = I [M j (/ 2 )-/n i (/ 2 )]/l(.ÿf> ( ) 

1 - 1 

k 

= I [M,(/) + »!,(/)] [M,(/)-'»,(/)] ^(^i) 

i - 1 
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r »> 


./ 


< 2 M X [M 1 (/)-m i (/)]/Kdf l ) 


/= 1 


- 2 M [CM/, P)-L(./; P)]. 

Como/es intégrable sobre [a, b], segun el teorema 2.14 ha de haber para 
cada s > 0 una partition P de [a, b] tal que el segundo miemhro de la 
anterior desigualdad es menor que e. Luego, de nuevo segun el teorema 2.14 
f 2 es intégrable sobre [a, b]. 


Prueba de 3.5. Tenemos 

/ 2 = ( f -/”) 2 = (/ + ) 2 “ 2 / + / _ +(/") 2 = (/ + ) 2 + (/") 2 

puesto que al menos uno de los dos, / + (x) o / " (x), es cero para todo 
xe[a, b]. Por 3.4, f + y f~ son intégrables sobre [a, b], luego, segûn el 
lema 3.12, (/ + ) 2 y (/ ) 2 son intégrables sobre [a, b]. La integrabilidad 
de / 2 se sigue entonces de 3.3. 


Prueba de 3.6. Segun 3.3 y 3.2, f+g y f—g son intégrables sobre [a, b]. 
Luego, por 3.5, (f+9) 2 y U ~9Ÿ son intégrables sobre [a, b]. La inte¬ 
grabilidad de fg se sigue entonces de 3.3 y 3.2 observando que 

fg = -kU+gf-kU-g] 2 ' 


Prueba de 3.7. Es claro que /(x) < #(x) para todo xe[a, b] implica 


g. Como/y # se han supuesto intégrables, de 


'b 


" h 

/ 

y y 

J < 

J * 

a 

a 


‘a 


cualquiera de las anteriores desiguaidades se sigue que 


/ < 


a 


0 • 


a 


Prueba de 3.8. Como para todo xe[a, b],/ + (x) ^ Oy / (x) ^ 0, tenemos 

/(x) =/ + (x)-/-(x) ^/ + (x)+./" (X) = |/(x; 


y 

-/(x) = -/ + (x)+/“(x) < /■ + (x)+./"(x) = |/(x)|. 


Por 3.4, f y / son intégrables sobre [a, b], y por 3.3 |/| es intégrable 
sobre [a, b]. Por 3.7 tenemos 



Combinando estas dos desiguaidades tenemos 
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4. INTEGRALES SOBRE CONJUNTOS ACOTADOS EN R 2 


En esta secciôn extendemos la definiciôn de integra! de / a conjuntos 
acotados mas generales ê en R 2 . 


4.1 Definiciôn. Si f es una funciôn definida y acorada sobre un conjunîo 
acotado ê <= R 2 , dejinimos la funciôn f & por la régla 


* l/( x ) P ara xeâ 

â | 0 para x e r 6'ô 

donde 6 , el complemento de S, es el conjunîo de todos los punios de R 2 
que no estân en S. 


Nota. Recuérdese que hemos usado anteriormente la notaciôn f ê para 
denotar la restricciôn de una funciôn f a un conjunîo S a es decir, 
f s (x) = /(x) para xgS\ En este capitulo usamos la misma notaciôn para 
denotar la funciôn que es igual a /'sobre S y cero en cualquier otro punto. 


4.2 Definiciôn. Si S es un conjunîo acotado en R 2 , si [a, b] es un inîervalo 

2 f" 

en R tal que S c [a, b], y si j s existe , entonces dejinimos 


rb 


/ 


ê 


J S ■ 


El valor de 


J* 


f no dépende de la elecciôn del intervalo [a, b]. Si asi no 


fuera esta intégral no estaria definida. Para mostrar esto necesitamos 
primero probar que la intersecciôn de dos intervalos es o un intervalo o el 
conjunto vacio. Sea 

[a 1 , b 1 ] = {(*,>’) | o, 1 < x ^ 6,\ a 2 1 < y < b 1 1 } 

y 

[a 2 , b 2 ] = {(.y, y) I fl , 2 < x «S b 2 , a 2 2 y «S b 2 2 }. 


Entonces 

[a 1 , b 2 ] n [a 2 , b 2 ] - [a 3 , b 3 ] 

donde los componentes de a 3 y b 3 estân definidos por 

af — mâx y bf — min {bj.bj} (i = 1,2). 

Si bf < aj 5 o b 2 i < entonces [a 3 , b 3 ] = (f ). 

Sean [a 1 , b 1 ] y [a 2 , b 2 ] dos intervalos que contienen S. Entonces 
S <= [a 1 , b 1 ] n [a 2 , b 2 ] = [a 3 , b 3 ]. Esta relaciôn esta ilustrada en la figura 6. 
Como f â (x) — 0 para aquellos puntos de [a 1 , b 1 ] que no estân en [a 3 , b 3 ] 


■■■-, .•>**$*: »i ■■■ . <’ ■ . . - .-.-W • • -v^'i--!*--H.. ✓ • ^ ^ \ *■■■■■■■■.* •• ••• • ’• - ■ ^ f* -ï' 
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y 



0 



X 


y para aquellos puntos de [a 2 , b 2 ] que no estân en [a 3 , b 3 ], 


'b* 

'b 3 

.f & ~ 

J S = 

Q 1 

a 3 J 


/*b 2 



4.3 Ejemplo. Sea S — {x | xe[0, 1], ys[ 0,1], y x, y racionales}. Demuéstrese 
que 1 no existe. 

J & 


Soluciôn. Tomemos a = (0, 0) y b = (1, 1). Entonces S es el conjunto de 
todos los puntos en [a, b] con ambas coordenadas numéros racionales. 
La funciôn \ s estâ definida por 

1 (x) = I 1 xe,r 
s( ’ {O xe'éê. 

Sea P una particiôn de [a, b]. Como todo subintervalo en la particiôn P 
contiene puntos con ambas coordenadas racionales al igual que puntos 
con, al menos, una de las coordenadas irracional, 

m i = inf (l^(x) | xe^i) ~ 0 


y 


Mi = sup {1 $ (x) j xeât,} = 1. 


De donde 

'b 

\ s — \ Q 

\ ê = 0, Por tanto, 

V 

a * 

B 


1 no existe. 


4.4 Ejemplo. Sea / la funciôn con régla de correspondencia 


f(x,y) = y l -(x 2 + y 2 ) 
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X 


y dominio la région limitada por la eireunfereneia unitaria 

6 = J (a*, y ) î a 2 + y 2 ^ 1 }. 

Suponiendo que / sea intégrable sobre b (mas adelante veremos que tal 
cosa es cierta), demuéstrese que 


1 < 


« 

J < 3 . 


Solution. Como tantôt como/son, ambos, simétricos eon respecto a los 
ejes X y K, es suficiente estimar la intégral sobre la parte de â situada 
sobre el primer cuadrante y multiplicar este resultado por 4. El rectângulo 
mas pequeno que contiene esta parte de 6 en el primer cuadrante, es el 
cuadrado Sf = [(0, 0), (1. 1)] (figura 7). 

Tomemos la particiôn P del cuadrado 7/' = [((). 0). (I. 1)] donde 


P 


i 




j i 
4 1 2 



y numeremos las 4 x 4 = 16 subregiones como se muestra en la figura 7. 
Los valores de m i y M i se exhiben en la siguiente tabla. 


/ 


W , 

/ 

'»/ 

M, 

1 

0.935 

1.000 

9 

0.613 

0.867 


0.830 

0.969 ! 

10 

0.434 

0.830 

3 

0.613 

0.867 î 

i 1 

0.000 

0.707 

4 

0.000 

0.662 

12 

0.000 

0.434 

5 

0.830 

0.969 

13 

0.000 

0.662 

6 

0.707 

0.935 

14 

0.000 

0.613 

7 

0.434 

0.830 

15 

0.000 

0.434 

8 

0.000 

0.613 

16 

0.000 

0.000 
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Te ne ni os 

16 16 

L(J, P) = 4 X m t (J)A{» t ) = t 4 6 I '",(/) = I(5.396) = 1.349 

i- 1 i- 1 


U(f, P) = 4 X =-i X «.(./) = 1(11-392) = 2.848. 

i- 1 i = 1 

"(1,1) 

Como L( /, P) C 4 f s — / ^ (/(/, P), hemos establecido la 

J ( 0 , 0 ) 

desigualdad. 

Podriamos esperar que i[L(/, P) + U(f, P)] = 2.098 séria una buena 

* 

aproximaciôn a /. En reaiidad, como veremos mas tarde [probiema (e), 
pâg. 357] 

/ = « 2.094. 

El câlculo del ejemplo 4.4 es realmente largo. Sin embargo, con las 
modernas calculadoras, conseguir una gran exactitud en el câlculo de taies 
intégrales es una tarea sencilla. 

4.5 Definiciôn. Si S es un conjimîo acotado en R 2 y [a, b] es un intervalo 
en R 2 fal que S' <= [a, b], enfonces 1 

’ b /’b 

A(S)= \ ât y À{ê)= \~ ê 

a a 

se llaman, respectivamente , ârea interior y area exterior de ê\ Si A (S ) — A (S ), 
enfonces el valor comün , denotado por A (ê), se dama ârea de ê. 

Puede probarse fâcilmente que A(S) y Â{S) no dependen de la elecciôn 
del intervalo [a, b] que contiene a â. 

Como demostraremos a continuaciôn en el teorema 4.6, si S tiene ârea, 
entonces 

'b 

A(S) - 1*. 

.. a 

La funciôn 1 ô se llama funciôn caracteristica del conjunto S. 

Cuando S es un intervalo, la definiciôn 4.5 concuerda con la previamente 
dada para el ârea de un intervalo, pâg. 313. 

1 Como es comun, â' t dénota el interior de S, y s dénota la cerradura de â. Véanse 
las paginas 164 y 166. 
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FIGURA 8 


El area interior de S, como intégral inferior que es, es el supremo de 
sumas inferiores. Si P es una particiôn de [a, b] y 'M } dénota el y-ésimo 
intervalo de P , entonces m j {\ 6 .) = 0 para cada subintervalo -Mj que contiene 
puntos de S b u S e y, por tanto, 

k 

LV I mj(l g )AUMj) 

7 = 1 

es la suma de las areas de aquellos subintervalos de P que son subconjuntos 
de &Por otra parte, el area exterior de S es una intégral superior y como 
tal es el infimo de sumas superiores. Ahora bien, Mj(\j) = 0 solamente 
para aquellos subintervalos de P que no contienen ningün punto de 6°, 
es decir, M j{ 1^) = 0 para aquellos subintervalos que contienen solamente 
puntos de S e , luego 

k 

U( \$, P) — 

es la suma de las areas de aquellos subintervalos de P que contienen puntos 
de 3. Vemos pues, que la suma inferior se aproxima al area de S por el area 
de un conjunto inscrito de rectângulos y las sumas superiores se aproximan 
al area de S' por el area de un conjunto circunscrito de rectângulos. En la 
figura 8 las sumas superior e inferior estân ilustradas para un conjunto S 
en R 2 donde S es el conjunto de todos los puntos en el interior y sobre la 
curva cerrada que alli se muestra. Los subintervalos que aparecen a la suma 
inferior estân sombreados y los que se encuentran en el interior de la 
poligonal gruesa son los que pertenecen a la suma superior. 


4.6 Teorema. Si un conjunto acotado S en R 2 tiene area y [a, b] es un 
intervalo tal que Ô c= [a, b], entonces 


’b 


1 a 


â 






A{â) — 
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Prueba. Para todo xe[a, b], 0 ^ l éi (x) ^ l^(x) ^ l^(x). Luego, 



Como S tiene ârea, A{$) = A (F), y por tanto 



Demostraremos que el ârea tiene las siguientes propiedades fundamen- 
taies: si F y & son conjuntos en R 2 que tienen ârea, entonces 

A (S) 2s 0 ; 

si F cr &, entonces /!(#) < A(3*) ; 
si A (F n = 0, entonces A (S u jF) = (F) + A (#'). 

4.8 Teorema. 5/ un conjunto acotado F en R 2 tiene ârea , entonces 0 ^ A (F). 


Prueba. El teorema se sigue inmediatamente de la desigualdad 4.7. 

4.9 Lema. Si F y 3F son conjuntos acotados en R 2 y ê cz $F > entonces 

A {S) < A {&) y Â{F)^Â(3F). 

Prueba. Sea [a, b] un intervalo en R 2 tal que J* c: [a, b]. Entonces, como 
F ci J*, l^.(x) < 1 ^.(x) y l^(x) ^ l^(x) para todo xe[a, b]. De donde 



o bien 

A(F) ^ A(3F) y Â(F) ^ Â(tF). 

4.10 Teorema. Si dos conjuntos acotados F y 3F en R 2 tienen ârea y S a 3F, 
entonces 

A(F) < A(3F). 

Prueba. La desigualdad del teorema se sigue inmediatamente de cualquiera 
de las desigualdades del lema 4.9. 


4.11 Lema. Si F y 3F son conjuntos acotados en R 2 , entonces 

A(F n 3F) + A(F u 3F) > A(F) + A{&) 


A(F n 3F) + A(F u &) ^ A{ê) + A(&). 
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Prui-ba. Sea [a, b] un intervalo en R 2 tal que d u // c. [a, b] y sea P una 
particiôn de [a, b]. Para cualquiera de los subintervalos . J Jt ) tenemos 

mi ( 1 #| ) + »! ,( 1 .) < nij( \ â . n 0 .) + ni ,-( I ^ ,, 

como 61 n = (â n ./ ), y rî,- u c (<5 u ,SF) f . Asi pues, si /' y P 2 son 

particiones cualesquiera de [a. b] y P es un refinamiento comùn de Z 3 ' y Z 32 , 
entonces 


P 1 ) + L(i i?| , P 2 ) ^ L(l rf( , P)+L(l :fi , P) 

F > )( , P) J rL{\ Uj , ,^ )| , P) 

d (o n ;F ) + d (d u #). 


De donde résulta que para todo P 1 ey/, A (â n J* 7 ) + d (d u d* 7 ) — L ( 1 ( . P 1 ) 
es una cota superior de {L( 1^., P 2 ) | P 2 e^} y como d(d* 7 ) es el supremo 
de este conjunto, tenemos 

A (.F ) A (d n s F) + d(d u J^) — P( 1 ^.., P 1 ) 

o bien 

L{ \ 6r P 1 ) ^ d (d n /F) -h A (d u J 27 ) — d (^). 

Luego A (d n #d~bd(d u J* 7 ) —d(J*) es una cota superior de 

[L{\ é ,,P')\ P { e&l 

y como A (S ) es el supremo de este conjunto, se tiene por ello la primera 
desigualdad del lema. Anâlogamente tenemos 


A/ j ( 1 /; ) + /V/ j ( 1 ) A M j ( 1 s ^ & ) + M j ( 1 s u .# ) 

d M j(M j ( 1 £ w ? ) 


ya que d n d* c= d n y d u ./ = d u d* . De donde se obtiene la 
segunda desigualdad del lema. 


4.12 Teorema. Si dos conjunîos aeotados Ô y AA en R 2 tienen areas , 
entonces d n dP y d u -F tienen area y 

A (d n d* 7 ) 4- A (d u d 7 ) — d (d ) + d (J* 7 ). 

Prui-ba. De acuerdo con el lema 4.11, como A (d ) = d (d ) y d (y^ 7 ) = d (d* 7 ), 
tenemos 


A (d n #•) + d(d u d*) ^ d(d) + d(d*) ^ d(d n J^) + d(d u 

Ninguno de los términos de la izquierda es mayor que el correspondiente 
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término de la derecha. De donde concluimos que A(ê n F) — A (S n F) 

y A (S u F) — Â(S u F) y 

A (S n ,F) + A {S u J*) = A(éj + A(F). 

4.13 Corolario. Si dos conjuntos acotados S y F en R 2 tienen area y 
A (S n F) = 0, enfonces 

A (6 uf) = A (S) F A (F). 

Hemos probado las propiedades fundamentales del area: si ê y F son 
conjuntos en R 2 que tienen area , entonces 

(4.8') A (ê ) ^ 0 ; 

(4.10 ) si S c: F, enfonces A(Sj ^ A (F) ; 

(4.13') si A(â n F) — 0, enfonces A(i u F) = /J ((£") +/t (J^). 

Es decir, el area es no negativa, el ârea de una parte no es mayor que el 
area del todo, y si un conjunto esta dividido en dos partes que no se 
traslapan, la suma de las areas de las partes es igual al ârea del conjunto. 

Hacemos ahora la conexiôn entre ârea definida por intégrales simples 
y ârea definida por intégrales dobles. Si el ârea debe tener estas propiedades 
(4.8, 4.10 y 4.13), este se demostrô en el volumen I, pâginas 543 a 545, 
que el ârea bajo la grâfica de una funciôn/no negativa e intégrable sobre 

Çh 

un intervalo [a, /?] es f. Asi pues, si una région tal tiene ârea en el sentido 

J ° 

definido en esta seccion —y probaremos en la secciôn 9 que la tiene- 
entonces las dos definiciones de ârea son las mismas para estas regiones. 
Asi pues, la definiciôn de ârea en términos de intégrales dobles incluye la 
primera definiciôn en términos de intégrales simples. Sin embargo, 
la definiciôn de ârea aqui dada, asigna ârea a conjuntos para îos cuales la 
definiciôn previa en términos de la intégral simple no es aplicable. Es decir, 
la definiciôn dada en esta secciôn amplia la clase de conjuntos de puntos 
en el piano a los que podemos asignar un ârea. 

Si sF y F son dos conjuntos, defini ni os el conjunto difer en cia de sd y M, 
y denotamos por sé — al conjunto de todos los elementos de que no 
son elementos de es decir, 

— {x\ XE'S/ y x j F }. 

No requerimos que F sea un subconjunto de sé para poder considerar la 
diferencia sé — F . 

Antes de probar un teorema concerniente al ârea de la diferencia de 
conjuntos observemos que A ([a, b])- U(\#, P) es la suma de las âreas 
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de Jos subintervalos de P que son subconjuntos de (figura 8). Por 

tanto. 

Ml», b])-U(\ 1 ,P)= L(l (Vg)l ,P). 

Usamos este hecho en la prueba del siguiente lema. 


4.14 Lema. Si â es un conjunîo acotado en R" que tiene ârea y [a, b] es 
un intervalo en R 2 ta! que S cz [a, b], enfonces [a, b] —S — Fê tiene 
area v 

F (F[ a b]F) = ^ (t a » b])— A(é>). 

Prueba. Por brevedad denotaremos por f 6 6 a F [ab] ê . Enfonces 

A({ a, b])-Â(ê) - A ([a, b]) - înf {U( 1 ? , P) | PeF} 

= T ([a, b]) -f sup { - U(\s, P) | PeF] 

= sup (T ([a, b]) — U(\v, P) | PeF) 

= sup {L( \ { « £)i , P) | PeF} = A(Fê). 

Anâlogamente 

A ([a, b]) —/}(<£ ) - 

Como S tiene area, A(Fêj = y 

= d([a, b]) — .4 (#). 

4.15 Teorema. Si dos conjuntos acotados S y F en R 2 tienen area , 
enfonces S — F d/w; y 

= T [S) - A (S n AF). 


Prueba. Tomemos [a, b] tal que S u F c: [a, b]. Observemos pnmero 
que S — F = es F F donde, por brevedad, hemos denotado a ^[a,b] 
por Por el lema 4.14, FF tiene area. Como S y FF tienen area, 
segün el teorema 4.12, F - F — 6 n FF tiene area. Ahora bien, 
{S — F) n (S n F) = 0 de modo que A {(S — F) n (<# n J*)) — 0 y de 
acuerdo con el corolario 4.13, 

A(ê) = A ((F-F) u (<T n J^)) - A(ê-F) + A(é° n ^). 

4.16 Teorema. Si un conjunîo acotado ê en R 2 tiene area , enfonces S i y S 
tienen area y 

A (Sq) = A (ê) = A (F). 


Prueba. Como 

tenemos 


= A (S) ^ A (S) y /!(«?,) «S A (S) = /((<£). 
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Asi pues 


A{S) - A(é\) ^ A(êi) ^ A(ê) 


y 


A{ê) ^ A{&) ^ A{S) = A{£). 


Como A(S) = A(S ), tenemos A(ê = ,4(<fj), A(é) = 4(1), y 

A (é%) = ,4(<f) = A(<f). 


4.17 Teorema. 5/ un conjunto acotado S' en R 2 tiene area , entonces la 
frontera de S tiene area y A (S\) = 0. 


Prueba. Como tiene area, segün el teorema 4.16, S y S tienen area y 
A(S > i ) = A((f) = A(S). De donde, de acuerdo con el teorema 4.15, tenemos 

A(ê b ) = A{ê-ê x ) = A(i)-A(SÙ = 0. 


Problemas 


1. Supôngase —como es el caso— que cada una de las funciones que 
abajo aparecen es intégrable en el conjunto que se indica. Demuéstrese que: 


a) 0.2 ^ 


/ ^ 1.1, si /(x, y) = x + y, 


b) 0.008 ^ 


S = {(x,y)|0^ x, 0 ^ y, x 2 + y 2 ^ 1} 
/< 0.421, si /(x, y) = x 2 y 2, S = {(x,y) |x 2 +y 1} 


<? 


2. Pruébese que: 

a) 2<i4(tf)< y, si g = {(x, y) | x 2 -f y 2 ^ 1} 


b) i < >4(<f) < y , si ê = {(x, y) 


x" 


+ y 1 < 1}. 


5. EXISTENCIA DE FUNCIONES INTEGRABLES 


El numéro denotado por /y que se liama intégral definida de/sobre S 

U 

ha sido definido para funciones intégrables. Pero, iqué son las funciones 
intégrables? En esta secciôn demostraremos que si una funciôn es acotada 
sobre [a, b] y si el conjunto de puntos sobre [a, b] donde es discontinua 
tiene ârea cero, entonces es intégrable sobre [a, b]. Se probarâ en el 
capitulo 8 (pâg. 478), que si una funciôn/es continua sobre [a, b] entonces/ 
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es acotada sobre [a, b]. De aqui podemos concluir que las funciones 
continuas sobre [a, b] son intégrables sobre [a, b]. 


5.1 Teorema. Sea f una funciôn acotada sobre un intervalo [a, b] ta! que 

el conjunto S de puntos de discontinuidad de f sobre [a, b] tenga area ce.oj 

r b 


Entonces la 


f existe. 

a 


Prueba. Como el conjunto S tiene area cero y por tanto area exterior cero, 
para cada e > 0 hay una particiôn P' de [a, b] tal que la union sé de todos 
los subintervalos de la particiôn P' que contienen puntos de S tiene area 
< 8. La union de los subintervalos no en sé forma un conjunto 
cerrado y acotado dft que no contiene punto alguno de S. La funciôn / es 
continua sobre M y como M es cerrado y acotado, de acuerdo con el 
teorema 7.6, pâg. 488,/es uniformemente continua (definiciôn 7.5, pâg. 477) 

sobre J, Asi pues, bay una à > 0 tal que x 1 , x 2 tdA y | x 1 — x 2 1 < /23 
implica |/(x I )~/(x 2 )| < s. 

Sea P un refinamiento de P' de norma |P| < ô. Separando la diferencia 
entre las sumas superior e inferior correspondientes a P en las contribuciones 
de aquellos subintervalos en sé y en las contribuciones de los subintervalos 
en tenemos 

vu\ p)-Uf* n 

= I [M;(/) - '«,(/) ! A W) + X [M,(f)- »>,(/)] A (<#,-) . 

M \ c: s4 A\ a A 

Como / es acotado sobre [a, b] supongamos m ^ /(x) ^ M para todo 
xe[a, b]. Entonces 

X [M,(/)-»!,(/)]/!(»,) ^. I [M — m] A(âtj) 

A t c_ s-J c: sJ 

= [M — m] A (sé) < [M — m] e . 

Como |P| < Ô , |/(x 1 ) — /'(x 2 )j < 8 siempre que x 1 , x 2 e^ c: M. Esto 
implica A/,■(/) — m { (f) < e siempre que 0t x c: dS y por tanto 

X < X £A(â#j) < e^([a, b]). 

C A Ai C= A 

Por tanto 
C(./;P)-L(/ P) 

= x + x cw)-m, ,(j)iAm 

Ai cr. ,sV ^*1 c- 


< {M — m + /l ([a, b])}e 
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y segün el teorema 2.14, pâg. 320 —con e reemplazada por [M—m + 


r b 


A([ a, b])} £— se sigue que 


/ existe. 


Enumeramos ahora diversos resultados que son corolarios del 


teorema 5.1. El primer corolario demuestra que el valor de la intégral 


/ 


es independiente de la elecciôn de los valores de / sobre un subconjunto 
de [a, b] de ârea cero. 


5.2 Corolario. Sean f y g dos funciones acotadas sobre un intervalo [a, b] 
y continuas sobre [a, b]— S donde S es un subconjunto de [a, b] que tiene 
ârea cero . Si f — g sobre [a, b]— entonces 



Prueba. Como / y g estân acotadas sobre [a, b], existen numéros m y M 
taies que m ^ /(x) ^ M y m ^ g(x) ^ M para toda xe[a, b], Definamos 
las particiones P\ P y el conjunto sé en igual forma que en el teorema 5.1. 
Entonces, 


i if-g) > L(J'-g, P) 


j» 


0ti c s/ 


Cb 


( f-g)^U(J-g,P)= Z M,(/-g)A(a l )<(M-m)e. 

c si 


A si pues 


— (M — m)e < 


U-g) < 


(f-g) «S ( M-m)e 


y como £> 0 es arbitraria, tenemos (f-g)=Q. Segün el teorema 5.1, 

J a 

f y g son integrabies sobre [a, b]. Por tanto 


r b 




! (f-g) = o. 


J a 


El siguiente corolario es el reciproco del teorema 4.17, pâg. 337. 

5.3 Corolario. Un conjunto acotado S en R 2 tiene ârea si la frontera de $ 
tiene ârea cero. 
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Prueba. Sea [a, b] un intervalo que contiene a ê. Las funeiones 1 § . y 
son continuas e iguales en todos los puntos de [a, b]— S b . Luego, segün 
el corolario 5.2, 


A{S) = 


„ a 





A (#). 


5.4 Corolario. Sea S un conjunto acoîado en R 2 que tiene ârea . Si f es 


acotada sobre S y continua en el interior de S, entonces 



f existe . 


Prueba. La funciôn es acotada y puede tener puntos de discontinuidad 
solamente en puntos de la frontera de ê. Sea [a, b] un intervalo en R 2 
tal que S cz [a, b]. Entonces el conjunto de puntos de discontinuidad 
de f ê sobre [a, b] estâ contenido en la frontera de S y como, segün el 
teorema 4.17 ? esta frontera tiene ârea cero, de acuerdo con el teorema 5.1 


r r b 


J ^ 


/ 


J a 



existe. 

La pequena generalizaciôn siguiente, del corolario 5.4, résulta a veces ütil. 


5.5 Corolario. Sea ê un conjunto acotado en R 2 que tiene ârea . Si f es 

acotada sobre S y continua en el interior de S, excepto sobre un conjunto 

r 


de ârea cero , entonces 


f existe . 


Prueba. Los puntos de discontinuidad de f# estân contenidos en 6\ u 3F. 
Como J* y ê tienen, ambos, ârea cero, su union tiene ârea cero. Sea 
[a, b] cz R 2 tal que ê a [a, b]. Entonces, segün el teorema 5.1, 


/■» 


/ = 


s 


L 


ê 


existe. 

5.6 Corolario. Sea S un conjunto cerrado y acotado en R 2 que tiene ârea. 


Si f es continua sobre ê, entonces 


J existe. 


£ 


Prueba. Como ê es cerrado y acotado, f continua sobre ê implica que / 
estâ acotada sobre é (teorema 7.7, pâg. 488). Luego conforme al 


corolario 5.4, 


/ existe. 


Problemas 

1. Pruébese que los siguientes conjuntos tienen ârea cero: 
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a) un numéro finito de puntos, 

b) un segmento rectilineo, 

c) un numéro finito de segmentos rectilineos. 

2. Pruébese que un disco circular tiene area. 

*3. Supongamos que /es diferenciable sobre [a, b] y que |D/(x)| < K 
para todo xe[a, b], Apliquese el teorema 6.10, pâg. 194, y dedüzease que: 
1) para toda particiôn P , U(f, P) — L(/, P) < sj2\P\ ^([a, b]); 2) / es 

f b 1 12 

intégrable sobre [a, b] ; y 3) /— (L/(/ P) + L(f P)) ^ \P\ /M([a,b]). 

.a 2 2 


*4. ^Cuân pequeno tendria que hacerse (P| para poder estar seguro 
de que el error en la aproximaciôn de cada una de las siguientes intégrales 
por sumas superiores e inferiores era menor que 0.0005 ? 


(i,D 


(x -f y) dx dy 


( 0 , 0 ) 


(IJ) 


(sen x -f cos y) dx dy. 


( 0 , 0 ) 


6. PROPIEDADES BÂSICAS DE / 


Estableceremos ahora algunas propiedades basicas de la intégral 

a 

doble / donde S es un conjunto acotado en R . Estas propiedades son 

f b 

generalizaciones de las propiedades de / dadas en la secciôn 3. 


6*1 Si la funciôn f es intégrable sobre un conjunto acotado S y c es una 
funciôn constante de R 2 en R, enfonces la funciôn cf es intégrable sobre S 


e \ cf = c / 
J ê J ê 


6.2 Si c es una funciôn constante de K 2 en K y S es un conjunto acotado que 
tiene ârea , entonces c es intégrable sobre S e f c — cA(é). 


6.3 Si las funciones f y g son intégrables sobre un conjunto acotado 


entonces la funciôn f J-g es intégrable sobre ê e (/+#) = / + g 
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6.4 La funciôn f es intégrable sobre un conjunto acotado S' si y solo si las 
funciones f + y f~ definidas por las réglas 


,/' + (x) 


,/(x) si /(x) ^ 0 


0 si /(x) < 0 
son , ambas , intégrables sobre S\ 


y f (x) = 


0 .s/ /(x) ^ 0 

-/(x) si /(x) < 0 


6.5 SV la funciôn f es intégrable sobre un conjunto acotado â\ enfonces / 2 
es intégrable sobre S. 

6.6 5/ /«s funciones f y g son intégrables sobre un conjunto acotado é\ 
enfonces el producto fg es intégrable sobre S . 

6.7 Si las funciones f y g son intégrables sobre un conjunto acotado $ y 


/(x) g (x) para îoda xel, enfonces 




ê 


g- 


s 


6.8 Si la funciôn f es intégrable sobre un conjunto acotado S\ enfonces la 


funciôn \ f\ es intégrable sobre S e 



f* 

c 


f 

<c 


ê 

J 1 


l/l. 


s 


Prukba. Estas propiedades se siguen directamente de las propiedades 3.1 


a 3.8 de j f pâg. 323, y de la definiciôn 4.2 de 
un intervalo en R 2 tal que s c [a, b], 

(6.1) De acuerdo con la propiedad 3.1, 


y, pâg. 328. Sea [a, b] 


e 


cf = 


à 


(cf) e 


/'b 


Cfg = c 


f* = c 


f 


ê 


(6.2) Reemplazando/por 1 en 6.1, tenemos 


c = c i 1 = cA(S ). 

S J s 


(6.3) Segun la propiedad 3.3, 


(./ + $) 


ë 


(./ ~bg)s — 


a 


n> 


a 


Ug+3 g) = 


r b 

’b 


Jë + 

9s = 

/ + 

J a * 

a * 

^ ». 1 


9■ 


ë 


(6.4) Como f s = (/ -f ) s = fg -f g , por la propiedad 3.4, f s es 
intégrable sobre [a, b] si y solo si ff y fs son intégrables sobre [a, b] y 


/ = 

fs = 

(fs + -ff) = 

- 

î& “ 

/» 

/ + - 

«i ^ 

a 

a 

a 

* 4/ 

# J 


/ 


ë 


(6.5) Segün la definiciôn 4.2, / es intégrable sobre ê si f ê es intégrable 
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/ 

sobre [a, b]. Por la propiedad 3.5, f $ intégrable sobre [a, b] implica f s 2 
intégrable sobre [a, b], y de aqui, de nuevo, por la definiciôn 4.2, résulta 
que f 2 es intégrable sobre ê\ 

(6.6) Segün la definiciôn 4.2, / y g son intégrables sobre S si f ê y g$ son 
intégrables sobre [a, b]. Segün lapropiedad 3.6esto implica que f$gg = ( fg)$ 
es intégrable sobre [a, b] y, de nuevo, por la definiciôn 4.2 esto, a su vez, 
implica que fg es intégrable sobre ê . 

(6.7) /(x) ^ g(x) para todo xei implica/ tf (x) ^ g<?(x) para toda xe[a, b]. 
De donde, de acuerdo con la propiedad 3.7, tenemos 


ç 


% b r 

/= 

/A 

Qê = 

J £ v 

' » J 

a 


(6.8) Segün la definiciôn 4.2, f es intégrable sobre S si f ê es intégrable 
sobre [a, b]. Pero \f s \ — \f\ é y, por tanto, de nuevo, segün 4.2, tenemos 



6.9 Teorema. Si f es intégrable sobre un conjunto acotado S que tiene area , 
enfonces 



f = NA(ê) 


donde N es algün numéro entre m = inf {/(x) | xeê} y M — sup /(x) | x<e $}. 


Prueba. Conforme a las propiedades 6.2 y 6.7 


mA(ê) 


f* 

(* r* 

m < 


h 

e J 


M = MA(é). 


De donde el teorema se sigue. 


Nota. Si /es continua sobre é\ /(x) > m para todo xeé\ y A(ë) > 0, 
entonces se verifica la desigualdad estricta 


mA(é>) < 




s 


f 


y N > m . De modo anâlogo, si /(x) < M para toda xeé y A[ê) > 0, 
entonces N < M. 


6.10 Corolario. (Teorema de! valor medio para intégrales ). Si f es continua 
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y acotada sobre un conjunîo é° que îiene area y é% es conexo, enîonces existe 
un punto x 0 eé tal que 

f = f(x 0 )A(éj. 

U 

Prueba. Como ê tiene ârea, A(S b ) = 0 y A($) — A (Sj). Sea [a, b] c R 2 
un intervalo que contiene a é\ Por el corolario 5.2 


f* 

"b 

f b r 

f = 

A — 

îêi ~ 

U J 

a 

a 


Segün el teorema 6.9 

| f = N A (S)) 


donde N se encuentra entre m = inf {/(x) | X6<fj y M = sup {/(x) | xe^J. 
Entonces, existe un punto aeé? taî que /(a) = m o, en otro caso, /(x) > /?? 
para todo xeé’i y, segün la observaciôn anterior, existe un punto ae<f,- tal 
que m < /(a) ^ N. Anâlogamente, existe un punto i tal que N ^ /(b). 
Luego, de conformidad con el teorema del valor intermedio (pâg. 187) 
existe un punto x 0 e<f,- tal que /(x 0 ) = A. De donde 



NA(£d = f(x 0 )A(é û ). 


Antes de proseguir estableeiendo nuevas propiedades de 
el siguiente lema. 



/, probamos 


6.11 Lema. Si f es acotada sobre un conjunîo S y A{ê) = 0, enfonces f es 


intégrable sobre S e 


/-O. 


s 


Prueba. De acuerdo al corolario 5.5 / es intégrable sobre é°. Como / es 
acotada sobre ê, hay un numéro M tal que |/(x) < M para todo xe$. 
Segün las propiedades 6.8, 6.7 y 6.2 





c r 


/ 


i/i < 


s 

% 

e J 


M = MA{£) = 0. 


Para las intégrales simples sabemos que si una funciôn / es intégrable 
sobre los intervalos [a, b] y [ b , c ] entonces / es intégrable sobre [a, c] e 

Probaremos ahora que las intégrales dobles satisfacen 

una relaciôn anâloga. 



6.12 Teorema. Si f es intégrable sobre los conjuntos acotados y S 2 y si 
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al menos uno de los conjuntos ê x , S 2 ■> 0 $i ^$2 fie ne area , enfonces f es 
intégrable sobre la intersecciôn S\ r\ S‘ 2 y la union S x u S 2 e 


f + 


S1 c\ S 2 


u S 2 


f+ f■ 

ê \ J S 2 


Prueba. Sea [a, b] un intervalo en R 2 tal que^ u S 2 <= [a, b]. Claramente, 
fs, n s 2 = fs, • l^n# 2 = fs, 'h, = fs 2 ' h, • Como/es intégrable sobre j 
Y <* 2 > fs, y fs 2 son intégrables sobre [a, b]. Por otra parte, al menos una 
de las funciones l^ in <* 2 , 1^,0 \$ 2 es intégrable sobre [a, b]. De donde, 
por la propiedad 3.6, fs : ^s 2 es intégrable sobre [a, b]; es decir,/es intégrable 
sobre ê x n <f 2 . 

Probamos a continuaciôn que 

fs 1 S 2 fs 1 J s 2 fs j n S 2 * 

Si xeê x u <^ 2 , entonces xe<f, o xe$ 2 . Pero xeé û x implica fs lU s 2 ( x ) = 
/(x) = fs, (x) y fs 2 (X) = /f in # 2 (x) mientras que xe<? 2 implica fg^g^x) = 
/(x) = /<j 2 (x) y fgfx) = fg inS2 (x). Asi pues, si xe<r,u<f 2 , entonces 
/^^(x) =/f,W+/# ! (x)-/# in / 2 (x). Si x^, u<^ 2 , entonces />,(x) = 
(x) = fs lU s 2 (*) = fs.nsi (x) = 0 y de nuevo la formula se verifica. 
Como yV l5 fs 2 y f s ,r\ s 2 son intégrables sobre [a, b] de acuerdo con las 
propiedades 3.3 y 3.1, tenemos 


^ 1 U ^2 


f I J S \ kj S 2 (//! ÿ& 2 f&i r\ S 2} 


- /*, + 


n ^2 


/+ /- /• 
J <?2 J n <?2 


6.13 Corolario. 5/ / es intégrable sobre los conjuntos acotados Sj y S 2 y 
si A(ê x c\S 2 ) — entonces f es intégrable sobre 6\ kjS 2 e 


S 1 \j s 2 


j ~ I / + 


Prueba. Segün el teorema 6.12/es intégrable sobre S x n 2 y, por tanto, 


acotada sobre S t n S 2 . Luego, por el lema 6.11, / = 0 y el corolario 

JS 1 r\ S 2 

se sigue del teorema 6.12. 

Usaremos para probar un redproco parcial el teorema 6.12. 


6.14 Corolario. Si ê x y S } 2 son conjuntos que tienen area y la funciôn f es 
intégrable sobre S x u S 2 , entonces f es intégrable sobre S x , ê 2 y S x n ê 2 e 


/+ /- /= /• 
S, J S 2 J S- n S 2 J S i v S 2 
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Prueba. Sea [a, b] un intervalo en R 2 tal que S\ u S 2 c= [a, b]. Tenemos 

Jê i ~ Jê , W <$' 2 ’ 1-5 1 y ./<5 2 ~ £ 1 U <5" 2 ’ ^ «SS 

y, corno fs i u<$ 2 ï 1 <f,, y I ,$ 2 son intégrables sobre [a, b] por la propiedad 3.6 
f é} y f âl son intégrables sobre [a, b]; es decir, / es intégrable sobre y 2 . 
Los conjuntos y <# 2 tienen area, de forma que el teorema 6.12 es ahora 
aplicable con lo que se prueba el corolario. 


7. INTEGRALES 1TERADAS 


Una intégral de la forma 




7.1 


h(x) 


/(x, y) ci y cix 


J « j 


g(x) 


se llama intégral iterada. La integra! 7.1 se interpréta como 

rh(x) 


F(x) dx 


donde para cada xe \_a, 6], F(x) 


/(x, y)dy . 


<?U) 


Si / es continua sobre {(x, y) | « ^ x < b, g(x) < y ^ //(x)} y G es 
cualquier funciôn tal que D 2 G(x,y) = /(x, y), entonces, segün el segundo 
teorema fundamental del câlculo 


?h(x) 


F(x) 


f(x, y) dy = 


gix) 


'h{x) 


g(x) 


D 2 G(x, y) dy = G(x, h(x)) - G(x, g(x)). 


Pueden también presentarse intégrales iteradas en dos dimensiones en 
que la integraciôn deba efectuarse en primer lugar respecto a x con limites 
que dependen de y y luego con respecto a y entre limites constantes. 


7.2 Ejemplo. Evaluese 


'm r ^ 


J o J 


(x 2 + y 2 )dy dx . 


Sol uc ion 


* 1 


■“* ! 


(x 2 -f y 2 )dy dx = 


4 0 ^ 

X 2 

0 4 


VX 


D 2 (x I y + jy*)dy dx 


r i 


0 


m 


o 


[x 2 y + î y 3 ~] fï dx 


(x 5/2 +|x 3/2 -x 4 ~^x 6 )dx 
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- r^Y 7/2 -l--?-Y 5/2 1 y 5 J-y 7 ! 1 

— L 7 A ' 1 5 A 5 2 1 x J 0 


_ 2_ 2_J_1__6_ 

_ 7 ' 1 5 5 2 1 _ 35 


Problemas 


Evalûense las siguientes intégrales iteradas. 


a) 


c) 


e) 


9) 


i) 


5 rx : 


J 0 „ 


(x + y) dy dx 


2x 


r 2 y 


x dx dy 


Tl 


JO 

ra 


i'a sen 9 


0 


rdrdd 


:\/a 2 -x 2 


x dy dx 


o J 


0 


0 


f* 


0 


e y/x d y dx 


t* f* 


b) 


d) 


f) 


h) 


j ) 




2x 


0 


ri ry 


0 


(x 2 — y 2 ) dy dx 


(x 2 y 2 ) dx dy 


y/y 


f* 7r (*a sen 6 


O 


0 


t'a 


0 




r 2 cos 9 drdO 


y dy dx 


o 




ln y dy dx. 


%/*■%/ 


8. TEOREMA FUNDAMENTAL PARA LAS 

INTEGRALES DOBLES 


En esta secciôn probaremos un teorema que establece una relaciôn 
fundamental entre las intégrales dobles y las intégrales iteradas. Este 
teorema nos da un método importante de evaluaciôn de las intégrales dobles. 


rb 


8.1 Teorema. Si 


f(x)dx existe y si F(x) = 


/(x, y)dy existe para 


cada xe[ü t , b x ~\, enfonces 


i'b: 


J 


<>2 


f(x, y) dy dx = 


02 


F(x)dx existe e 


a\ 


/(x) dx = 


a i 


rb: 


0 2 


/(x, y) dy dx . 


Prueba. Primero demostraremos que para cualquier particiôn P ~ P x x P 2 
de [a, b], 

L(f, P) ^ L(F, P ,) U(F, />,) ^ U(f, P). 

En esta desigualdad L(f, P) es la suma inferior correspondiente a la 

fb 


particiôn P de [a, b] para la intégrai doble 


/(x) dx y L(F , Pj) es la suma 


inferior correspondiente a la particiôn P x de [a l9 b x ] para la intégral simple 
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F(x)dx. U (/’ P) y U (F, P t ) las correspondientes sumas superiores. La 


existencia de la intégral iterada F(x)dx = 


b i 


f(x,y)dydx y la 


ai J «2 


igualdad de la intégral doble /(x) dx y la intégral iterada es consecuencia 


de esta desigualdad. 

Sea P — PyX P 2 una particiôn cualquiera de [a, b] y sean 

w,',(/) = inf {/(x.jOIxepCj., ,x ( ], ye[y y _,, y y ]} 
m j(fi x) = inf , y ; ]} 

Mijif) = sup {/(x,y)|xex,], y e , y,]} 
A^y(/; x) = sup {/(x, y) I y e Oj- 1 , Vj]} . 

Entonces, para cada xe[x,-_ x , x,]. 


Z m tJ (/)(yj 

J = 1 


y,-.) < Z w ;(/; x)(y ; -yj-i) = L(/, P 2 ; x) 
y= i 


f{x,y)dy 


^ U{J',P 2 ;x)= £ MjO'\x){yj-yj- i) 

* y=i 

Z M ij(f)(yj-yj-iï■ 

Es decir, para cada xJ, 

& 2 k 2 

,/ = i y=i 

Como la anterior desigualdad se verifica para todo xe[Xj_ t , xJ, concluimos 
que 

8.2 x '”o(/)1)< m i(b )< M i(^) < Z 

j= i 

donde, como habitualmente, 

m t (F) = inf {F(x) | xe[x,_,, x,]} 


/W,(F) = sup {^(x) | xe[x,-_,, x,]}. 
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Multiplicando las desigualdades 8.2 por x z — Xi- X y sumando desde i — 1 
hasta i — k l , obtenemos 


W,P) = Z Z 

i= 1 j= 1 

< Z rn i (F)(x i -x i . l ) = L(F,P l ) 

i ~ 1 

< U (F, P,) = Z M t (F) (x, —Xj_,) 

i - 1 

i = \ j= i 

o bien 


8.3 L(/, P) < L(F, P,) ^ U(F, P ,) ^ t/(/, P). 

f b 

Como /(x)dx existe, segün el teorema 2.14, pâg. 320, dada s > 0 

J a 

existe una particiôn P tal que U(f , P) —L(/, P) < e. De 8.3 concluimos que 

£/(P, P t )-L(F, Pi) ^ P)~L(f , P) < £ 


y esto implica, por el anâlogo del teorema 2.14 para intégrales simples, que 
fb 1 rb 


F(x)dx existe. Ademâs L(/‘P) ^ 


ai 


< 


f(x)dx^ U(f,P) y L(F, P r ) 


Cb i 


ai 


F(x)dx ^ C/(F, P^ de modo que 


r b 


/(x) c/x - 


a 


F (x)dx 


a i 


^ £/(/; P)-L(/,P)< e . 


Por tanto 


/(x) dx = 


Cb i 


F(x)c/x — 


ai 




a2 


/(x, y) c/y dx . 


Y esto compléta la prueba. 

Si intercambiamos x y y en el teorema 8.1, obtenemos 


8.4 Teorema. Si 


Ch • 


f(x)dx existe y F (y) = 


/(x,y)c/x existe para 


a i 


toda ye[a 2 , entonces 


'b 2 


a 2 


/(x,y)c/xc/y = 


fb 


ai 

rb 2 rti 


l b 2 


«2 


P (y) c/y existe e 


f(x)dx = 


a 


«2 


/(x, y) dx dy . 


Ol 
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8.5 Ejemplo. Evalüese 


"( 2 , 5 ) 


( 0 , 0 ) 


(x 2 + y 2 )dx 


Soluciôn. Como 


( 2 , 5 ) 


( 0 , 0 ) 


(* 2 + y 2 )dx existe y F(x) = (x 2 + y z )dy existe 


o 


para todo xe[0,2], por el teorema 8.1, 


( 2 , 5 ) 


( 0 , 0 ) 


/% n /% 


(x 2 + y 2 )dx = 


(x 2 4- y 2 ) dy dx 


o J 


o 


I 2 lx 2 y + ±y 3 Ÿ 0 dx 


dx 


0 


S X 3 +^XŸ 0 = 

Probaremos ahora que la intégral simple esta contenida en la teoria de la 
intégral doble como un caso particular. Supongamos la funciôn F definida 
y acotada sobre un intervalo [a, b] en R, Definamos la funciôn / sobre el 
intervalo [a, b] en R 2 donde a = (a, 0) y b = (b, 1) (figura 9) por la régla 
de correspondencia: 

/(x) = F(x) para toda x = (x, y)e[ü, b]. 


2 9 0 


b= (6,1) 



FIGURA 9 


Segün el teorema 8.1, si /es intégrable sobre [a, b], entonces 


8.6 


/(x) dx 


F(x)dydx — 


o 


F (x) dx. 


a 


Nôtese que hemos usado el hecho de que F(x) = 


F(x)dy esta definida 


o 


para toda xe[a, b ]. 

De los teoremas 8.1 y 5.1 (pâgs. 347 y 338) obtenemos el siguiente 
teorema de existencia para las intégrales simples como un caso particular 
de 8.6. 
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8.7 Teorema. Si la funciôn real de una variable real F esta definida y es 
acotada sobre [a, b] y es continua sobre [a, b \, excepto en un numéro fmito 

;'b 


de puntos , enfonces 


F(x)dx existe. 


Prueba. Sean x l ,...,x n los puntos de discontinuidad de F donde 
a ^ x x < x 2 < ... ^ x n ^ b. Definamos / sobre [a, b] donde a = (a, 0) 
y b = (b, 1) por la régla de correspondencia /(x) = F(x) para toda 
x = (x, y)e[a, b]. La funciôn / es continua sobre [a, b] excepto sobre 
los segmentos rectilineos desde (x i5 0) hasta (x i5 1), / = 1Como estos 
segmentos rectilineos son finitos en numéro, su union tiene un area cero 


(problema le, pâg. 341). Enfonces, por el teorema 5.1, pâg. 338. 


f(x)dx 


a 


existe. Como F(x) = 
el teorema 8.1, 


F(x)dy también existe para todo xe[a, b], por 


o 


Cb 


a 


F(x)dx — 


r i 


%) & t/ 


r b 


F(x)dydx = 


o 


/(x )dx 


existe. 

Damos a continuaciôn condiciones suficientes para asegurar la existencia 
de las intégrales del teorema 8.1. 


8.8 Teorema. Sea f una funciôn acotada sobre un intervalo [a, b] en R 2 y 
continua sobre [a, b], excepto sobre un conjunto S de area cero con la propiedad 
de que toda recta paralela al eje Y inter sec ta a $ en cuando mas un numéro 
finit o de puntos. Enfonces 



f(x)dx 


r*. 


'<> 2 

f(x,y)dydx. 


«1 




02 


Prueba. Segün el teorema 5.1, pâg. 338, 


f b 

/(x) dx existe. Ademâs, toda 


recta paralela al eje Y entre x — a x y x = b x intersecta a S en cuando mas 
un nümero finito de puntos, de modo que /tiene cuando mas un numéro 
finito de discontinuidades sobre una tal recta. De donde, segün el teorema 8.7, 


F(x) - 


m b 2 

f{x,y)dy 


J «2 


existe para todo xe[a x , b { \. Luego segün el teorema 8.1 


r b 


/(x) dx = 


Cài 




F(x)dx 


r b] 


a i J 


f(x, y) d y dx. 


a 2 
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1. Encuéntrese f(x)dx para cada una de las siguientes lunciones. 

a) /(x) = x + 3y, a = (0, 0), b = (1, 2) 

b) /(x) = x 2 sen y, a = (a t , a 2 ), b = (£,, 6 2 ) 

c) /(x) = 2x + >> —3, a = (1, -1), b = (4, 2) 

d) /(x) = x/, a = (0, 0), b = (2, 3) 

e) /(x) = 4 a = (1,0), b = (3,2) 

X 

f ) /(x) = ysenx + xe*, a = (0, — 1), b - (tü/2, 1). 


2. Encuéntrese 


'b 

/(x)dx para cada una de las siguientes funciones. 

a 


a) /(x) 

*) /(x) 

C) /(X) 


d) /(x) = 


3x —y-f-4, [a, b] acotada por x = 2, x = 0, y = 
x-by — xy, [a, b] acotada por x = 0, x = 2, y 

- — . . [a, b] acotada por x — 1, x = 2, y 

xVx 2 -y 2 


■i, y 

0, y 


1 

3 


= 0, y = 1 


1 


x(x 2 + y 2 ) 


, [a, b] acotada por x = 1, x — ^3, y = 0, y = 1. 


9. INTEGRALES SOBRE REGIONES EN R 2 

En las secciones anteriores consideramos intégrales sobre conjuntos 
acotados S en R 2 . Aqui consideraremos un tipo particular de conjunto S. 
Pero antes introduciremos alguna terminologia. 

Recordemos (pâg. 187) que un conjunto abierto S en R 2 se dice que 
es conexo si no puede representarse como la union de dos conjuntos abiertos, 
ajenos y no vacios. Un conjunto en R 2 se llama région si es la union de un 
conjunto abierto conexo junto con algunos, ninguno o todos sus puntos 
frontera. Nosotros usaremos el término région en un sentido mas restringido. 
Supondremos que todas las regiones consideradas en esta y las siguientes 
secciones son la union de un numéro finito de regiones de la forma 

3î x = {(x, y) | a < x < b, g(x) < y < h(x)} 

o bien 

3i y = {(x, y) | a < y b, g (y) < x ^ h(y)} 

donde g y h son fuuciones continuas sobre el intervalo cerrado [ a , b] en R 
con g{x) ^ h (x) para todo xe[a, b] (o g {y) ^ h (y) para todo ye[a , b]). 
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FIGURA 10 FIGURA 11 


Una région del tipo r M x esta ilustrada en la figura 10 , y una région 
del tipo 0t y esta ilustrada en la figura 11. En la figura 12, la 
région 0t = u u ^ 3 , donde cada una de las regiones (i = 1, 2, 3) 
es del tipo 0t x . 



FIGURA 12 


Probaremos primero que las regiones (del tipo de las que aqui hemos 
considerado) tienen area. Por el corolario 5.3 (pâg. 339) sabemos que un 
conjunto acotado S c= R 2 tiene area si su frontera tiene area cero. 
Consideremos una région 0t x . Como g y h son continuas sobre [a, b ], son 
acotadas sobre [a, b ]. Por tanto, PÀ X es un conjunto acotado en R 2 y es 
suficiente demostrar que la frontera de M x tiene area cero. Ahora bien, 
la frontera de 0t x consiste en las grâficas de g y h sobre el intervalo [a, b] y 
los segmentos rectilineos desde (a, g (a)) hasta (a, h (a)) y desde (b, g (b)) 
hasta (b, h (b)). Los segmentos rectilineos tienen area cero. Por ejemplo 
el segmento entre ( a,g{a )) y (a, h (a)) puede encerrarse en un rectângulo 
de altura h (a) — g (a) y de ancho ej[h(a) —g (a) + I]. Este rectângulo tiene area 

£ 

h(a) — g(a)+ 1 


[/*(«) -0 («)] ' 


< s. 
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Asi pues, solo queda por demostrar que la grâfica de una funcion continua 
sobre un intervalo [a, b] en R tiene area cero en R 2 . 

9.1 Teorema. Si la funcion f es continua sobre el intervalo cerrado [ a , b] 
en R, enfonces la grâfica de f tiene area cero en R 2 . 

Prueba. (Figura 13.) Como/es continua sobre [a, è],/es uniformemente 
continua sobre [<a , b] (teorema 7.6, pâg. 478). Luego, dado una e > 0, 
podemos encontrar una S > 0 tal que \ f{x)~f(y)\ < £ siempre que 
x, ye[a, b] y |x— y\ < Ô . Sea P - {a = x 0 < x x < ... < x k — b) una 
particiôn de [a, b] de modulo |P| < S. Como/es continua sobre x t ] 

para todo i = 1,.... k, existen numéros x/ y x/' en [x { _! , x,] taies que 

m .(/) = /(x/) < /(x) < /(x/') = A/(/) 

para todo xe[x,-_,, xJ (teorema 7.9, pâg. 479). Asi pues, la porciôn de la 
grâfica de/entre x t _., y x ( estâ contenida en el rectângulo [(x { -_,, /(x/)), 
(X,*,/(x/'))]. Luego si Â(f) dénota el area exterior en R 2 de la grâfica de/, 
tenemos 

k k 

Mf) < Z [/(^O< Z «(•*,--*,- 1 ) = e(b-a). 

i ~ 1 i = 1 

Luego, para todo £ > 0, Mf) < e(b — a); de donde se sigue que la grâfica 
de / tiene ârea y que A (f) = 0. 

9.2 Corolario. Si M es una région , enfonces M tiene ârea. 


Prueba. Si es una région de tipo entonces de acuerdo con el 
teorema 9.1 con f reemplazado por g y h y por la discusion precedente al 
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teorema 9.1, la frontera de 0t x tiene area cero. Del corolario 5.3 (pâg. 339) 
se sigue que tiene area. Una région del tipo 0t y se reduce a una région 
del tipo si intercambiamos x y y. Si ffl es la union de un numéro finito 
de regiones del tipo 0i x y M y , podemos aplicar el teorema 4.12 (pâg. 334) 
sobre el ârea de la union de conjuntos. 

Probaremos ahora que si / es continua sobre una région & x entonces 

p 

f puede expresarse en términos de una intégral iterada. 

J 


9.3 Teorema. Si f es continua sobre una région PA X ~ {(x, y) \ a < x ^ b, 
g(x) ^ y ^ h{x )}, entonces 


p 




f 


Hx) 




f(x,y)dy dx. 


Prueba. Sean a 2 y b 2 nümeros taies que a 2 ^ g{x) y h(x) < b 2 para toda 
xe[a , b] y sea a = {a, a 2 ), b = (b , b 2 ). Entonces f yÂx estâ acotada sobre [a, b] 
excepto posiblemente sobre las grâlicas de g y h que tienen ârea cero. 
Por otra parte, cualquier recta paralela al eje Y entre x = a y x = b 
intersecta las grâficas de g y h solo una vez cada una de ellas. De donde 
segün el teorema 8.8 




*b f 

/ = 

f — 


J&X - 


J @x 

a 

a J , 


fm x (x,y)dy dx 


«2 


fb rg{x) 


0 dydx 4- 


J a „s 

(*b * 


J a 


«2 
h{x) 

9(x) 


r b 


J « 


Ci i(x) 


f(x, y) dy dx + 


g(x) 


r 6- 


a J 


Ody dx 


h(x) 


f(x,y)dy dx. 


Si intercambiamos x y y en el teorema 9.3, obtenemos 


9.4 Corolario. Si f es continua sobre una région PA y = {(x, y) | a ^ y ^ b, 
g(y) ^ x ^ h ( y)}, entonces 


p 

C b c 

f = 


v y *. 

a J ! 


'h(y) 


o(y) 


/(x, y)dx dy 


Nota . En la evaluaciôn de una intégral doble sobre P$ x por medio de la 
intégral iterada del teorema 9.3 nôtese que integramos primero respecto 
a la y desde la frontera inferior a la frontera superior, y luego respecto a 
la x sobre la proyecciôn de Piï x sobre el eje X. Para una région 01 , 
en la integra! iterada del corolario 9.4 primero integramos respecto a x 
desde la frontera izquierda a la frontera derecha y luego con respecto 
a y sobre la proyecciôn de sobre el eje Y. 
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9.5 Ejemplo. Evaiüese (x 2 -fi y 2 )dx donde ffl es la région en R 2 limitada 

por las parâbolas y ~ x 2 y x = y 2 (figura 14). 

Soluciôn 1 . PA es el conjunto PA = P$ x = {(x, y) | 0 ^ x ^ 1, x 2 ^ y ^ yj'x} de 
modo que segün el teorema 9.3, tenemos 



Esta intégral iterada fue evaluada en el ejemplo 7.2 (pâg. 346) donde se 
encontrô que 

(x 2 + y 2 )d\ = j 6 , . 

J 

Soluciôn 2. En este caso PA también es una région del tipo PA y \ 
PA = PA y = {(x, y) | 0 < y ^ ], y 2 ^ x ^ yfÿ}. De donde, segun el corolario 9.4, 
tenemos 


f* p Pyfÿ 

(x 2 + y 2 )dx = (x 2 + y 2 )dxdy = . 

J Bi J 0 J y 2 

Supongamos que PA puede expresarse como la union de un conjunto 
finito de regiones ajenas [PA { \ i = 1, ..., n) del tipo PA X y PA y , es decir, 

n 

A = U PAi donde A{PA { n PA } ) = 0 para i / /. 

i= i 


Si / es continua sobre como cada una de las PA t tiene ârea, segun el 

/% 


corolario 5.6, pâg. 340, 
pâg. 345, 


/ existe. Luego conforme al corolario 6.13, 
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Encuéntrese 


/ para las siguientes funciones si es la région limitada 




por las curvas dadas. 

a ) /(x, y) = y; limitada a la izquierda por y 2 = x, y a la derecha 
pof x 2 +y 2 = 2. 

b) /(*, y) = x; limitada por y 2 — x y x 2 = y. 


c) /(x, y) = y 2 ; M limitada por y = sen x, y = cos x, xe 


n 


0 , - 

4 


d) /(x, y) = x + 2y-5; ^ limitada por y 2 = x y x 2 = y. 

e) /(x, y) = ^/j _ x 2 _y 2 ; ^ limitada por una circunferencia de radio 1 
y centro en el origen. 

/) /(*, y) = y; limitada por x 2 +y 2 = 2 por arriba, y por abajo 
por x 2 = y. 

g) /(x, y) = e y/x ; ^ limitada por x = 0, x = 1, y = 0, y = x 2 . 

h) /(x, y) = y 2 sen x; M limitada por x = 0 , x = n, y = 0 , y = 1 + cos x. 
/) /(x, y) = x+y; ^ limitada por x 2 -by 2 = a 2 . 

y 

y) /(x, y) = senh - cosh x; & limitada por x = 0, x — 1, y = 2x, y = 2. 

A 

/r) /(x,y) = 4 —x 2 ; ^ limitada por 2x+y = 6, y = x, x = 0. 

/) f(x,y ) = 2 —2y 2 —|x 2 ; ^ limitada por x + 2y = 2, x = 0, y = 0. 


10. ÂREA Y MOMENTOS DE REGIONES PLANAS 


La determinaciôn del area de las regiones del tipo M x se considéra 
usualmente en el câlculo de funciones reales de una variable real. Si 

= {(x, y) \ a ^ x ^ b, g{x) ^ y h(x )}, 


entonces el ârea de St x es 


A{M X ) = 


[h(x)-g(x)'] dx. 


De acuerdo con el teorema 4.6, pâg. 332, tenemos 


A(ât x ) = 


1 . 




Por el teorema 9.3, 



*b 


1 = 


dy dx ~ 

• ^X « 

a % 

9(x) * 


rb 


[h(x)-g(x)~\ dx 
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Asi pues, para regiones del tipo M x estos dos métodos de determinaciôn 
del area son acordes y esencialmente el mismo. 

10.1 Ejemplo. Encuéntrese el area de la région limitada por la parâbola 
v = a* 2 + 2 y la recta y = a+ 4. 


Sol uc ion. (Figura 15.) Los puntos de intersecciôn de la parâbola y la 
recta se encuentra que son (— 1. 3) y (2, 6) y la région 

dP x = {(a, y) | — 1 ^ a ^ 2, a 2 + 2 ^ y ^ a+ 4}. 


En t onces 



/% 

1 

* x + 4 i 

A&x) = 

1 - 


dy d a = 

* 

ùP 

'S 1 A %) 

- 1 * 

x 2 - + 2 J 


(a+ 4 —a 2 ~~2)dx 



Definimos ahora el primer momento y el segundo momento de una 
région plana con respecto a una recta. 

10.2 Definiciôn. (Fig ura 16.) Se a if una recta con normal n y sea x 0 un 
punto fijo de if. El (primer) momento My el momento de inercia 
(segundo momento) J æ de una région M en R 2 con respecto a la recta if se 
definen por 

M# = 


Comp n (x —x 0 )dx 
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i* = 


[Comp„(x-x 0 )] 2 dx 




respectivamente. 


El nümero Comp n (x —x 0 ) — —— es la distancia dirigida del 


|n 

punto x a la recta if. Asi pues, es la intégral sobre ffî de la distancia 
dirigida de if a los puntos d $ M e l& es la intégral sobre ffî del cuadrado 
de la distancia de if a los puntos de El signo de dépende de la 
elecciôn de n ya que Comp_ n (x —x 0 ) = — Comp (x —x 0 ). 

Sea ax-yby-yc = 0 una ecuacion de la recta if. El vector n — (a, b) 
es una normal a if. Si x 0 = (x 0 , y 0 ) es un punto de if y x = (x, y) es un 
punto de entonces 

n • x 0 = ax 0 + by 0 = — c 


(10.3) 


Comp n (x —x 0 ) = 


n-(x —x 0 ) n-x —n*x 0 


n 


n 


1 


2 , .2 


(ax -y b y-y c ). 


\ 


/a -y b 



Asi pues, el primer momento y el segundo momento pueden expresarse 
de las formas 


M 


se 


f (ax 4- by -f c)dx 



\a 2 + b 2 
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e 

1 7 

/ < £ = — -- (ax + 6 y + c) dx . 

a -b b J* 


10.4 Ejemplo. Encuéntrense los momentos primero y segundo con respecto 
a la recta if : ax + by + c = 0 de la région M x limitada por la recta y = x + 1 
y la parâbola y = (x — l) 2 . 




FIGURA 17 
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En la définition de M# y en la de i* cuando if es el eje X , es habituai 
escoger n en la direcciôn positiva del eje Y. Entonces 

Comp n (x-x 0 ) = j ' (x x 0 ) = y 


y 



Cuando if es el eje Y , lo habituai es escoger n en la direcciôn positiva 
del eje X . Entonces 


Comp n (x —x 0 ) = i *(x — x 0 ) = x 


y 



j xdx, 




Ademâs del momento de inercia con respecto a rectas, se define también 
el momento de inercia con respecto al origen. A éste se le llama momento 
polar de inercia y esta definido por: 



x 2 dx 


& 


M 


(x 4- y ) dx — I y -\-I 


10.5 Ejemplo. Encuéntrense los momentos primero y segundo con 
respecto a los ejes Xy Y y el momento polar de inercia de la région limitada 
por la parâbola y = x 2 + 2 y la recta y = x + 4. 


Soluciôn. La région es la misma que la del ejemplo 10.1 y aparece en la 
figura 15. = {(x, y) | - 1 < x ^ 2, x 2 + 2 ^ y < x + 4}. 


M x = 


ydx = 


en 


r 2 


-1 


fx+ 4 


c 2 + 2 


ydydx = 81/5 


M y = 


x dx = 


a 


C2 


- 1 


x +A 


x 2 + 2 


xdydx — 9/4 


r 


h = 


y 2 dx — 


en 


'x + 4 


-1 Jx 2 + 2 


y 2 dydx = 8667/140 




* 2 

J “ 1 


'** + 4 

x 2 + 2 


x 2 dydx = 63/20 


/ 2 = I x + I y = 2277/35. 
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10.6 Définition. El punto 



se llama centroide de una région M. 



10.7 Teorema. Si if es una recta que pasa por el centroide de una reg l on 
plana M, enfonces M u = 0. 


Prueba. Sea n = (n { , n 2 ) una normal unitaria a if. Entonces, como x es 
un punto sobre if, tenemos 


M 


æ 



Comp n (x —x )dx 


J jt 


n-(x — x)dx 


J# 


O 1 (x 


x) + n 2 (y-ÿ )] dx 


= n x (M y — xA(sM)) + n 2 (M x — ÿA{îM)) = 0. 

10.8 Teorema. Si ifj y if 2 son recta s parafe las de normal n, x x y x 2 
punîos fijos de x y d£ 2 respectivamente , y M es una région , entonces 

U, = U 2 + 2 [Comp n (x 2 — x,)] My 2 + [Comp n (\ 2 — x 1 ,] 2 A(é%) 

= /y y + 2 d M y 2 d A {0? ) 

donde A(M) es el area de .dï y d = Comp n (x 2 — Xj) es la distancia dirigida 
de if ! a if 2 . 


Prueba. Como x-Xj = (x — x 2 ) + (x 2 “X 1 ), tenemos 

2 

t ■ n • r v_m/" t f 

2 


U, = 


[Comp n (x —x,)] dx 


à? 


r 

n • (x — x, ) 

J* 

L |n| J 


dx 




n*(x — x 2 ) , n*(x 2 —Xj) 

_l_ — 


n 


n 


dx 


mt 


[Comp n (x —x 2 ) + Comp„(x 2 — x,)] 2 dx 


'-y 

[Comp n (x-x 2 )] dx + 2 Comp n (x 2 -x 1 ) 


r 


M 


Comp n (x —x 2 )dx 


êt 


+ [Comp„(x 2 — x^] 


dx 


m 


— I g 2 2 d M 2 H - d A. (i$) . 
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(d>0) 


(d<0) 


FIGURA 18 


Un resultado anâlogo para los primeros momentos se da en el problema 9. 

10.9 Corolario. (Teorema de los ejes paralelos.) Si J^ 2 es una recta que 
pasa por el centroide de y b£ x es una recta paralela a =Sf 2 > enfonces 

/*, = h 2 + d 2 A W). 

Prueba. Segun el teorema 10.7, M# 2 = 0. 

Problemas 

1. Encuéntrense los centroides de las regiones limitadas por los 
siguientes conjuntos de curvas: 

a) * 1 / 2 +y /2 = a i/2 y los ejes coordenados 

b) la hipérbola y — 4/(4 — jc) y la parâbola y — (x — l) 2 

c) por la parte superior por la elipse 25 x 2 -F 16 y 2 — 400 y por la parte 
inferior por el eje X 

d) la région del primer cuadrante limitada por y = x 3 y x ~ y 5 

e) y 2 = x 3 y y = x 

2 2 
x y 

J) la région del primer cuadrante en el interior de la elipse — + = 1 

2 y 2 

y fuera de la elipse x + — — 1. 

9 

2. Encuéntrense los momentos de inercia con respecto a cada uno de 
los ejes coordenados de las regiones limitadas por los siguientes conjuntos 
de curvas : 

a) y = 2x —x 2 y y = x 

b) y — 2x —x 2 y x + y = 2 
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c) a la izquierda por y 2 = 4x, a la derecha por x 2 +y 2 = 32 y en la 
parte inferior por el eje X 

d) y 2 ~ 1 +x y y 2 = 1 — 2x 


2 2 

\ x y 

é) -h — 

' 2 «2 
a b 


= 1 


/)- + - = 1 y los ejes coordenados. 
a b 


3. Encuéntrese el area, M x , A/ v , /*, / y y el centroide de cada una de 
las siguientes regiones: 

a) limitada en la parte de arriba por x 2 +y 2 = 2 y en la parte de abajo 
por y = x 2 

b) limitada a la izquierda por y = x 2 , a la derecha por x 2 ~hy 2 = 2 y 
debajo por el eje X 

c) limitada por y = x 2 y x = y 2 

d) limitada por y = sen x, y — cos x, xe[ — n/ 4, 7i/4] 

e) limitada por y = x 2 + 2 y y — x + 4 

/) limitada en la parte superior por x 2 -hy 2 = a 2 y en la parte inferior 
por el eje X. 

4. Sea M la région limitada por y = x 2 y y 2 = x. Encuéntrese: 

a) Mçf cuando es la recta y = 1 

/?) cuando JS? es la recta x — — î 

c) cuando JS? es la recta x+y = 0 

t/) cuando jS? es la recta x — y — 0 

e) cuando JS? es la recta >’ = — 3 

f) I¥ cuando JS? es la recta x — 2 

g) 1 æ cuando JS? es la recta x + y +5 = 0 

h) le? cuando i? es la recta x — y = 0. 

5. Demuéstrese que el centroide de un triângulo estâ a un tercio de la 
distancia de un lado al vértice opuesto. 

6. Demuéstrese que si una région 01 tiene un eje de simetria, entonces 
el centroide se encuentra sobre este eje de simetria. 

7. Demuéstrese que el area de una région limitada por una parâbola 
y una cuerda ortogonal al eje de la parâbola es igual a dos tercios del 
ârea de un rectângulo circunscrito. 

8. Encuéntrese el centroide de la région del problema 7 y los momentos 
de inercia de esta région con respecto a los ejes que pasan por el centroide 
paralelo y perpendicular al eje de la parâbola. 
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9. Pruébese que si 3£ x y P£ 2 son rectas paralelas de normal n, x l y x 2 
puntos fijos sobre x y respectivamente, y es una région, enfonces 

= M if2 + [Comp 0 (x 2 -x 1 )] A{&). 


10. Pruébese que si los ejes de coordenadas son elegidos de modo que 
el origen esté en el centroide de una région 3$, entonces para una recta 
cualquiera que pase por el centroide con ângulo de inclinaciôn a, 

1% = I y sen 2 oc —2I xy sen a cos a + / x cos 2 ce 


donde i xy 



xy </x. Al numéro l xy se le llama producto de inercia. 


Sugerencia . Tômese el punto x 0 = 0 sobre y n = (sen a, — cos a). 


11. Encuéntrese el momento de inercia de un rectângulo de base w y 
altura h con respecto a la recta P£\ ax + by + c = 0. Especialicese el 
resultado para obtener el momento de inercia con respecto a: 

a) la base 

b) una recta que pasa por el centroide paralela a la base 

c) una diagonal. 


11. VOLUMEN BAJO UNA SUPERFICIE 

En esta secciôn consideraremos el volumen de una région en R 3 de un 
tipo muy especial. Suponemos que el volumen tiene propiedades simiiares 
a las del area. Si ê es un conjunto de puntos en R 3 con volumen, denotaremos 
el volumen de 6° por V($). Para aquellos conjuntos de puntos é% c ê, 

... para los que el volumen esta definido suponemos 

îi.i v{ê) > o. 

11.2 Si ê c= fF, entonces V(ê) < V(JF). 

11.3 Si $ = S u F y V($ n F) = 0, entonces V(&) = V(&)+ V(F). 

11.4 El volumen de un par ale leplpedo rectangular es el producto de las 
longitudes de los iados. 

Supongamos que una région en R 3 esta lateralmente limitada por una 
superficie cilindrica con un generador paralelo al eje Z, limitada superior- 
mente por una superficie z — /(x, y), y limitada inferiormente por una 
région cerrada y acotada 0t del piano XY (figura 19). Sea [a, b] un intervalo 
en R 2 tal que M cl [a, b] y sea P una particiôn de [a, b] en subintervalos < M i . 
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Definamos 

m-Af.*) = inf 1 /,-( a. r) i ( y)* 

MAS*) = sup {U(x, y) | (x, y) e.«,}. 

I Z 



FIGURA 19 


Entonces, eî volumen V i ciel cilindro de base M ,■ acotado superiormente por 
z = /^(x, y) es una cantidad intermedia entre m-Xfg) A (i$,) y MXJX) A (fÀ) 
donde A(0L\) es el ârea del subintervalo 01 y 

m Af/À) 4(&i) o y, ^ MAh)A(@A- 


De donde 


L(f a ,P)= I MAfJA(At,)= U(UP) 


i = î 


i= 1 


Por tanto, si f esta acotado sobre J À, 


' b 



r* 

/ 

AA ~ 


/ = 

J a 


■* J 

ot 


ri> 




jt 


y f es intégrable sobre ffl 


V = 


/. 


à» 


Por el teorema 9.3, pâg. 355, si M — 
g(x) ^ y ^ h(x)} y f es continua sobre M. luego 


OA 


x = {(x, y) | a ^ x ^ /?, 


11.5 


V = 


/ 






/U JC) 


/(x, y ) dy dx 


a J g(x) 
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y por el corolario 9.4 si 01 = = {(x, y) | a ^ y ^ 6 , #(y) < x < h (y)} y 

/ es continua sobre entonces 


11.6 





/(x, y) dx dy . 


11.7 Ejemplo. Encuéntrese el volumen limitado en la parte superior por 
el paraboloide de revoluciôn z = x 2 +y 2 , inferiormente por el piano XY , 
y lateralmente por el cilindro circular x 2 +y 2 = 4. 



X 


FIGURA 20 


Soluciôn. (Figura 20.) La région 01 en el piano XY sobre la que integramos 
es la base del cilindro: 

0i ' = 01 x ~ {(x,y) | — 2 ^ x ^ 2 , —Ja — x 2 ^ y ^ v /4 — x 2 }. 


De donde 


F = (x 2 + y 2 )dx = 


' 4^2 


-2 J -74“ x - ' 


(x 2 +y 2 )dydx = 871 . 


Como tanto el integrando como la région ^ son simétricos con respecto 
a los pianos XZ y FZ, podemos escribir 


V = 4 


0 jo 


% - X2 


(x 2 -F y 2 ) dy dx 


Podîamos haber descrito nuestra région ( M como 


0t = # y = {(jc, y)| ~2 ^ y ^ 2 , 


y ^ x ^ 



2 
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y en este caso habriamos obtenido 

2 ’ v /4 

V — (x 2 + y 2 ) dxdy = 8 zr. 

J J - v4 “ y 2 

11.8 Ejemplo. Encuéntrese el volumen del sôlido limitado por el piano 

X v z 

- + - + -= 1 (a, b, c todos positivos) y los pianos coordenados. 
abc 


Soluciôn. (Figura 2F) La région base PA es 

PA X = {(x, y) 10 ^ x ^ a, 0 ^ y ^ - (a - x)}. 

a 



FIGURA 21 

De donde 


b 

- {a - x) 



Problemas 

1. Encuéntrese el volumen del sôlido que esta sobre la région PA y tiene 
la grâfica de / como su superficie superior. Dibüjese una figura. 

a) PA es el triângulo limitado por los ejes de coordenadas y la recta 

x +y = i ; f(x,y) = i -x 2 . 

b) PA es el rectângulo limitado por los ejes de coordenadas y las rectas 
x = 2, y = 3; _/(x, y ) = x 2 +y 2 . 

c) PA estâ limitada por la circunferencia x 2 +y 2 = 1; /(x, y) = y + 2. 
cl) PA estâ limitada por la circunferencia x 2 +y 2 — 1; /(x, y) = 3x + 4. 
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2. Encuéntrese el volumen de un hemisferio de radio la unidad. 

3. Encuéntrese el volumen de la région en R 3 limitada superiormente 
por 2 = 1 —x 2 — y 2 y debajo por el piano XY. 

4. Encuéntrese ei volumen de la région en R 3 limitada arriba por 
z = 4 — .x, lateralmente por x 2 +y 2 = 1, y debajo por el piano XY. 


12. VOLÛMENES DE REVOLUCIÔN 
Y EL TEOREMA DE PAPPUS 

En la secciôn 11 consideramos el volumen de un tipo muy particular de 
région en R 3 —regiones Iimitadas lateralmente por una superficie cilmdrica 
con un generador paralelo al eje Z, arriba por una superficie z = f(x, y) y 
debajo por el piano XY. En esta secciôn consideraremos el volumen de un 
sôlido de revoluciôn generado al hacer girar una région plana alrededor de 
una recta del piano. 



La région en R 3 (figura 22) que se encuentra sobre — {(rcosO, 
r sen 0) j 0 ^ 9 < oc, r { ^ r < r 2 ) y esta limitada superiormente por el 
piano z = h tiene volumen ocr(r 2 ~r l )h donde r = i(r 1 +r 2 ). Esta région 
puede imaginarse que esta generada por el giro de un rectângulo de lados 
r 2 ~ r i y ^ un ângulo a alrededor de una recta paralela al lado de longitud h 
a una distancia £(r, +r 2 ) del centroide del rectângulo. 

Supongamos que Sk es una région en el piano (figura 23). Sea [a, b] un 
intervaîo tal que @L cz [a, b] y sea P una particiôn de [a, b] en subinter- 
valos < M ij . Si el intervaîo [a, b] se hace girar un ângulo a alrededor de la 
recta y = c donde c ^ a 2 o c ^ b 2 , entonces el subintervalo généra 
una région en R 3 de volumen: a\ÿj — c\ A(^ u ) donde ÿ } = , +jv y ). 

Supongamos que la intersecciôn de esta région con el sôlido de revoluciôn 
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generado haciendo girar 01 un ângulo a alrededor de y = c tiene un 
volumen V^. Entonces 

niiji l*)a \y/-c\ A(^ tj ) «S V tj ^ M u ( l«)a |j/-c| 7 ) 

donde j/ = , si c sc «, y j/ = yj si c ^ b 2 y y } " = >' y si c < a 2 y 
>-/' = r, , si c > Z) 2 • De aqui que si el sôlido de revoluciôn generado al 
hacer girar 0$ un ângulo a alrededor de y = c tiene volumen V { , entonces 

L(a|/ 2 -c| P) = £ £ 'Wy(l a )a|y y '-c|/4(%) 

i— 1 j = 1 

^ K < Z I M 0 .(l^)a|y/-cM(%) 

*=1 7=1 

- t/(a|J 2 -c|l*, P). 



Por tanto 



■*% 


’b 

a |i 2 — c| 1* = 

a | y — c\ dx ^ V ^ 

a | y — c| dx = 

<x|/ 2 -c| 1* 

J a * 

(St „ 

0t 

a 


Como 0t tiene ârea, a|/ 2 —c| es intégrable sobre 0Î y 


12.1 V = ot \ \ y —c\dx. 

Si 0k se hace girar un ângulo a alrededor de la recta x = c donde c ^ a x 
o c ^ b x , entonces puede probarse de un modo anâlogo que 


12.2 



x — c \ dx. 


Obtenemos casos especiales particularmente importantes de los anteriores 
resultados cuando a = 2n. En los siguientes ejemplos siempre que no 
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hagamos mention del ângulo de révolution supondremos que a = 2n y 
la région ha girado una revoluciôn compléta. 

12.3 Ejemplo. Encuéntrese eî volumen generado cuando se hace girar 
alrededor del eje X la région limitada inferiormente por el eje X, en la parte 
superior por la curva y = x 2 y a la derecha por la recta x = 2. 

(2,4) 

x = 2 

-X 

FIGURA 24 



Soluciôn. Por 12.1 


V = 2n 


ydx 


& 


donde âü = {(x, y) | 0 < x ^ 2, 0 ^ < x 2 }. Por tanto. 

r 2 rx 2 


V = 2 TT 


2n 


o J 


y dydx 


o 


o 2 


dx — n 


o 


f2 


0 


x 4 dx 


--T 

5 Jo 


32 

= - 71 . 

5 


12.4 Ejemplo. Encuéntrese el volumen generado cuando se hace girar la 
région del ejemplo 12.3 alrededor de la recta x = 5. 


Soluciôn. Por 12.2, tenemos 


** 2 rx 2 


V = 2n 


*/ o %) 


x — 5| dy dx = 2 n 


o 


r 2 


0 


f* v2 


0 


(5 — x) dy dx 


— 2 n 


(5 —x)x dx = 2n 


S 3 1 4 

-x-X 


12 


5671 


0 


0 


3 
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12.5 Teorema. (Pappus, 300 a.c.) Si a una région plana 01 la hacemos girar 
alrededor de una recta 0? de! piano , y si no intersecta a 3%, enfonces el 
volumen generado es igual al producto del area de 01 por la distancia recorrida 
por el centroide de 01. 


Prueba. Probaremos el teorema solamente para el caso especial en que 
es una recta horizontal. 

Si $£ es la recta y — c, entonces por 12.1 


r 


V = a 


\y — c\ dx 


& 


Por otra parte (defïniciôn 10.2, pâg. 356), 


Como 


M 




Comp n (x — x 0 )dx. 


3t 


n • (x — x 0 ) 

Comp n (x — x 0 ) =-—- = y-c. 


n 


tenemos 


Por tanto 


| M 


æ\ 


( y-c)dx 


m 


y dx — c 


dx 




= | M x -cA(0t)\ = \yA{®)-cA{M)\ 


r 


V ~ a 


y — c\dx = a 


'M 


( y~~c)dx 




= x\M<e\ 


a\y — c\A {M) 


donde al y — c\ es la distancia recorrida por el centroide de é 


12.6 Ejemplo. Encuéntrese el volumen de un cono circular recto de 
altura h y radio r. 


SoLueiÔN. El cono puede generarse haciendo girar un triângulo rectângulo 
de catetos h y r alrededor del cateto de longitud h. Segun el problema 5, 
pâg. 364, el centroide estâ a una distancia r/3 del lado de longitud h. De 
donde, usando el teorema de Pappus, tenemos 


„ r rh 
V — 2 n - 

3 2 



3 


para el volumen del cono. 
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12.7 Ejemplo. Encuéntrese el volumen del toro obtenido haciendo girar 
un circulo de radio a alrededor de una recta if a una distancia b del centro 
del circulo (a < b). 

Soluciôn. Como el centroide de un circulo esta en su centro, usando 
el teorema de Pappus tenemos 

V = 2nb(na 2 ) — ln 2 a 2 b. 

12.8 Ejemplo. Encuéntrese el centroide de un semicirculo. 


Soluciôn. Supongamos que el semicirculo es la parte superior del circulo 
limitado por la circunferencia x 2 -\-y 2 = r 2 . El eje Y es entonces un eje de 
simetria y, por tanto, de acuerdo a lo visto en el problema 6, pâg. 364, 
je = 0. Ahora bien, el ârea del semicirculo es \nr 2 y el sôlido generado al 
hacer girar el semicirculo alrededor del eje X es una esfera de volumen \nr 3 . 
Pero, por el teorema de Pappus 


luego 


V = 2ny A 

V -j7rr 3 4 r 

2 t z A 2n\nr 2 3 n 


Problemas 

1. Sea M una région plana limitada por las parâbolas y = x 2 y x = y 2 . 
Encuéntrese el volumen generado si hacemos girar M alrededor de: 

a) el eje X b) la recta x = 1 

c) la recta y = 2 d) la recta x = —3. 

2. Una esfera de radio a tiene un hoyo cilindrico de radio aj2 con un 
diâmetro como eje. Encuéntrese el volumen del material que queda. 

3. En un cilindro de 3 pulgadas de radio ha de hacerse una acanalamiento 
de \ pulgada de ancho y \ de pulgada de profundo. Usese el teorema de 
Pappus para encontrar el volumen del material que ha de quitarse. 

4. Alrededor de un cilindro de radio 3a se va a hacer un hendidura 
semicircular de radio a. Encuéntrese el volumen del material que va a 
quitarse. 

Sugerencia. Üsese el resultado del ejemplo 12.8. 

5. Un cilindro ha de recortarse en la forma que aparece en la figura 25. 
Encuéntrese el volumen del material que ha de quitarse. 
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13. CAMBIO EN EL ORDEN DE INTEGRACIÔN 


En algunos casos una intégral iterada puede evaluarse mas fâcilmente 
si se invierte el orden de integraciôn. Si el integrando es continuo es posible 
conseguir esto usando el teorema 9.3 y el corolario 9.4, pâg. 355, para 
mostrar que la intégral iterada dada es igual a una doble intégral sobre 
alguna région y que esta doble intégral es igual a una intégral iterada con 
orden de integraciôn diferente del orden de integraciôn de la intégral 
iterada original. Este procedimiento se ilustra en los siguientes ejemplos. 


13.1 Ejemplo. Evalüese 


ca r a 


e 


o 


J y 


dx dy . 


Sol u ci ôn. No hay ninguna funciôn elemental que tenga e x2 como su 
derivada, îuego la integraciôn con respecto a x no puede efectuarse en 
términos de funciones elementales. Si M — {(x, y) | 0 ^ y ^ /t, y ^ x ^ A}, 
entonnes 


C A 

1 a r 


e~ x2 dx dy = 

JO „ 

y 



dx . 


La région & es el triângulo de la figura 26. 



X 


FIGURA 26 
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Tenemos también M = {(x, y) | 0 ^ x ^ A, 0 ^ y ^ x} de modo que 


'A 

*A 

r - j 

'a r 


e~ x dxdy — 

h 

x 

iN 

H 

1 


J o * 

y 

1 3t J 

o * 


~X 2 


dy dx 


o 


xe 


dx= -ie- x2 ÏÏ = i[l-e- A ‘]. 


-A 2 ' 


O 


13.2 Ejemplo. Demuéstrese que si/es continua sobre M = {(x,y) | a ^ y ^ b, 
a < x ^ y}, entonces 


rb 


Ja J 


rb 


rb 


f (x, y) dx dy = 


ja u 


f (x, y) dy dx . 


Soluciôn. (Figura 27.) Si & y = {(x, y) | a^y ^ b, a ^ x ^ y}, entonces 

rb ry 


f (x, y)dx dy = 


a 


f(x,y)d\ 




y si 0 X = {(x, y) \ a^x^b, x^y^b}, entonces 

t*b rb 


a 


f (x, y) dy dx = 


f(x,y) dx. 


& 3 



X 


Como 01 y — 0t x , 


rb (*y rb rb 

/(x, y) dx dy = 

a 


f(x, y) dy dx. 


Problemas 

1. En cada una de las siguientes intégrales iteradas, inviértase el orden 
de integraciôn y luego evalüese la intégral iterada que parezca mâs sencilla. 
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a) 


ri p 

* 0 „ Jy 


e ylx dx d y 


b) 


-v 2 r2 


dx dy 


i J 


)n y Y 


l'a rjai-x* 


C) 


j 0 J 


y dy dx 


à) 


e) 


i V 3 

0 J 


0 

r«/3 


r i r*/4 


J 0 J arccos x 


(1 + x) 1,2 1 Jydx 


1 + 


arctan x 


1 + x‘ 


dydx f) 


1 i z'. 


4 / 0 *1 


I X 


dy dx. 


2. a) Usese la relaciôn del ejemplo 13.2 para demostrar que 


'b ry rb 

j\x)dxdy — 


(b — x) f (x) dx. 


b) Demuéstrese por inducciôn que la intégral iterada «-ésima 

''b /i „ \n-l 

{b-x 1 ) 


*b 


**2 



f(x 1 )dx l ■■■ dx n . 1 dx„ = 

J Ü 4 

« 4 

“ « 


(n- 0! 




14. INTEGRALES TRIPLES 

La intégral doble se introdujo en la secciôn 2 para intervalos en R 2 y en 
secciones subsecuentes el concepto se extendiô a conjuntos mas generales 
de R 2 . En esta secciôn daremos una breve introducciôn a las intégrales sobre 
conjuntos en R 3 , a las que llamaremos intégrales triples. El tratamiento 
sera breve porque es anâlogo al tratamiento de las intégrales dobles y es 
un caso especial de la discusiôn de intégrales en R” que encontraremos 
en la secciôn 19, pâg. 395. 

Un intervalo cerrado [a, b] en R 3 es el conjunto de todos los puntos 
xeR 3 para los cuales a i < X, < b, (/ = 1,2, 3) donde a i ^b i . Un intervalo 
cerrado [a, b] en R 3 es un paraîelepipedo rectangular de volumen 

3 

K([a,b]) = (b l -a l )(b 2 -a 2 )(b 3 -a 3 ) = f[ (b.-fl;). 

i = 1 

Definimos una particiôn [a, b] c= R 3 de una manera anâloga a la que 
usamos para los intervalos en R 2 . Si a — (a l9 a 2 ,a 3 ) y b = (b l ,b 2 ,b 3 ), 
tomamos particiones P x de [ a x ,b x \, P 2 de [a 2 ,b 2 ], y de [a 3 ,b 3 ]. 
Entonces P = P x x P 2 x P 2 se dice que es una particiôn de [a, b] y la 
norma de P se define por 

\P\ - mâx {| P x \, \P 2 \, |P 3 |}. 

Si la particiôn P t subdivide [a t , b t ] en k { subintervalos unidimensionales 
entonces P subdivide a [a, b] en k = k x k 2 k 3 subintervalos tridimen- 
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sionales. Los k subintervalos pueden enumerarse consecutivamente y 
denotarse por /?,■(/ = 1, ..., k). 

Sea / una funciôn real acotada sobre [a, b]. Como en R 2 , definimos 

mXf) = inf {/(x) | xe$,} 

M-Xf) = sup {/(x) | xeât,} 


y formamos sumas inferiores y superiores: 

L(f, P) = I «,(/) Vm 

i = 1 

u(f,p) = y M-xf) v(m 

i — 1 


donde V(fM i ) es el volurnen del subintervalo i-é simo. La desigualdad 


mV([ a, b]) ^ L(J, P) < U(J\ P) ^ MV([ a, b]), 


donde m y M son e( infimo y el supremo de /sobre [a, b] se verifica para 
todas las particiones P de [a, b]. Como el conjunto de todas las sumas 
inferiores estâ superiormente acotado, tiene un supremo. Anâlogamente, 
el conjunto de todas las sumas superiores tiene un infimo. Tenemos asi 
intégrales inferiores y superiores definidas como sigue: 

I f = sup {L{f,P)\ P€&>} 


y 



J a 


inf [U (/, P)\Pe&) 


donde & es el conjunto de todas las particiones de [a, b]. De nuevo nuestro 
maximo interés recae en aquellas funeiones para las que las intégrales 
inferior y superior coinciden. Al valor comün se le llama la intégral (de 


Riemann) de f sobre [a, b], y se dénota por 


/o 


a 

3 


f(x)dx. La intégral 


de una funciôn /sobre un intervalo [a, b] en R se llama una intégral triple. 
El término intégral triple se dériva de la naturaleza tridimensional del 
intervalo de integraciôn. Las notaciones 


* 

ce 

%} l 

« 


/(x, y, z) dx dy dz e 


b 


a 


nJ t 

a 


f(x,y,z)dV 


son a veces usadas para denotar a la intégral triple de f sobre [a, b]. 
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Se puede mostrar que la intégral triple tiene las siguientes propiedades 
bâsicas: 


14.1 Si f es intégrable sobre [a, b] y c es una funciôn constante de R 3 en R, 

"b r b 


entonces la funciôn cf es intégrable e 


cf = c 


a 


/. 


a 


14.2 Si c es una funciôn constante de R 3 en R, entonces para todo intervalo 


[a, b] e R 3 , c es intégrable sobre [a, b] e 


c = cK([a, b]). 


14.3 Si las funciones f y g son intégrables sobre [a, b] entonces f+g es 

rb rb r b 


intégrable sobre [a,b]<? (f + g) = 


J a 


/ + 


9 • 


14.4 La funciôn f es intégrable sobre [a, b] si y solo si las funciones f + 
y f ~ definidas por las réglas 


f+( ) = lf(x) si f(x)^Q f-(x) = { 
' { ’ \ 0 si /(x) <0 } J ( } ' 


0 si f (x) ^ 0 
-/(x) si /(x) < 0 


son , ambas, intégrables sobre [a, b]. 

14.5 Si la funciôn f es intégrable sobre [a, b], entonces f 2 es intégrable 
sobre [a, b]. 

14.6 Si las funciones f y g son intégrables sobre [a, b] , entonces el producto fg 
es intégrable sobre [a, b]. 

14.7 Si las funciones f y g son intégrables sobre [a, b] y /(x) < g(x) para 

rb r b 


toda xe [a, b], entonces 


f ^ 


9- 


a 


14.8 Si la funciôn f es intégrable sobre [a, b], entonces \ f\ es intégrable 


sobre [a, b] e 




r* 


/ 


« 

a 

J 


l/l. 


La intégral de una funciôn f sobre un conjunto acotado S ci R 3 estâ 
definida en términos de la funciôn f ê donde 


/(x) para xeé 
0 para xeW 


/r(x) = 1 

u pctia, At^© 

donde LtSf el complemento de 6% es el conjunto de todos los puntos de R 3 

f b 

no en ê\ Si [a, b] es un intervalo en R 3 tal que S <n [a, b] y si f ê existe, 


entonces 


rb 


/ 


f g , La intégral no dépende del intervalo [a, b] escogido 
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para contener ë. Las propiedades bâsicas 14.1-14.8 puede demostrarse que 


son validas para /. 

U 

Si ë es un conjunto acotado en R 3 y [a, b] es un intervalo en R 3 tal 

f b _ T b 

que ë c: [a, b], entonces V (ë) = 1*. y V (ë) = se llaman, 

J_a J a 


respectivamente, volumen interior y volumen exterior de ë. Si K (ë) — V (ë) 
entonces es intégrable sobre [a, b] y el volumen de ê es, por definiciôn, 
este vaior comün y se sigue que 



Si un conjunto ë tiene volumen, entonces la frontera de ë tiene volumen 
cero (véase el teorema 4.17, pâg. 337). 

Fâcilmente se puede probar (problema 3) que el volumen tiene propie¬ 
dades anâlogas a las propiedades del area dadas en los teoremas 4.8, 4.10, 
y corolario 4.13 (pâg. 333). 

Si ë y ëF son conjunîos en R 3 que tienen volumen , entonces 

14.9 V(ë) Z 0. 

14.10 Si ë a jF, entonces Y(ë) ^ VQF), 

14.11 Si V(ë nf) = 0, entonces V(ë u^)= V[ê)+ V(&). 

14.12 Teorema. Si f es una funciôn acotada sobre un intervalo [a, b] c R 3 
y el conjunto ë de puntos de discontinuidad de f sobre [a, b] tiene volumen 

’b 

cero , entonces f existe. 

■J a 

Como este teorema es anâlogo al teorema 5.1 (pâg. 338), omitimos 
aqui su prueba. 

Del teorema 14.12 se siguen varios importantes corolarios. Estos 
corolarios son anâlogos a los corolarios de la seccion 5. 

14.13 Corolario. Sean f y g dos funciones acotadas sobre un intervalo 
[a, b] c= R 3 y continuas sobre [a, b] — ë, donde ë es un subconjunto de [a, b] 
de volumen cero. Si f = g sobre [a, b] — ë f entonces 



14.14 Corolario. Un conjunto acotado I c R 3 tiene volumen si la frontera 
de ë tiene volumen cero. 
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14.15 Corolario. Sea S un volumen acotado en R 3 que tiene volumen. 


Si f esta acotada sobre S y es continua en el interior de S\ enfonces 
existe. 


f 


14.16 Corolario. Sea S un conjunto acotado en R 3 que tiene volumen. 
Si f estâ acotada sobre ê y es continua en el interior de ê, excepto sobre 


r 


un subconjunto df de volumen cero , enfonces 


f existe. 


g 


14.17 Corolario. Sea ê un conjunto cerrado y acotado en R 3 que tiene 


volumen. Si f es continua sobre S\ enfonces 


f existe. 


Problemas 

1. Pruébese que los siguientes conjuntos tienen volumen cero. 

a) un numéro finito de puntos 

b) un segmento rectilineo 

c) un subconjunto acotado de un piano. 

2. Pruébese que una esfera tiene volumen. 

3. Demuéstrese que el volumen tiene las propiedades 14.9, 14.10 y 14.11. 


15. INTEGRALES ITERADAS 


Las intégrales iteradas en dos dimensiones se consideraron en la 
secciôn 7. Aqui consideraremos intégrales iteradas en très dimensiones. 
La intégral iterada 


15.1 


(*à Cg^ix) j *h 2 {x,y) 


j « j 


g i (x) J hx(x,y) 


/(x, y, z) dz dy dx 


se interpréta como 


F (x) dx donde para cada x e [a, 6] 

*g 2 (x) 


F(x) = 


G(x,y)dy 


g i(x) 


y para cada (x, y)e {(x, y) | a ^ x sS b, g , (x) ^ y ^g 2 (x)} 


G(x,y ) 


*h 2 (x,y) 
J h i(x, y) 


f(x,y,z)dz. 
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Es decir 


*b T Çg 2 ix) ï 

F(x)dx = < G(x, y)dy>dx 


b ( C 92( x ) ( ('h 2 (x,y) 


« U G 1 ( X -} 


f(x 9 y,z) dz\dy\dx 


15.2 Ejemplo. Evalüese 


a (*b(i—x/a) {* c( 1 - xja — y/b) 


0.0 


x dz dy dx 


Soluciôn. 


b(l-x/a) f c(l -x/a-y/b) 


a f* b{ 1 — xja) 


x dz dy dx 




c( 1 — xja — y/b) 


dy dx 


0.10 


a rb{ 1 — xja) 


0 JO 


c xll-îUa dy4x 


o \ a) 2 b Jo 


c[ ü bxl i -\bx( 1 - -Y dx 

J o_ \ a \ a 


= \bc x 1- dx 


x 2x 3 x 

= -+ —- 

2 3a 4a' 


" « 
_ 0 - 


Problemas 

Evalüense las siguientes intégrales iteradas. 
r 5 T2 r3 


tf) I (* +2 yz)dx dy dz 

J o Jo J r 
n p 2 r* 2 

b) zdzdydx 

J 0 J V* J >’ 2 

-2 Çn/2 r y 2 z % 

c) - sen — dx dy dz 

J ~iJ o Jo j y 
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d ) 


%j o 




o 


'( 1 - x 2 -y z ) 3 / 4 


(l-x 2 -y 2 ) l/4 dz dydx 


0 


e) 


*a f*b( 1 — x/a) 


0 


f'c(\ - x/a- y!b) 


0 


dz dy dx 


o 


/) 


1 1 b V1 — x 2 /a 2 f*c V 1 ~ x^-ja 2 — y 2 /b 2 


0 


0 


dz d y dx 


o 


f* a i * b ( 1 - x/a ) f* c{ \ — x/a — yjb) 


9) 


o 


0 


z dz dy dx 


o 


h) 


'271 


0 




r dz dr dt ). 


o Jo 


16. TEOREMA FUNDAMENTAL PARA LAS 

INTEGRALES TRIPLES 


En esta secciôn enunciaremos un teorema que establece una relaciôn 
fundamental entre las intégrales triples y las intégrales iteradas. Este 
teorema nos muestra un importante método para la evaluaciôn de las 
intégrales triples. Este teorema es el anâlogo para los intervalos tridimen- 
sionales del teorema 8.1, pâg. 347, para los intervalos bidimensionales. 


"b 


16.1 Teorema. Si 


J (x)dx existe y a = (a u a 2 , a 3 ) y b = (b u b 2 , b 3 ) 


y si F (x, y) - 


/"* b 3 




/(x, y, z) dz existe para todo (x, y) e [c, d] con c = (a { , a 2 ) 


y d — (b l5 b 2 ), enfonces 


"d 

Je J a y 


/ (x, y, z)dz d A 


F(x, y) dA 


existe e 


/» a r » i 


f(x)dx — 


/(x, y, z) <7z c/T 


c J 


«3 


La prueba del teorema 16.1 es esencialmente la misma que la prueba 
del teorema 8.1 y no la daremos. 

El siguiente corolario da condiciones suficientes para asegurar la 
existencia de las intégrales del teorema 16.1. 


16.2 Corolario. Sea f una J une ion acotada sobre el inter va lo fa, b] en R 3 y 
continua sobre [a. b] excepta sobre un conjunto S de volumen cero con la 
propie dad de que coda recta par a le la al eje 7 intersec ta a S en cuando mâs 
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un numéro finito de punîos. Enfonces las intégrales del teorema 16.1 existen e 


f (x) dx = 


r d r h 


«3 


/ (x, y, z)dz dA . 


La prueba de este corolario es esencialmente la misma que la prueba 
del teorema 8.8, pâg. 351. 


f* b 


16.3 Corolario. Si i) 


^3 


f(x,y,z) dz 


f(x)dx existe, ii )F(x,y) = 

J St J a 3 

existe para todo (x, j/)e[c, d] donde c = a 2 ) y d = (b l , b 2 ), e 

i'b 2 pbi 


iii) G(x) = 
existe e 


F(x, y)dy existe para todo xe\_a 1 ,b 1 ~\, entonces 


Û2 


G(x)dx 


a\ 


/*b 


f(x)dx = 


(* b\ /* bj (* b 3 


G(x)dx 


J 


a i J 


«2 


/(x, y, z)dz dy dx. 


«3 

r b 


Prueba. Por el teorema 16.1, la existencia de 

^3 


/(x)dx y la existencia de 


F(x, y) = 

r a 


f(x,y,z)dz para todo (x, y)e[c, d] implica la existencia 


de 


J a 3 

F(x, y)dA e 


/ (x) dx 


"d 


F(x,y)dA = 




/(x, y , z)dz dA . 


C J 


«3 


fd 


Ahora bien, segün el teorema 8.1, la existencia de 

r* 

G(x) = 


F(x,y)dA y de 


F(x,y)dy para toda xe[^ 1 ,6 1 ] implica que 


«2 


rb. 




G(x)d x 


existe e 


/'d 


f(x)dx = 


F(x, y) dA = 


n >, 


a\ 


G (x) dx 


''bi rb 2 rb 

F(x, y)dy dx — 


ai 


(* h. f*h . 


ai 


a i J 


«2 


/(x, y, z) dz dy dx . 


«3 


16.4 Corolario. Si f es continua sobre [a, b], entonces 


r b 


rb i T6 2 


f(x)dx = 


Oi J 


/ (x, v, z) dz dy dx 


ai J a 3 


Prueba. La continuidad de f implica la existencia y continuidad de i 7 y G 
del corolario 16.3 y de ello sigue el resultado. 
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Enunciamos ahora, sin prueba, un teorema para regiones M xy que es 
anâlogo al corolario 16.4 para intervalos. 


16.5 Teorema. Si f es continua sobre la région M xy - j (x, y, z) \ a ^ x ^ b, 
9\ (*) ^ y ^ 9 1 (■*)* h\ y) ^ z ^ h 2 (x, y) } donde g ,, g 2 son continuas sobre 
[i a , b] y /? j, h 2 son continuas sobre 9k x — {(x, y ) | a ^ x ^ b,gi(,x)<y^g 2 (x)}, 
entonces 


f(x)dx — 


'g 2 u) 

■St x y * 

“ v 

g f < -x- ) j 


'2U. V) 

/(x, v, z)dz d v dx . 

i ( -x, y ) 


Resultados anâlogos a los del teorema 16.5 pueden obtenerse para las 
varias permutaciones de x, v, z. 


Nota. En la evaluaciôn de una intégral triple sobre 9À xy por medio de 
la intégral iterada del teorema 16.5, nôtese que integramos primero con 
respecto a z desde la superficie limite inferior a la superficie limite 
superior y luego con respecto a x y y sobre la proyecciôn de 9k xy sobre 
el piano XY. 


16.6 Ejemplo. Evalüese la intégral 

r(2,5,3) 

(x 2 + y T z 2 ) dx . 

(0,0,0) 

Soluciôn. Como f — /i 2 + / 2 2 + ^ 3 2 es continua sobre [(0, 0, 0), (2, 5, 3)]. 
segun el corolario 16.4 tenemos 


'*(2,5,3) 

u 

* 5 

(x T y “Hz ) dx — 



J(0,0.0) 

o * 

o „ 


(x 2 + y 2 + z 2 ) dz dy dx = 380. 


o 


16.7 Ejemplo. Evalüese la intégral x 2 dx donde 9k es el tetraedro 

J # 

limitado por los pianos coordenados y el piano 2x+3y+z == 6. 



y 


x 


FIGURA 28 
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Soluciôn. (Figura 28.) 0t esta limitada hacia arriba por z = 6 — 2 x — 3y 
y hacia abajo por el piano z ~ 0. La proyecciôn $ x de PÂ paralela al eje Z 
es el triângulo limitado por la recta 2x+3 y = 6 y los ejes coordenados: 
x = 0, y ~ 0. De don de 


* 



* 6 — 2.x — 3 .y 

x 2 dx = 



x 2 dz 

» ^ «. 



0 


r 3 


0 


/ 'M€> 


2x) 


0 


(*b- 2x~ 3y 


0 


2 

x dzdydx 


2 1 

5 • 


Problemas 


l'b 


1. Encuéntrese 


/(x) dx para cada una de las siguientes funciones. 


a) /'(x) = xyz, a = (0, 2, 4), b = (1,6, 5) 

b) /(x) = x 2 , a = (-1,2, -3), b = (1,3, -2) 

c) /(x) = xz cos (xy), a = (0, 2, 1 ), b = (2, 5, 2) 

d) /(x) = sen (x+y), a = (0, I, I), b = (2, 2, 2) 

e) f(x) = |x| 2 , a = (0, 0, 0), b = (1, I, 1) 

/) /(x) = z 2 sen y, a = (0, 0, 0), b = (2n, n, a). 

2. Evalüense las siguientes intégrales: 


r 

à) 


dx con = {(x, y, z) | 0 ^ x ^ a, 0 ^ y ^ J a 2 — x 2 , 

0 ^ z ^ yja 2 — x 2 — v 2 } 


b) 


x dx con M = {(x, y, z) j 0 ^ x ^ a, 0 ^ y ^ b\ 1 




a 


O^z^cll — - — - 

a b 


c) 


——- dx con 0t — |(x, y, z) | 2 < x < 3, 0 ^ y < x, 0 ^ z < y } 
m y +z 


d) 


*) 




& 


yz dx con 0t = {(x, y, z) | 0 < x < 4, 0 ^ y ^ v ; x, 0 < z < y} 

•*» 

x 2 y dx con âi = |(x, y, z) 10 $ z < - , 0 ^ y < a, 0 < x ^ y cos z 

l 2 
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/% 

f ) dx con M — {(x, y, z) | 0 ^ x < 2, 0 ^ y < 2 — \x 2 , 

x 2 + 3y 2 ^ z ^ 8 — x 2 — y 2 } 

3. Evalüese | xdx donde M esta superiormente acotado por 


= 16 — 4x 2 — y 2 e inferiormente acotada por z = !2x 2 +y 2 . 


2 , ,,2 


4. Evalüese dx donde M es la région en el primer octante (x ^ 0, 

J & 

2 2 2 
x y z 

y ^ 0, z ^ 0) limitada por el elipsoide — + -\—- = 1 . 

a" b c 2 


17. APL1CACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES 

En la secciôn 14 indicamos que el volurnen de un conjunto S en R 3 
es 1 para aquellos conjuntos que tienen volurnen. Tatnbién se senalô 

J * 

que si S y ? son conjuntos en R 3 que tienen volurnen, entonces V(S')^ 0; 
si ê c= entonces V (<f) ^ V(JF) ; y si E(Ô n &) — 0, entonces V(ê u 
= V(é)+ V(JF). Antes, en la secciôn 1 I, se probô que si el volurnen tiene 
estas propiedades, entonces, para regiones $ xy , en R 3 del tipo 

dâ xy — {(x, y, z) | 0 ^ z < //(x, y), (x, y)et% x } 

donde M x ~ {(x, y) | a ^ x ^ b , g x (x) ^ y ^ (■*)}* tenemos 


Por el teorema 16.5, 



h (x, y) dx dy . 



* y 2.( x ) 

J ÿi(*) 


, y) 

dz dy dx 

Jo 



'g 2(x) 

h (x, y) dy dx 

J g iU) 


= h(x,y)dxdy. 

Asî pues, para regiones del tipo PÀ xy estos dos métodos de determinaciôn 
del volurnen coinciden y son esencialmente el mismo. 


17.1 Ejemplo. Encuéntrese el volurnen del tetraedro îimitado por el piano 

x y z 

—b - 4— = 1 (a, b , c todos positivos) y los pianos coordenados. 
a b c 
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Soluciôn. (Figura 29.) Aqui la région es 



(x,y,z)\(x,y)eât 


X 5 


0 ^ 2 ^ C 




donde 


De donde 



volumen = 


1 = 




J®, 


'c(l — x/a — yjb) 


0 


dzj dA 


0 


a 


0 


CH 1 -xja) 
0 

CH1 -xja ) 
0 


Ml -x/a-yjb) 


dz dy dx 


0 





abc 

6 


Las definiciones de primer momento y segundo momento de regiones 

_ -j 

en R con respecto a pianos son anâlogas a las definiciones dadas en la 
definiciôn 10.2, pâg. 356, para momentos de regiones planas con respecto 
a rectas. 
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17.2 Definiciôn. Sea 0 un piano en R 3 con normal n y sea x 0 un punto 

fijo de 0. El (primer) momento y el montento de inercia I& de una 

_ _ 

région R en R con respecto al piano 0 estân definidos por 


M 


& 


f* 


J 3t 


Comp n (x — x 0 )dx 


e 

1& = [Comp n (x — x 0 )] 2 dx 

J & 

respectivamente. 

En la definiciôn de M#> e I# cuando 0 es el piano XY, es habituai 
escoger n en la direcciôn positiva del eje Z. Entonces 


Comp n (x-x 0 ) = k*(x —x 0 ) = z 


y 




/* 




Cuando 0 es el piano YZ, se escoge n en la direcciôn positiva del eje X. 
Entonces 

Comp n (x - x 0 ) = i • (x - x 0 ) = x 


y 






Cuando 0 es el piano XZ , escogemos n en la direcciôn positiva del 
eje Y. Entonces 


Comp n (x-x 0 ) = Hx-x 0 ) = y 


y 







El momento de inercia de una région 01 en R 3 con respecto a una 
recta S£ puede definirse como la suma de los momentos de inercia con res¬ 
pecto a cualquier par de pianos ortogonales que tengan a if como su 
recta de intersecciôn. 


17.3 Definiciôn. El punto 


( Myz M zx M xy \ 

\v{m v(&y v(ay 


se llama centroide de 0. 
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17.4 Ejemplo. Encuéntrense los momentos primero y segundo cou 
respecto a los pianos coordenados del tetraedro limitado por ei piano 

x y z 

—- 4— = 1 y los pianos de coordenadas. Encuéntrense también el 
abc 

centroide y los segundos momentos con respecto a los ejes de coordenadas. 


Soluciôn. (Figura 29.) Esta es la région del ejemplo 17.1: 


y = 


(x, y, z) 10 ^ x < a, 0 ^ y ^ b[ 1 - - j, z ^ cl 1 — - 

a/ \ a 



De donde 


M 


y 2 



"a 

*b( 1 — xja) 

* c( 1 — xja — y/b) 

xdx = 



xdzdydx 

J 2&xy * 

o . 

o 

0 


Las integraciones con respecto a z y y son exactamente las mismas que las 
dadas para el volumen en el ejemplo 17.1 excepto en que el integrando 
aparece multiplicado por x. 





bc 
2 a 2 



(a 2 x — lax 2 + x 3 ) dx 


bc 
2 a' 


' 2 2 
a x 


2 ax 3 x 
- + - 


o 


a 2 bc 
24 


Para encontrar M zx observamos que no es necesario efectuar de nuevo la 
integraciôn. Si reemplazamos (x, y, z)por (y, z, x ) y (a, b , c) por {b, c, a) en 
el câlculo de M yz , obtenemos 


M 


zx 



C 



Anâlogamente, 


M xy = 


abc 

24 


Para los segundos momentos tenemos, 

/*c( 1 “ x/a-ylb ) 


^yz 



''bil-xja) i* 

» 0 V 

0 J' 


J 

x dzdy dx 


o 


bc f/22 ^ 3 4 j ^ bc 

—- (a x -2ûx +x ]à = 

la 2 Jo 60 
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De nuevo, como en el caso de los primeros momentos, por intercambio 
ciclico de (x, y\ z) y (a, b , c) obtenemos. 


/ 


zx 




abc 3 
60 


Como V{01) — tenemos 


(-- j . î). 

v4 4 4/ 


Los segundos momentos con respecto a los ejes coordenados son 


K = 


(>- 2 + z 2 )dx = 


%J $xy 


y 2 dx 4- 


* * xy 


z 2 dx = i zx + / 


X v 




•■5 

a b' c abc abc 


60 


+ 


60 60 


(b 2 + e 2 ), 


r a bc , 2 2 \ 

ly = - (fl +C :2 ) 

60 


/, = 


atc , , , ,2 


60 


(a' + ii'). 


Problemas 


1. Encuéntrese el volumen del elipsoide 


2 ,2 2 
X y z 

2. Encuéntrese el centroide de la porciôn del elipsoide — -f - H—- = 1 

a b c 


que se encuentra en el primer octante. 


3. Encuéntrense los momentos de inercia con respecto a cada uno de 
los pianos coordenados de la région del problema 2. 

4. Encuéntrese el volumen de la région limitada por los paraboloides 

z = 4x 2 +> ,2 y z — 4 — x 1 — 4y 2 

5. Encuéntrese el volumen de la région limitada por las superficies 
x 2 y-y 2 = 4, z — 4—y 2 y z = 0. 

6. Encuéntrese el centroide de la région del problema 5. 
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7. Encuéntrese el volumen de la région situada en el primer octante 
limitada por los cilindros x 2 + z 2 = a 2 y > ,2 + z 2 = a 2 . 


8 . 

*9. 



Encuéntrese el centroide de la région del problema 7. 

Encuéntrese el volumen de la région limitada por el cono eliptico 

2 2 
y z 

— —- y el piano z — c. 
b c 


18. ÂREA, VOLUMEN Y MOMENTOS SÏN INTEGRACIÔN 

En muchos casos es posible encontrar los primeros y los segundos 
momentos, los centroides, las areas y los volümenes de ciertas regiones sin 
necesidad de recurrir a la integraciôn. Si se conocen el area y los mo¬ 
mentos para los rectângulos, los triângulos y los semicirculos (y cuartos de 
circulos) entonces el area, los momentos y los centroides de las regiones 
que consistan en eombinaciones de taies figuras pueden encontrarse sin 
dificultad. Ademâs, por el uso del teorema de Pappus, pueden calcularse 
fâcilmente también los volümenes de revoluciôn que se obtienen por el 
giro de taies regiones. A continuation enumeramos algunos de los resultados 
que ya previamente se habian obtenido respecto al rectângulo, al circulo 
y al semicirculo en la tabla 1. En esta tabla, CG dénota al centroide (CG, por 
centra de gravedad) y J p dénota al momento polar de inercia con respecto 
al centroide. I AA , etc., representan los momentos de inercia respecto a los 
ejes AA, etc. que aparecen marcados en las correspondientes figuras. 

18.1 Ejemplo. Encuéntrense el centroide y el momento de inercia con 
respecto a la base de la région en forma de L que se muestra en la figura 30. 



X 


FIGURA 30 
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Tabla I 


Région Centroide Momento de inercia 
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Soluciôn. La région consiste en dos rectângulos. Escogiendo los ejes de 
coordenadas como se indica en la figura 30, los centroides de los rectân¬ 
gulos a y b son 

= (*«, ÿ a ) = (i, 3) 


y 


X b — ( x b> y b ) — (2 9 2) 

respectivamente. Denotando las areas por Â a y A b respectivamente, tenemos 
M x = A a ÿ a + A b ÿ b = Ix6x3 + 5xlx| = 18 + f = V pulg 3 . 


Dividiendo por el ârea total tenemos 


M x 

A a + A b 


4 1 
2 


6 + 5 


41 

22 


pulg. 


Por simetria, x = ÿ = \\ pulgadas. 

Para encontrar el momento de inercia respecto a la base —el eje X — 
notemos primero que los rectângulos tienen, ambos, sus bases sobre el 
eje X. Por tanto 

1 x 6 3 5 x 1 3 216 + 5 221 l4 

I x = -1-= - = — pulg . 

3 3 3 3 


18.2 Ejemplo. Encuéntrese el momento de inercia con respecto a la recta 
que pasa por el centroide y es paralela a la base de la région de la figura 30. 


Soluciôn. Podemos usar el teorema de los ejes paraleîos (corolario 10.9, 
pâg. 363). Para el rectângulo a la distancia usada en el teorema de los ejes 
paraleîos es \ÿ a —y\, y para el rectângulo b la distancia usada es \y b —y\- 
Como el momento de inercia de un rectângulo con respecto a la recta que 
pasa por el centroide y es paralela a la base es ^ bh 3 tenemos para toda la 
région considerada: 



1 x6 3 
12 


+ 1 x 6 x 



+ 


5x l 3 

12 


+ 5 x 1 x 




2 


3 750 5 4 500 

= 18 + -+ — + - 

484 12 484 


51 491 
1 452 


rsj 

r 


35.46 pulg 4 . 


Problemas 

1. Encuéntrese el centroide de cada una de las siguientes regiones. 
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2. Encuéntrense los momentos de inercia con respecto a la base y a 
una recta paralela que pasa por el centroide de cada una de las regiones 
del problema 1. 

3. Encuéntrese el volumen de la région cilîndrica cuya secciôn aparece 
en la figura 31. 




FIGURA 31 
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19. INTEGRALES MÜLTIPLES 

En esta section, indicaremos como puede generalizarse la intégral 
de Riemann a intervalos en R\ Los casos particulares mas importantes son 
aquellos en que n = 1, 2 y 3. Los teoremas de esta section son generaliza- 
ciones directas de los teoremas de las secciones 2, 3, 4, 5, 6 y 8. En general, 
no daremos sus pruebas complétas, pero indicaremos cuâles son las modifia 
caciones necesarias de las pruebas dadas para sus anâlogos en el caso 
bidimensional. 

19.1 Définition. Si a = (ûq, ..., a n ) y b = (b { , ..., b n ) con a t ^ b t 
(/ = 1 enfonces el intervalo cerrado [a, b] en R" es el conjunto de 
todos los puntos xeR" para los cuales 

a i ^ x { ^ bi (i = 1 , 2 ,..., n ) . 

El intervalo cerrado [a, b] en R 2 es un rectângulo con vértices (a l , a 2 ), 
(b l , a 2 ), (b x , b 2 ) y (a { , 6 2 ). Los lados del rectângulo son paralelos a los ejes 
coordenados. Las longitudes de los lados de [a, b] son los numéros b< i —a l 
yb 2 -a 2 . 

El intervalo cerrado [a, b] en R 3 es un paralelepipedo rectangular de 
vértices (a l9 a 2 ,a 3 ) 9 (a l9 b 2 ,a 3 ), (a l ,b 2 ,b 3 ), (a l9 a 29 b 3 ) 9 {b l9 a 29 a 3 ) 9 
(b x , b 2 , a 3 ), (b { , b 2 , b 3 ) y (b x , a 2 , b 3 ). De nuevo, los lados del paralelepipedo 
son paralelos a los ejes de coordenadas y las longitudes de los lados son 
bi — ai (/ — 1, 2, 3). 

En R, el intervalo [a, b] tiene longitud b — a; en R 2 , el intervalo [a, b] 
tiene area (b x —a { )(b 2 — a 2 )\ en R 3 , el intervalo [a, b] tiene volumen 
(b i ~a l ) (b 2 —a 2 ) (b 3 ~a 3 ). Necesitamos un término general que reemplace 
en R" a las palabras “longitud” para R, “area” para R 2 , y “volumen” 
para R 3 . 

19.2 Définition. El contenido del intervalo [a, b] en R", denotado por 
c([a, b]) , es, por défi nie ion, el produel o 

n 

c([a,b]) = n ,). 

i — 1 

En los ejemplos particulares en R, R 2 o R 3 , la palabra “contenido” 
se reemplaza por longitud, area o volumen, respectivamente. 

19.3 Définition. Sea [a, b] c R" donde a = (a lf a n ) y b = (b j, ..., b n ). 
Si para iodo i — 1, ..., n, tenemos una par tic ion P i = {x/ | j = 0, 1 , k t } 
de [a l , />,-], donde a t — x,° y b i = x fi , entonc.es 

P = P 1 x P 2 x ... x P n 
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se Jice que es una partition de [a, b] y dejinimos la norma o malla de P, 
la que escribimos |P|, por 

jP| = mâx {|P,-| | i = 1, . n] 

es deeir 

\P\ = mâx {x- 1 — x{~ 1 |/ = I, i = 1,. 

Si la particiôn P, subciivide a [a in /y] en k- t subintervalos unidimen- 
sionales, entonces P subdivide a [a, b] en k = /<, ... k n subintervalos n-di- 
mensionales. Los subintervalos de [a, b] obtenidos por una particiôn P de 
[a, b] pueden enumerarse consecutivamente y denotarsepor^, con i — 1,..., k 
donde k ~ k , ... k n . 

Si / es una funciôn real acotada sobre [a, b], entonces hay numéros 
m \ M taies que m ^ /(x) < M para todo xe[a, b]. Como en la secciôn 2, 
pâg. 314. définîmes 

m-Xf) = inf {/(x) ] xeJ,} 

M,(f) = sup {/'(x) | xefj). 

Las sumas in/eriores y las sumas superiores se definen por 

k 

U/, P) = X m-Af) c (^i) 

i = 1 

y 

k 

m j . o=X MA/)c(ât,) 

i ~ i 

respect ivam en te. donde c{.'A ■.) es el contenido del subintervalo Se sigue 
entonces que 

19.4 nw([ a. b]) ^ P(/, P) ^ U(f, P) ^ Mc([a, b]) 

para todas las particiones P de [a, b]. Como en la definiciôn 2.7, pâg. 315, 
défi n imos la intégral inferior y la intégral superior por 

'b 

/ = sup {L(f, P) | Pe^} 

J a 

e 

^b 

f = inf {C(/,P)|Pe^}, 

J a 

respectivamente, donde & es el conjunto de todas las particiones de [a, b]. 

Si la intégral inferior y la intégral superior de/sobre [a, b] son iguales, 
decimos que f es integrabie sobre [a, b]. 
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19.5 Définition. Una funciôn f sobre [a, b] se dice que es ( Riemann) 
intégrable sobre [a, b] si f esta acotada sobre [a, b] e 


r b 



Si f es intégrable sobre fa, b], enfonces la intégral definida {de Riemann) 

"b 

de f sobre [a, b], slmbolo f, esté definida por 

J a 



La notation /(x) dx puede también usarse para représentai* la intégrai 

J a 

de /. Si el intervalo [a, b] es un intervalo en R , la intégral se llama 
intégral doble y si [a, b] es un intervalo en R 3 la intégral se llama intégral 
triple. En general, si [a, b] estâ en R” con n > 1, la intégral se llama 
intégral multiple y si n = 1, la intégral se llama intégral simple. Algunas 
veces se usan notaciones taies como 


b 


a 


f(x 1 , x 2 )dx l dx 2 


e 



2 î 


x 3 ) dx i dx 2 dx 3 


para denotar a las intégrales dobles y triples. 

El siguientes resultado es una consecuencia directa de la desigualdad 19.4 
y de las definiciones de las intégrales inferior y superior. 


19.6 Teorema. Si f es intégrable sobre [a, b] y P es una particiôn cualquiera 
de [a, b], enfonces 

f/< U(fiP). 

J a 


Prueba. Véase el teorema 2.11, pâg. 319. 

El siguiente teorema muestra que una funciôn acotada es intégrable 
sobre el intervalo [a, b] en R” si y solo si la diferencia entre una suma 
superior y la correspondiente suma inferior puede hacerse arbitrariamente 
pequena. 

19.7 Teorema. Una funciôn acotada f es intégrable sobre [a, b] si y solo 
si para cada e > 0 hay una particiôn P de [a, b] con la propiedad de que 
U(f y P)-L(f,P) < e. 
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Prueba. Véase el teorema 2.14, pâg. 320. 


Las propiedades bâsicas de la intégral 


f son las mismas que las 


a 


de la intégral doble (propiedades 3.1-3.8, pâg. 322). 

Pasamos a continuaciôn al problerna de las intégrales sobre conjuntos 6 
mâs generales sobre R". 

19.8 Definicion. Si f es una funciôn definida y acotada sobre un conjunîo 
acotado S en R rt , definimos la funciôn f ê por la régla 


( >\ 

j/(x) para xel 
0 para xs^'S 


JeW = 


donde c é'S es el complémento de S —el conjunîo de todos los puntos de R" 
no en S . 

19,9 Definicion. Si S es un conjunto acotado en R", si [a, b] es un intervalo 

* b 

en R n tal que S cl [a, b] y si f g existe , entonces, por definicion , 


j a 


Tb 


/ = 


s 


J s • 


19.10 Definicion. Si S es un conjunto acotado en R” y [a, b] es un intervalo 
en R" tal que 6° cl [a, b], entonces 


/*b 


£W= h t y c(#) = 


j a 


h 


s 


se daman, respectivamente, contenido intérim y contenido exterior de S. 

Si c($) = c(ê) 9 entonces 1 g es intégrable sobre [a, b] y el valor comün 
se llama contenido de S. 

Si ê tiene contenido se sigue que 


c(Sj 


h • 


El contenido interior de ê, siendo una intégral inferior, es el supremo 
de sumas inferiores. Si P es una particiôn de [a, b] y ^ dénota el y-ésimo 
subintervalo de P, entonces mj(\g.) = 0 para todo subintervalo que 
contenga puntos que pertenezcan a S b u ê e y por tanto 


L( 1,„ P) = I mj{ l /( )c(« y ) 

7 = 1 
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es la suma de los contenidos de aquellos subintervalos de P que son sub- 
conjuntos de S 'Por otra parte, el contenido exterior de S es una intégral 
superior y, por tanto, es el infimo de sumas superiores. Pero Mj(\-g) = 0 
solamente para aquellos subintervalos de P que no contengan ningün 
punto de ê y por tanto 

k 

U(lj,P) = X Mj(h)c^j) 
j= i 

es la suma de los contenidos de aquellos subintervalos de P que contengan 
puntos de S. Asi pues, la suma inferior se aproxima al contenido de S por 
el contenido de un conjunto inscrito de intervalos y la suma superior 
se aproxima al contenido de S por el contenido de un conjunto circunscrito 
de intervalos. 

Podemos demostrar que el contenido tiene propiedades anâlogas a las 
propiedades del area. Vemos asi que el contenido es no negativo, que el 
contenido de una parte no es mayor que el contenido del total, y que si 
un conjunto esta dividido en dos partes que no se traslapan, entonces la 
suma de los contenidos de las partes es igual al contenido del total. Las 
pruebas de estas propiedades son las mismas que las pruebas de las pro¬ 
piedades correspondantes del area (pâgs. 333-334). 

A continuaciôn demostraremos que el conjunto de las funciones 
intégrables sobre un intervalo cerrado [a, b] contiene el conjunto de todas 
las funciones que son acotadas sobre [a, b] para las que el conjunto de 
puntos de discontinuidad sobre [a, b] tiene contenido cero. 

19.11 Teorema. Sea f una funciôn acotada sobre un intervalo [a, b] en R” 
tal que <f, el conjunto de puntos de discontinuidad de fsobre [a, b], tenga 

"b 

contenido cero. Entonces f existe. 

J a 


Prueba. Véase el teorema 5.1, pâg. 338. Reemplâcese area por contenido 
y escojase à de forma tal que x^x 2 ^^ y Jx 1 — x 2 | < JHô implique 

|/(X 1 )-/(X 2 )| < £. 

Los corolarios 5.2 a 5.6, pâgs. 339-340, se generalizan imnediatamente 
a R” al igual que todos los resultados de la secciôn 6. 

Es posible introducir regiones en R" y discutir intégrales sobre regiones. 
No haremos esto; en lugar de ello estableceremos la relaciôn fundamental 
entre las intégrales multiples y las intégrales iteradas. 


19.12 Teorema. Si 


f existe , y si para cada ye[c,d], donde [c,d] es 


a 


la proyecciôn de [a, b] para le la a I eje X„, F (y) = 


l'b n 


f{y,x„)dx n existe, 
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en tances 


j’d j 

• l* «M 


f(y,x„)dx n c/y = 


"d 


f b r d 



/ = i 


j (y, x n )dx n • 

v a «; *■’ 

J 

Û M 


^(y) ày existe e 


dy . 


Prueba. (Véase el teorema 8.1, pâg. 000.) Probaremos primero que para 
cualquier particion P = f, x ... de [a, b] 

L(/, P) ^ L(F , P') ^ L(P, P ) ^ !/(/, P) 


donde P’ = P t xP 2 x ... xP n _ l es la particion de [c, d] inducida por la 
particion P de [a, b]. La existencia de la intégral iterada y la igualdad de 
la intégral multiple y la intégral iterada se sigue de esta desigualdad. 

Sea P — Pj x P 2 x ... x P n una particion cualquiera de [a, b]. P induce 
una particion P' = P, x P 2 x ... x P n _ , de [c, d] en k ~ k i k 2 -.. k n _ { 
subintervalos °A ,. Sean 

m-ijil) = înf {/(y,x„)|ye^ ; , x„e[x J „~\ x„ J ]} 
mj(f; y) = inf {./ (y,x„)| x„e[x^ _1 , x/]} 

Mij(f) = sup{/(y,jc„)|ye^ f) 

= sup{/(y,x„)|x„e[xr'> V]} • 


Entonces, para cualquier ye^ f , 

Z < Z m,(/; y) *) = L (/, P„ ; y) 

j =1 7=1 


< 


fb. 




/(y. x„)7x B 




< U(f,P n -,y)= Z Mj(f;y)(x„ J -x J n - 1 ) 

; = i 




< Z M ij(f) ( X , J - x J „ ). 

7=1 


Es decir, para toda y 

Z w.-jt/HV-*» -1 ) < b (y) ^ Z M ü(/)W- x r‘)- 

J= I j=l 

Como la anterior desigualdad se verifica para toda yei^,-, de ello se sigue que 
19.13 Z m,(F)ç M,(F) < £ (x n J -x^ 1 ) 

7=1 7=1 
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don de 

m^F) = inf {F (y) [ yef,-} 


y 


M-XF) = sup {F( y) | ye®i}. 


Multiplicando la desigualdad 19.13 por c(/Â { ) y sumando desde i = 1 
hasta i = k, obtenemos 


L(f,P)= y X m ijU)(.x n J -x J n l )c(0êi) 

1 J=t 

< X m ; (F) c(«,) = L(F, P') 

i = 1 


< U (F, P’) 




< X X My (/) ( V - '' ) C(«J = V (/, /*) , 

i — 1 f =■ 1 


o bien 

19.14 


L(/, />) < F (F, P') ^ (/(F, F') < (/(/, F). 


Como 


/ existe, dada una e > 0 existe una particiôn F de [a, b] tal 

i 

que U(f, P) — L(f, P) < e. De 19.14 se concluye que 

U(F, P )~L{F , F') ^ F(/, F) — L (/, F) < e 


/•d 


y por tanto 


F (y) dy existe. Por otra parte L(j\ P) ^ 


/ ^ f(/, P) y 


a 


F (F, F') < 


F(y)dy^ F (F, F') 


de modo que 


f b 

'* d 

/- 

F 

| Ja J 

c 


< D(/,F)-L(/,F)<*. 


Por tanto 


’b 

"d 

’d f r*n 

/ = 

F = 

i / (y, x„) clx„ ■ 

J a * 

' C J 

c l J 


Y esto compléta la prueba. 

Damos a continuacion condiciones suficientes para asegurar la existencia 
de las intégrales del teorema 19.12. 
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19.15 Corolario. Sea f una funciôn acotada sobre un intervalo [a, b] en R" 
y continua sobre [a, b], excepta sobre un conjunto ê de contenido cero , 
con la propiedad de que toda recta paralela al eje X n intersecta con , cuando 
mas , en un numéro finito de puntos . Entonces 


"b 

f d r r 

/ = 


v a 

c { J i 


a, 


/(y, x„) dx„\dy 


donde [c, d] es la proyeccion de [a, b] paralela al eje X n . 


Prueba. 


Por el teorema 


19.11, 


f b 

/ existe. Por otra parte, toda recta 


paralela al eje X n que pasa por [c, d] intersecta a ê en, cuando mâs, un 
numéro finito de puntos de modo que/tiene cuando mâs un numéro finito 
de discontinuidades sobre tal recta. Luego 


{'b. 


f (y) = 


/(y, x n )dx n 


existe para toda ye[c, d]. Por tanto, por el teorema 19.12, 


/ 


^d rd 

F = 


a 


'b n 


/( y, x„) dx„ 


dy 


19.16 Corolario. Sea f una funciôn acotada sobre un intervalo [a, b] en R” 
y continua sobre [a, b], excepto sobre un conjunto ê de contenido cero , con la 
propiedad de que toda recta paralela al eje X { (/ — 1, ..., n) intersecta a S en , 
cuando mâs , un numéro finito de puntos. Entonces 



"b, 

/ = 

* ■ • 

J fl » 

Ü1 4 ; 


'b„ 


/(*i, •••, x„)dx n ---dx j 


a r 


Prueba. El corolario sigue del teorema 19.12 por inducciôn. Sea .Sf el 
conjunto de todos los enteros positivos n para los que el corolario se verifica. 
Claramente \ tSf. Supongamos que meSf, es decir, que 


r d 


F(y)dy = 


n>, 




F(x, 


xjdx 


m 


dx 


Consideremos ahora n = m + 1. Si toda recta paralela al eje X m+ { intersecta 
con ê en cuando mâs un numéro finito de puntos, entonces/tiene cuando 
mâs un nümero finito de discontinuidades sobre una tal recta. Luego 


>m + ! 


■ m •> 


m + 


i ) dx 


m + 1 


F {y) = F(x 1 , •••, xJ 


%} &m + 1 


/(*! , 


t • * 
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existe para todo ye[c, d], y, por el teorema 19.12, 


((?1 , fr m + 1) 

( b 1 , ... ! bm) 


rb i_ 

+ 1 

/ = 

< 


f{x i, ■■■,x m ,x m+1 )dx m+1 

J ( ci 1 , ..., + 1 ) ^ 

( a 1 , ..., 0 m) 


a tn + 1 


d(x u —,x m ) 


(bb m ) 

(il 1 , .. . , iJm ) 

''bi rbr 


ai 


fb i 


a i 


F(*i, ■■■,x m )d(x 1 , —,xj 


F(x i, ■■■, x m )dx m ---dx i 


b/n b m j 


f (x,, x m , X m + 1 )dx m+l dx m ---dx 


g m 4 / 


+ 1 


y m-f le 6F. De donde el corolario se verifica para todos los enteros 
positivos n. 


20. RESUMEN 


En este capitulo extendimos la teoria de la integraciôn desde las 
intégrales simples hasta las intégrales multiples. Vimos que después de 
définir los intervalos en R 2 , R 3 o, en general, R", la teoria de la intégral 
multiple es exactamente paralela a la de la intégral simple. En realidad, 
si se desarrolla la teoria para intervalos en R", obtenemos la intégral simple 
como el caso particular en que n — 1. Deben introducirse algunas nuevas 
consideraciones cuando deseamos extender el concepto de la intégral a 
conjuntos acotados mas generales de R". La evaluaciôn de intégrales 
multiples puede reducirse en muchos casos a la evaluaciôn de intégra¬ 
les iteradas, es decir, a la evaluaciôn de intégrales simples sucesivas. Las 
intégrales simples sucesivas pueden evaluarse a veces usando el segundo 
teorema fundamental del câlculo : si F es una funciôn tal que F' — f 


ra 


sobre [a, b] entonces 


/ = F {b) — F (a). Si el teorema fundamental del 


câlculo se prueba que es inaplicable, entonces puede usarse la integraciôn 
numérica. 


Problemas 

1. Encuéntrese el area de las regiones limitadas por los siguientes 
conjuntos de curvas. 

a) y 2 = 2 + 2x, >’ 2 = 2 — 4x 

b) x = 0, y = 0, x = 4, y = e x 

C) sjx + ^jiy = yfâ, x = 0, y = 0 

d) el rizo de la hoja de Descartes y 2 (a- hjc) = x 2 (3a—x). 
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2. Encuéntrese el centroide de las regiones limitadas por los siguientes 
conjuntos de curvas. 

a) x = 0, x = 1, y = senh x, y = cosh x 

b) y = 2-x 2 , y = x 

c) x = y 2 , y = x-2 

d) y — sen jrx, y = x 2 —x. 

3. Encuéntrese el momento de inercia de las regiones limitadas por las 
siguientes curvas con respecto a la recta dada. 

a) y = 2 —x 2 , y = x con respecto a x = y 2 

/?) y = 2 —x 2 , v = x con respecto a y = 1. 

4. Encuéntrese el momento de inercia con respecto al eje Y de la région 
limitada superiormente por la serpentina (a 2 + x 2 )y = 2a 2 x, en la parte 
inferior por el eje X, a la izquierda por la recta vertical que pasa por el 
punto mâximo, y a la derecha por la recta vertical que pasa por el punto 
de inflexion con abscisa positiva. 

5. La fuerza total ejercida por un fluido sobre una région plana esta 
definida como la intégral sobre la région de la presiôn del fluido donde la 
presiôn en un punto es el producto del peso por unidad de volumen del 
fluido por la profundidad del punto respecto a la superficie del fluido. 
Demuéstrese que para una région en un piano vertical la fuerza es igual al 
producto del ârea de la région por la presiôn en el centroide de la région. 

6. Encuéntrese la fuerza total debida a la presiôn del agua sobre cada 
una de las siguientes superficies verticales. Todas las distancias estân 
medidas en pies. El peso del agua es aproximadamente de 62.5 libras 
por pie cübico. 

a) limitada por la circunferencia x 2 +y 2 = 25; el nivel del agua sobre 
el eje X 

b) limitada por la parâbola y = x 2 —4 y el eje X; et nivel del agua 
sobre el eje X 

c) limitada por la elipse 16x 2 + 25y 2 = 400; el nivel del agua sobre 
el eje X 

d) limitada por la elipse 16x 2 +25y 2 = 400; el nivel del agua sobre la 
recta y = 4. 



1. INTRODUCCIÔN 

En la mayorla de los casos, las funciones que hasta ahora hemos 
considerado teman conjuntos de puntos de un espacio euclidiano R" como 
dominio. Ahora consideraremos funciones con una familia (conjunto) de 
conjuntos como dominio; taies funciones se llaman funciones de conjunto . 
En particular, nos ocuparemos de funciones de conjunto con una familia 
de conjuntos en R" como dominio y con rangoen R. Ya nos hemos encontrado 
con algunas funciones de tal tipo. Por ejemplo, si DR es la familia de 
subconjuntos de R 2 que tienen area, enfonces la funciôn A con régla 
de correspondencia 

r 

A (ê) = 1 para 

• & 


40B 
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es una funciôn real de conjunto (una funciôn de conjunto valuada en el 
campo real). 

A las funciones cuyo dominio es un conjunto de puntos en R" las 
llamaremos funciones de punto para distinguirlas de las funciones de 
conjunto. 


2. ANILLOS DE CONJUNTOS 

Recuérdese que si j/ c= 9, el complemento de sé con respecto a 9, 
denotado por es el conjunto de todos los elementos xe9 taies 

que Cuando en una discusiôn determinada 9 es fijo, denotamos al 

complemento de sé con respecto a 9 por y hablamos simplemente 
del complemento de . Si sé y 31 son dos subconjuntos de un conjunto 9, 
el conjunto diferencia —3 es el conjunto de todos los elementos xes9 
taies que x^dfi, es decir, sé — M — sé n c €^. No exigimos que 3! sea un 
subconjunto de sd para que la diferencia sé — $ esté definida. 

2.1 Definiciôn. Sea 9 un conjunto , y SR unafamilia no varia de subconjuntos 
de 9. La familia SR se llama anillo (de conjunto s) , o anillo booleano , 
si tf, J^eSR implica 

ê u 9* e SR y S — 9* e SR. 

Como consecuencia inmediata de la definiciôn de un anillo, si é\ 9^ edi, 
entonces ê n J^eSR ya que ê n SF = # — (# — #'). Ademâs, todo anillo 
contiene el conjunto vacio, 0, ya que $ — 8 = 0 para todo S edi, 

2.2 Ejemplo. Demuéstrese que si ^ es un conjunto acotado en R 2 que 
tiene ârea y SR, es la familia de subconjuntos de ^ que tienen area, entonces SR 
es un anillo. 

Soluciôn. SR no es vacio ya que (d edi. Sean <# y elementos de dl. 
Entonces S u f c y por el teorema 4.12, pâg. 334, ê u tiene ârea 
y por tanto pertenece a SR. Ademâs, — 9* edi ya que — SF ci y, por el 
teorema 4.15, pâg. 336, ê — dL tiene ârea. 

El ejemplo 2.2 se generaliza inmediatamente a la familia de subconjuntos 
de un conjunto acotado que tienen contenido en R”. En este capitulo nos 
ocuparemos exclusivamente de funciones de conjunto reales definidas sobre 
un anillo de conjuntos con contenido en R n . 

En âlgebra moderna un anillo es un conjunto R con dos operaciones, 
adiciôn y multiplicaciôn, que satisfacen las propiedades A l a A s , M l9 
y D enumeradas en la pâgina 37. Si la ley conmutativa para la multipli¬ 
caciôn, M 2 , también se verifica, el anillo se llama anillo conmutativo . 

Si consideramos la diferencia simétrica de conjuntos definida por 
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= (S — SF) u (J* — S) como operacion de adiciôn y la intersecciôn de 
conjuntos como la operacion de multiplicaciôn, entonces es fâcil probar 
que un anillo de conjuntos es un anillo, y precisamente un anillo conmu- 
tativo, en el sentido del âlgebra. Como para todo <^6 ER, 0A<f = S\ el 
conjunto vacio juega el papel de 0 en el anillo de conjuntos. Si SC — U 

esta en ER, entonces para todo <feER, SC n S = S y SC desempena el papel 
de 1 en el anillo de conjuntos. Un anillo de conjuntos se llama âlgebra o 
âlgebra booleana si SC eER. 


3. FUNCIONES DE CONJUNTO 


3.1 Definiciôn. Una funciôn de conjunto F sobre un anillo © de conjuntos 
en R n se dice que es finitamente aditiva si 

F (S uJ^) = F{ê) + F(SF) 

siempre que S , jFe© y c{ê n FF) — 0. 

Por ejemplo, la funciôn contenido es finitamente aditiva sobre un anillo 
de conjuntos que tengan contenido. 

Nota. En lo que falta de este capitulo usaremos el término “aditiva” 
para indicar “finitamente aditiva”. 


3.2 Ejemplo. Pruébese que si/es intégrable sobre un intervalo [a, b] c R 2 , 
entonces la funciôn F definida sobre el anillo ER de subconjuntos de [a, b] 
que tienen area por la régla 


W) - 



/ 


êe ER 


es finitamente aditiva. 


Solucion. Primero demostraremos que si / es intégrable sobre [a, b], 
entonces F esta definida sobre el anillo M. Si <feER, entonces $ tiene area. 
Como [a, b] tiene también area y / es intégrable sobre [a, b], por el 
coroîario 6.14, pâg. 345, podemos concîuir que /es intégrable sobre S. 
Si S\ JF son subconjuntos de [a, b] que tienen area y A(S } n JF) — 0, 
entonces, segun el coroîario 6.13, pâg. 345, 


F (S‘ u JF) — 


i 

r f* 

/ = 

/ + 

J<?u J 

s *. 


/ = F(ê) + F(JF). 


SF 


El ejemplo 3.2 se generaliza inmediatamente a conjuntos que tienen 
contenido en R". 

Definimos la suma de dos funciones de conjunto reales F y G como la 
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funciôn de conjunto F+ G de dominio I) F n ® G y régla de correspondencia 

[F+ G] (S) - F(ô r ) + G (S) #eS f n 2 G . 

Anâlogamente, defmimos la diferencia F—G. 

Si F y G son funciones de conjunto finitamente aditivas sobre un 
anillo (n, entonces F F G y F~ G son finitamente aditivas sobre ©. Por 
ejemplo, si <#, F e&> y c(S° n F) — 0, entonces 

[F- G] (S u F) = F(<f vj ^)- G(<f u #*) 

- F© ) + F (JF) - G©) - G (F) 

- [F-G](<f) + [F-G] (^). 


3.3 Defîniciôn. Una funciôn de conjunto aditiva F se dice que es monôtona 
(no decreciente) si sus valores son todos no negativos . 

Se sigue fâcilmente de la deiiniciôn 3.3 que si F es una funciôn de 
conjunto aditiva monôtona definida sobre un anillo di y S, F edi con S a F, 
entonces F (S) ^ F(F)\ en efecto, ê\ F edi y S c F implica F ~ S edi y 

F (F) = F(S u (F-S)) = F(S) + F(F-g) > F(S\ 


La funciôn contenido es un ejemplo de una funciôn monôtona. Ademâs, 
si la funciôn f del ejemplo 3.2 tiene solo valores positivos sobre [a, b], 
entonces, para S*edi, por la propiedad 6.7, pâg, 342, 


F (S) 





y F es monôtona. 

Definimos a continuaciôn los conceptos de limite y derivada. Siempre 
que hablamos del limite de una funciôn de conjunto F en un punto x 


o 


suponemos que x 0 es un punto de acumulaciôn del dominio de F. Un 
punto x 0 se dice que es un punto de acumulaciôn de una familia di de 
subconjuntos de R” si para todo numéro S > 0 existe un conjunto S edi 
de contenido positivo que contiene a x 0 y tiene diâmetro dfS°) < <3, donde 
d(S) = sup {|x — y| x, y e£j. 


3.4 Defîniciôn, Se a F una funciôn real de conjunto definida sobre la 
familia de conjuntos de R”. La funciôn F se dice que tiene el limite b en x 0 , 
lo que se escribe : lim F = b o lim F(S > ) = b , si x 0 es un punto de acumulaciôn 

Xo <£~»xo 

de la familia f t y si para cada e > 0 existe una ô > 0 tal que 

\F(é)-b\ < e 

siempre que S es un conjunto de contenido positivo tal que x 0 e<o y 
d(Sj < ô. 
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Si lim F existe para todo x en un conjunto 6F, entonces obtenemos 

X 

una funciôn de punto / definida sobre £f con régla de correspondencia 
/(x) = lim F. 

X 

Puede probarse fâcilmente que si lira F y lim G existen y x 0 es un punto 

Xo XO 

de acumulacion de © F n S G , entonces 

lim \_F 4- G] = lim F + lim G 

Xo x O x 0 


y 


lim [F — G] = lim F — lim G. 

xo Xo Xo 


Si definimos el producto y el cociente de dos funciones de conjunto reales 
como las funciones FG y F/G con réglas de correspondencia 


[FG] (S) = F (S ) G (Sj y 



HS) 
G (S) 


y dominios S FG — S F n S G y S F/G = n © G | G(#) 0}, respecti- 

vamente, entonces los teoremas sobre producto y cociente de limites son 
vâlidos también para estas funciones. 


3*5 Definicion. Sea 6F un conjunto de puntos de acumulacion del dominio S F 
de una funciôn de conjunto F. Una funciôn de punto f se dice que es el limite 
uniforme de F sobre 6F si para todo e > 0 existe un numéro S > 0 tal que 

\F(S)-f(x)\ < e 

siempre que xe6F y <fe'S F es un conjunto con contenido positivo tal que 
xel y d(<6) < ô. 


3.6 Definicion. Una funciôn de conjunto F definida sobre una familia de 
conjuntos en R” se dice que es diferenciable en el punto x y que tiene 
derivada [DF] (x) si el limite 

[DFl (x) = lim F ^F1 

c($) 

existe. La funciôn de conjunto F es diferenciable sobre un conjunto 6F si F es 
diferenciable en cada punto de 6F y F es uniformemente diferenciable sobre 6F 
si DF es el limite uniforme de F/c sobre 6F. La funciôn de punto DF se llama 
la derivada de F. 

Se prueba fâcilmente que las réglas para la derivada de una suma y una 
diferencia de dos funciones de conjunto reales toman la misma forma que 
las réglas dadas para el caso de funciones reales de una variable real. 
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4. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÂLCULO 

En esta secciôn probaremos dos teoremas que son anâlogos al primero 
y segundo teoremas fundamentales del câlculo. Para funciones reales de 
variable real el primer teorema fundamental del câlculo rezaba: si / es 
continua sobre un intervalo „/, entonces 

D x f( t) dt 

para a,xe# cuaiesquiera. El segundo teorema fundamental nos dice: 
si F tiene una derivada continua sobre un intervalo #, entonces para 
todo a , be/ 

b 

D x [F(x)]dx = F (b) — F (a). 

Antes de considerar los anâlogos de los teoremas fundamentales del 
câlculo introducimos las nociones de distancia entre un punto y un conjunto 
y de distancia entre dos conjuntos. La distancia de un punto x a un 
conjunto srf en R", denotada por d(x , ,$/). se define como sigue: 

d{x.sj) = inf {| x — y | | y es#}. 

Claramente, d(x,stf) ^ 0 y si xe.fi/, entonces d(x,<çtf) = 0. Probaremos 
ahora que si stf es cerrado y x entonces d{x,stf) > 0. Como xeW 
y es abierto, existe una vecindad Sf (x ; s) de x que estâ contenida en r ésé. 
Luego d(x , sé) > £ > 0. Si sd no es cerrado, podemos tener d(x,sé) — 0, 
aun cuando Por ejemplo, si sé es el disco abierto unitario {x |x| < 1} 

en R 2 y x = (1,0), entonces <7(x, sé) — 0. En general, si x es un punto 
frontera de jaC entonces d(x , sé) — 0. Para un conjunto sd fijo en R\ 
la funciôn d^ definida por d^(x) = d(x,<<rf) es continua sobre R". La 
continuidad de d vJ se sigue de la desigualdad del triângulo: 

|x — z| ^ |x — y| H-1 y — z|. 

Asi pues, para cualesquier x, yeR", 

d^(x) = inf {|x— z\ | ze^} ^ inf ||x — yj + |y —z| zes/} 

= |x — y| + inf j|y — z| | z es/} = |x-y| +d^(y). 

Anâlogamente, ^(y) ^ |x-y|+'(rf (x). Por tanto, 

|c/ 0 ,(x)-<4,(y)| «S |x — y| 

de modo que \c/^(x) — d^(y)\ < e siempre que |x — y| < ô = e. 
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Si sé y 88 son conjuntos en R", la distancia entre jF y 88, denotada 
por dÇsF , 88), se define como sigue: 

d{sF,88) — inf {d m (x) | xes/\. 

Tendremos ocasion de usar el siguiente 


4.1 Teorema. Si sF es un conjunto cerrado y acotado en R" y 8$ es un 
conjunto cerrado en R" tal que jF n 88 = 0, enfonces d{sF , â£) > 0. 

Prueba. Como d % es continua sobre el conjunto cerrado y acotado <sF, 
d m tiene un minimo sobre sF (teorema 7.9, pâg. 479). Es decir, para algün 
x 0 esF, d{sF, 88) = d@(x 0 ) = d(x 0 , ^). Como j/nJ = 0yJes cerrado, 
<7(x 0 , 88) > 0 . Luego d{sF, 88) > 0 . 


4.2 Teorema. (El primer teorema fundamental del câlculo.) Sea *§ un 
conjunto abierto en R” y sea f una funciôn de punto continua en Si 8F es 
un subconjunto cerrado y acotado de & que tiene contenido , enfonces la 
funciôn de conjunto F , dejinida sobre el anillo dî de subconjuntos de $ que 
tienen contenido de acuerdo con la régla 


F {S) = 



/ 


<?e3? 


es uniformémente diferenciable sobre 8F y DF = f sobre 8F. 


Prueba. Sea s > 0 cualquiera. 
numéro ô > 0 tal que 

F{$) 

c{£) 


Deseamos demostrar que existe un 


-/(x) 


< e 


siempre xeJ^ y es un conjunto que contiene a x, tiene contenido 

positivo y diâmetro menor que <5. 

Como 8F es cerrado y acotado y es cerrado, el teorema 4.1 implica 
que d{8F, %?$) > 0. Sea r = \d(8F, <€<3) y sea Jf = (x j d(x, 8F) ^ r} . 
Entonces FF es un conjunto cerrado y acotado y / c / c f. Como/es 
continua sobre 3, f es uniformemente continua sobre FF (teorema 7.6, 
pâg. 478). Luego para cada e > 0 existe un d, > 0 tal que |/(x)— /(y)| < e 
siempre que x, yeFF y |x — y| < ô l . Sea ahora S = min {Æ^r}. Entonces 
xeïF y |x — y| < (5 implica yeFF y |/(x)— /(y)| < e. 

Tomemos xe8F y sea S‘ e dt un conjunto que contiene a x, tiene 
contenido positivo y diâmetro menor que Ô. Si m — ïnf {/(y) I y 
M = sup {/(y) | ye<?}, entonces 

0 ^ /(x) — m <8 y 0 ^ M — /(x) ^ e . 
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Ademâs, por las propiedades 6.2 y 6.7, pâg. 341, generalizadas a R", tenemos 


Por tanto, 


o bien 


m e (S) ^ F (S ) - 


r 

J * 


Mc(S). 


/(x)-e s; m < 


^SîJW</(x)+B 



/(X) 


^ £ 


Lo que muestra que Z 7 es uniformemente diferenciable sobre $F y Z)/ 7 = / 
sobre 3F. 

Antes de probar el anâlogo del segundo teorema fundamental del câlculo, 
probamos dos lemas. El primer lema es un caso especial del teorema de 
extension de Tietze. Una funciôn g se dice que es una extension de una 
funciôn/si Q) s c Q g y f(x) = g(x) para todo xe^ /( Si g es una extension 
de /, entonces / es la restricciôn de g al do mini o de /. 


4.3 Lema. (Teorema de extension de Tietze.) Sea s3 un conjunto cerrado 
en R” y sea f una funciôn real , acotada y continua definida en . Entonces 
existe una funciôn real y continua g definida en R" que es una extension de f y es 
tal que sup (#(x) | xeR n } = sup {/(x) | xes3 } = M e inf {g(x) | xeR"} 
= inf {/(x) | xe^} = m. 


Prueba. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que m > 0, puesto 
que en caso contrario podriamos anadir una funciôn constante a f. 
Definamos g sobre R” por la régla de correspondencia 


#(x) = 


/(x) 


1 


d(x, sé) 


para xestf 


inf {/(y)|x — y| yestf} para xe^. 


Si xeW, entonces d{x,s3) > 0, digamos d(x, s3) = r. Para todo yej/, 

m |x — y| </(y)|x-y| ^ M|x-y|. 

Por tanto 


inf 

y ejaf 


£L.l x zyj < inf fÆlZlï <; inf M|x -Zy 

r y e t' y e stf V 


es decir, m ^ é'(x) ^ M para xe&sT. De donde para toda xeRT 
ni < g(x) ^ M . 
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Pasamos ahora a probar la continuidad de g. Consideramos puntos 
de séi, sé e = r £sé y sé b separadamente. 

1. La continuidad de g sobre $0 ,■ se sigue inmediatamente de la de /. 


2. Sobre el conjunto abierto <€s0 = $0 e sea g(x) ~ 


1 


h(x) donde 


d(x,s0) 

h(x) — Inf /(y) |x — y|. Como d(x,#0) > 0 para xeW y d es continua 


y e s* 


■/ — 

sobre ( €sé, g es continua sobre *€$0 si y solo si h es continua sobre <&s0. Sea 
d{x,s0) = r. Para x, x'e^stf con |x — x'| < & < r y para yes0, tenemos 


Luego 


x-y| < Ix'-yl + e. 


/(y) |x-y| < /(y) |x'-y|+/(y)s ^ /(y) |x'-y| + A/e 


y, por tanto, 


h(x) ^ h (x ' ) H- A/ g. 


Anâlogamente, A(x') ^ A(x) + M£ de modo que \h(x) — h(x')\ ^ A/e 
siempre que |x — x'| < e ^ r. As! pues, h es continua sobre y, por 
tanto, g es continua sobre c €s0. 



3. Para xe^ ft , dado un e > 0 sea <5 > 0 tal que yes0 n^(x; ô) 
implica |/(y)—/(x) < e. Tomemos x'e^sd tal que |x —x'| < qô donde 

171 

q = -(figura 1). Deseamos mostrar que 

M + m 


4.4 


d(x', s0) — mf (|x' — y| | y es0 n 60 (x; ô)} 
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y 

4.5 inf /(y) |x' — y) = inf /(y) |x'-y|. 

y e ,£>/ yzsSc\9 (x;£) 

Si yej/ — ôF(x; Ô), entonces 

M 

|x'-y| ^ [x — y| - |x-x'| ^ (1 -q)ô = - ô ^ qô > (x'-xj. 

M -f m 

La ecuaciôn 4.4 se signe de esta desigualdad. Ademâs 

inf /(y) |x' — y[ ^ m( \ — q)ô = Mqô ^ /(xjix'-xl 

y e si -- y (x ; d) 

y la ecuaciôn 4.5 se sigue de esta desigualdad. Ahora bien, para 
y esé n 5^(x; <5) y x' e% s/ n Ff (x; qô), tenemos 

t/00-6] |x'-y| </(y)|x'-y| < [/(x)+e] |x'-y|. 

Por tanto 

*nf [/(x)-e] |x'-y| ^ inf /(y)|x'-y| 

y g jrfn.9{x;ô) y g s# n y(x, ô) 

$ inf [/(x) +e] |x' — y| 

y e s/ n y (x; ô ) 

y, por las ecuaciôn es 4.4 y 4.5, 

[/(x)-e] cl(x', s2) s£ inf /(y) |x'-y| < [/(x) + e] d(x', sd) 

de modo que 

/(x) — e < g(x') ^ /(x) + £. 

Asi pues, para x E^osé y |x — x 7 j < qô , tenemos 

jÿ(x')-#(x)| = Iéf(x')-/(x)| < £. 

Por otra parte, para x’es# y |x —x'j < qô , 

l#(x')-#(x)| = |/(x , )-/(x)| < 8. 

Por tanto, |x — x'| < qô implica |g(x') — g(x)\ ^ e y g es continua en x. 
Y esto compléta la prueba del lema. 

El siguiente lema es un caso particuîar del segundo teorema fundamental 
del câlculo. 

4.6 Lema. Se a [a, b] un intervalo en R" y sea F una funciôn de conjunto 
aditiva definida sobre el aniilo D\ de subconjuntos de [a, b] que tienen contenido. 
Si F es uniformemente diferenciable en [a, b] y si sobre [a, b] la funciôn de 
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punio f es igual a DF , enfonces f es uniformemente continua sobre [a, b] y 
para cada intervalo J a [a, b], F ( J) = /. 

J/ 

Prueba. Corao F es uniformemente diferenciable sobre [a, b], para 
cualquier e > 0 existe un <5 > 0 tal que 


FJS) 

c(S) 


/(x) 


< e 


siempre que xe[a, b] y S contenga x, tenga contenido positivo y tenga 
diâmetro menor que Ô. Sean x, ye[a, b] taies que |x — y| < ô y escojamos 
S eIX de modo tal que x, y eS\ c(S) > 0 y d{f) < à. Entonces 


i/(x)-/(y)K 



< 2e 


y /es uniformemente continua sobre [a, b]. 

Segün el teorema de extension de Tietze, existe una funciôn continua 
g sobre R" con valores en R que coincide con / sobre [a, b] y es tal que 

sup {g{x) I xeR"} = sup {/(x) | xe[a, b]} 


e 

inf (p(x) | xeR"} = inf {/(x) | xe[a, b]}. 


Sea G la funciôn de conjunto definida sobre el anillo UV de subconjuntos 
de R” que tienen contenido por la régla 


GW - 



9 




Segun el primer teorema fundamental, G es uniformemente diferenciable 
sobre [a, b] y DG = g = / sobre [a, b]. Sea H = F— G. Sobre [a, b], 
DH = DF—DG — f—g = 0 y deseamos demostrar que para cualquier 
intervalo / c [a, b], F(f) - G(f) o, lo que es équivalente, que H(J) = 0. 
Tomemos J a [a, b]. Como H = F—G es uniformemente diferenciable 
sobre f con derivada 0, para cada £ > 0 existe una Ô > 0 tal que si S es 
un subconjunto de ÿ que tiene contenido distinto de cero y diâmetro 
d{S) < ô, entonces 


m.o 

c(S) 


< £ 


o bien 


\H{ê')\ < £C(#). 


El intervalo f puede dividirse en un numéro finito de subintervalos 
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fi (./ — 1, . k) de diâmetro mener que ô con c (f n fj) = 0 para / ^ / 
Ahora bien, (7 es aditiva, luego // = Z 7 — G es aditiva y 


|W(/)I = 


k 


I W(/y) 


s: 


k 


I I w (/.,■) I 


< 




X BC(/j) = BC(J). 
i ~ i 


Como e > 0 es arbitraria, concluimos que H(f) 
f ci [a, b]. Por tanto 


(* 


n/) - 




0 para cualquier 


4.7 Teorema. (Segundo teorema fundamental del câlculo.) Sea [a, b] un 
intervalo en R" y sea F una funciôn de conjunto monôtona y aditiva definida 
sobre el uni Ho de subconjuntos de [a, b] que tienen contenido . Si F es 
uniformément e diferenciable sobre [a, b] y si DF = f sobre [a, b], enfonces 
sobre el anillo 

r 

F(Sj = / S edi. 

». <5 


Prueba. Sea S edi. Como ë tiene contenido, por el teorema 4.17, pâg. 337, 
generalizado a R", la frontera ê h de S tiene contenido cero. Luego, para 
un e > 0 cualquier dado, existe una particiôn F de [a, b] tal que la union 
sé de todos aquellos subintervalos de la particiôn P que contienen puntos 
de ê b tiene un contenido c(s/) < e. Sea M la union de todos aquellos 
subintervalos de la particiôn P que contienen solamente puntos del interior de 
ê, Como sé y M son, cada uno, la union de intervalos y C es aditiva, 
de acuerdo con el lema 4.6 tenemos 


F(s/) = 


/ y 


OjQ\ — 


\ 


f . 


J® 


Sea M — sup {|/(x)| xe[a, b]}. Entonces 



r 

"1 



{• j 



j / - 

/ 



/ 

<: 


's 

PA 



â r\ 1 



\f\ < Mc(stf) < Me 


S n stf 


y como F es aditiva y monôtona, 


F (S ) - 

f 


PA 


n-F 


= \F(£nst)\ ^ \F{st)\ = 


/ 


si 


< Me 


Combinando estas dos desigualdades, tenemos 


F(Sj - 


f 


< 2 Ms 


Como e > 0 es arbitrario, esto nos dice que F (S) 


f 


J é 
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5. CAMBIO DE VARIABLES EN LAS INTEGRALES MÜLTIPLES. 

UN CASO ESPECIAL 


En el caso de las intégrales simples, sabemos que si se efectüa un cambio 


de variable y — f(t ), entonces la intégral 
*0 


g (y) cl y se convierte en la 


a 


g(f{t))f'(t)dt, es decir, tenemos el teorema: si 

1) g es continua sobre un intervalo F. 

2) / tiene una derivada continua sobre un intervalo <f. 

3) f(S) = {/(/) | teS } «= 

4) /(a) = a y /(/?) = b para algunos a, /?e<f, 
entonces 


*b p 

9= (i 9°f)f■ 

J a J a 

En esta secciôn y en la prôxima obtendremos un resultado anâlogo para 
las intégrales triples. 

Ahora daremos una prueba del teorema que para intégrales simples 
acabamos de enunciar. Nuestra prueba del teorema sobre cambio de 
variable en las intégrales triples se modelarâ sobre esta prueba para 
intégrales simples. Sean 


G(x) = 


rx 


a 


g y 


F(t ) = G(/(0). 


Entonces, segün el primer teorema fundamental del câlculo 

G' (x) = g{x) 


y de acuerdo con la régla de la cadena para la derivada de las funciones 
compuestas, 

F{t) = G'(/(r))/'(0 = g(f(t))f (/) tes. 


De donde, segün el segundo teorema fundamental del câlculo, 





F(t) di = F (P)-F (a) = G(/(j8))-G(/( a)) 


G(b)-G{a) 


rb 



9 • 


En esta prueba hemos usado tanto el primero como el segundo teoremas 
fundamentales del câlculo y la régla de la cadena. Otro hecho que impllci- 
tamente se estâ usando en la prueba, es el resultado de que la continuidad 
de / sobre el intervalo é implica que f{S) es un intervalo. Para la intégral 
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triple consideramos una funciôn de conjunto G definida, sobre un anillo Jv 
de conjuntos que tienen volumen, segün la régla de correspondencia 




y deseamos obtener un teorerna para un cambio de variable dado por una 
transformaciôn 1 / de R 3 en R 3 . En vista de nuestra anunciada intenciôn 
de dar una prueba modelada sobre la prueba del caso unidimensional, 
notamos que en la secciôn 4 obtuvimos los dos teoremas fundamentales del 
câlculo, el primero y el segundo, para funciones de conjunto. Necesitaremos 
una régla de la cadena para la derivada de G f, y también serâ necesario 
demostrar que îas transformaciones que consideramos que transforman 
conjuntos que tienen volumen en conjuntos que tienen volumen. 

En esta secciôn consideraremos transformaciones lineales de R en R . 
Una transformaciôn f de R" en R m con régla de correspondencia 

f(x) - ,4x + y°, 

donde A es una matriz ni x n de constantes y y 0 es un punto en R m , se llama 
transformaciôn lineal 2 Si y 0 = 0 la transformaciôn es una transformaciôn 
lineal homogénea y si y 0 M 0 la transformaciôn es no homogenea. Cada 
transformaciôn lineal homogénea transforma el origen de R n en el origen 
de R m . Una transformaciôn lineal no homogénea es la composiciôn de una 
transformaciôn lineal homogénea seguida de una traslaciôn que mueve 
cada punto de R m una v4 cantidad” y 0 . 

Nota. Es prâctica comün decir que una transformaciôn f de R* en R w 
es lineal si 

f(rx-hsy) = rf(x) + sf(y) 

para todo r,se R y x, yeR' J y llamar a esta propiedad propiedad de 
linealidad. Con esta terminologîa una transformaciôn lineal es 
homogénea. Una transformaciôn lineal se llama comünmente trans¬ 
formation afin. 

Una transformaciôn lineal f de R* en R™ es continua sobre R". Para 
cualesquier x 1 ,x 2 eR", tenemos 

| fCx 1 ) —f(x 2 )| - j/l (x 1 — x 2 ) | < Ml! Ix 1 —x 2 | 


donde Mil e s la norma matricial euclidiana de A, pâg. 259. Si Mil — 0, 
entonces f es una transformaciôn constante y ( f (x 1 ) — f (x 2 )| = 0 < e para 


1 El término “transformaciôn” es sinônimo del término “funciôn” y a menudo se 
emplea para funciones de R n en R"' cuando m y n son, ambos, mayores que uno. 

2 A tal transformaciôn es muy frecuente llamarla afin , reservando el nombre de 

lineales a las que los autores llaman lineales homogéneas. [N. del T.] 
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cualesquier x 1 , x 2 eR". Si \A\\ > 0, entonces para cada e > 0 podemos 

g 

tomar ô = -. Entonces |x 1 — x 2 1 < <5 implica |f(x 1 ) — f(x 2 )| < e. 

Il ^ Il 

Sea f una transformaciôn lineal de R 3 en R 3 : 

f(x) = Ax -h y 0 

donde 



Veamos primero algunos resultados sobre el cambio de volumen de los 
conjuntos bajo la transformaciôn f. 

5.1 Lema. Sea f una transformaciôn lineal de R 3 en R 3 . Si [a, b] es un 
intervalo en R 3 , entonces f([a, b]) tiene volumen y 

K(f[a, b]) = |det (A)\ E([a, b]) 
donde det (A) dénota el déterminante de la matriz A. 

Prueba. El intervalo [a, b] es un paralelepipedo rectangular con lados 
X 1 = (A,-fl,, 0, 0), x 2 = (0, b 2 ~a 2 , 0), x 3 = (0, 0, 6 3 -a 3 ) 

paralelos a los ejes coordenados, es decir, [a, b] es el conjunto de puntos x 
taies que 

x = a + f, (b, — a 1 )i + / 2 (£> 2 —fl 2 )j + f 3 (i? 3 —a 3 )k 
donde f,-e[0, I], i = 1,2,3. Como 

f(x) = Ax + y° = Aa + y° + t l (b i -a 1 )Ai + t 2 (b 2 -a 2 )A} + t 3 (b 3 -a 3 )Ak 
f(a)“I - 1 1 (b j a ^)A 1 2 (b 3 tt 2 + l 3 (b 3 — a 3 )A , 

f([a, b]) es un paralelepipedo de lados 

y*'= (*,-«,) A'. i = 1,2,3 

donde A‘ es la r'-ésima columna de la matriz A. Ahora bien, el volumen del 
paralelepipedo f([a, b]) es el valor absoluto del triple producto escalar de 
los lados (pâg. 61 ). Por tanto, usando el problema 7b, pagina 58, obtenemos 

^(ffla, b])) = J[y 1 y 2 y 3 ]| = |y 1 • (y 2 x y 3 )| 

= (t>i~-a l )(b 2 -a 2 )(b 3 -a 3 ) |A‘ • (A 2 X A 3 )| 

= V ([a, b]) |det (A T ) | = K([a, b]) |det (A) \ 
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donde A T es la transpuesta de la matriz A, es decir, A r es la matriz que 
se obtiene escribiendo los renglones de A como las columnas de A T . 

5.2 Teorema. Sea f ma transformation de R 3 en R 3 con régla de 
correspondencia f (x) = A x -F y°. Si S c R 3 es un conjunto acotado que tiene 
volumen, enfonces f(#) tiene volumen y V({(ê)) = |det (-4)| V(£). 

Prueba. Sea [c, d] un intervalo en R 3 tal que ê <= [c, d], Como S tiene 
volumen, para cada e > 0 hay una particiôn P de [c, d] tal que 

5.3 U(l l9 P)-s < V(ê) < L{\ ê . , P) + e. 

Sea $0 la union de los subintervalos de P que estân contenidos en 
y sea 3 la union de los subintervalos de P que contienen puntos de S. 
Entonces 

L(l, t ,P) = V{sf) y U(lj,P)= V(t») 
y la desigualdad 5.3 se hace 

5.4 V(âf)-e < V(S) < V(j0) + e. 

Como s0 c= S c: 08, tenemos f (s0) <= i{S) c: f(08) y por la desigualdad 4.7 
y el lema 4.9, pâg. 333, 

5.5 V(fÇs0)) < V( f(*)) < V{f(ê)) < F(/W). 

Y ahora, por el lema 5.1, como s0 y 08 son, cada uno, la union de un conjunto 
de intervalos que no se traslapan (es decir, V{0t x n 01 f — 0 para i # j) 9 
concluimos que 

V(f(s0)) - |det(/4)| V(s0) y V(f{08)) = jdet (A)\ V(08). 

Por tanto, por las desigualdades 5.4 y 5.5, 

V({(£))-¥({{£)) < V$(&))-V(t(s0)) 

= |det (A)\ [V(ât)~ V{s0)\ < 2s |det (A)\ 

y como e > 0 es arbitrario, V(f(é > )) = V{i(ê)) y f(<f) tiene volumen. De 
donde la desigualdad 5.5 toma la forma 

|det (A)\ V(s0) ^ K(f(#)) ^ |det (A)\ V{08). 

Como s0 ci S c= 08 y todas tienen volumen, se tiene 

|det (4)| V(s0) < |det (A)\ V(S) ^ |det (v4)| V{08). 

De estas dos ültimas desigualdades y de 5.4, obtenemos 

| K(f(<f)) — |det (A)\ V{ê)\ < |det (A)\ [V(08)-V(s0)\ < 2e|det(^)| 

y de nuevo, como e > 0 es arbitraria, concluimos 

*W)) = Idet (^)| V(ê). 
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5,6 Ejemplo. Sea & la région limitada por el piano con ecuaciôn 
z = x+2y + 1 por la parte superior, debajo por el piano XY , y lateralmente 
por el cilindro eliptico de ecuaciôn 2x 3 +4xy + 5y 2 + 2x — y — 4 = 0. 
Encuéntrese el volumen de 3F. 


Soluciôn. Buscaremos una transformaciôn f con régla de correspondencia 
de la forma y = f(x) = ^4x + y° tal que 3F = f(<f) con una ê que tenga una 
descripciôn relativamente simple. Como la frontera latéral de ^ es un 
cilindro eliptico, hay cilindros elipticos de la misma forma con ejes sobre 
el eje Z y los ejes de una secciôn normal paralelos a los ejes de coordenadas. 
Luego podemos considerar a 3F como la imagen de una région S con 
frontera latéral del tipo descrito al aplicârsele una rotaciôn alrededor del 
eje Z seguida de una traslaciôn. Bajo la transformaciôn con régla de 
correspondencia (véase el vol. I, pâg. 257) 



2 

1 

s/5 


1 

2 

V5 

V5 

0 

0 




encontramos que la frontera latéral de 3F es la imagen del cilindro eliptico 
con ecuaciôn u 2 -\-6v 2 — La descripciôn de S se simplifica aün mas 
si la frontera latéral es un cilindro circular. Reemplazando v en la trans- 

1 

formaciôn anterior por — v, es fâcil verificar que la transformaciôn f con 

V 6 

régla de correspondencia 


donde 



V5 


A = 


1 


V30 

2 


0 


y/5 v'30 


0 


0 


0 


1 
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transforma la région S, limitada lateralmente por el cilindro circulai' de 

, por arriba por el piano de ecuaciôn iv = — - ' N 3Q v + 1, 


ecuacion u -f 1 


2 i ,.2 _ 2 1 


y por debajo por el piano U K, en la région F . Lu ego, por el teorema 5.2, 


V(3F) = |det (A )| V(S) = 


1 y (S) 

Y 6 


1 

'• 2 y/2\ 

" J2 1/4-ir 

’ 6 % /30r 4 1 


1 


dwdvdu = s \ 6 7i 

V 6 * 

2 v TT j 

v 21/4 —1< 2 v 

0 


Consideraremos a continuaciôn una régla de la cadena. Una funciôn 

4 

de conjunto G detinida sobre una familia de conjuntos en R' que tienen 
volumen, es diferenciable sobre un conjunto ff a R 3 si para cada y g 6F, 


DG( y) = lim 

> ->y 


G(&) 

V(<?) 


existe. Luego si G es diferenciable sobre entonces 
5*7 G (3F) — DG(y) V(3F) +d>(y ; :F) V(3F) 

donde DG (y) es independiente de J*, la funciôn tp esta definida sobre 
6F x SR, y Hm O (y; /F) = 0 para todo ye, c /. Sea f una transformaciôn 

& ~*y 

lineal de R 3 en R 3 . Si ê es un conjunto acotado en R 3 que tiene volumen, 
entonces, por el teorema 5.2, 3F ~ f(<f) tiene volumen. Definamos la 
funciôn de conjunto F = G f por la régla de correspondencia 

F (S ) = G ({(<§)) 

donde 6 es un conjunto acotado en R 3 que tiene volumen y f(<f)etD c . 
Supongamos que xeR 3 es un punto tal que y = f(x)e. c F. Entonces, como 
V(3F) = [det (/t)| L(d'). la ecuaciôn 5.7 toma la forma 

5.8 F(â) - G(ï(ê)) = DG (f(x)) |det(>4)| V(S) 

+ <D(f(x);f(<?)) [det (A)\ V(S). 

Por otra parte F es diferenciable en x si y solo si 

F(S) - DF(x) E(^) + T(x; ê) V(S) 

donde DF(x) es independiente de S y Hm 'E(x; â) = 0. Comparando 

O ->X 

esto con la ecuaciôn 5.8 vemos que F es diferenciable en x con 
5 -9 dF(x) - DG(f(x)) [det [A)\ 

V 'Efx; ê) = d>(f(x); f(#)) (det (/t)|. La ecuaciôn 5.9 es la régla de la 
cadena que buscâbamos. 
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Recordemos ahora la définition de funcion univalente o uno-uno. 1 
Una funcion es un conjunto de pares ordenados tal que no hay dos pares dis- 
tintos que tengan el mismo primer elemento. Si, ademâs, no hay pares 
distintos que tengan el mismo segundo elemento, la funcion se dice que es 
univalente o uno-uno. Una funcion univalente establece una correspondencia 
uno-uno entre su dominio y su rango. 

5*10 Lema. Sea f una transformaciôn lineal de R 3 en R 3 con régla de 
correspondencia f(x) = Ax-t-y 0 . Si det (A ) ^ 0, enfonces f es una trans¬ 
formaciôn univalente sobre R 3 y si det (A) — 0, enfonces f transforma a 
todos los punîos de R 3 sobre un piano que pasa por y 0 , sobre una recta que 
pasa por y 0 o sobre y 0 . 


Prueba. Sea y = f(x), entonces 

Ax = y-y ü . 

Si det (A) # 0, por el corolario 10.4, pâg. 80, este sistema de très ecuaciones 
lineales tiene una soluciôn unica x = f*(y) para cada yeR 3 . Luego f es 
univalente y sobre R 3 (es decir, el rango de f es todo R 3 ). Si el det (A) = 0 
y A 1 , A 2 , A 3 son las columnas de A, entonces, por el teorema 6.4, pâg. 64, 
A 1 , A 2 , A 3 son linealmente dependientes. Ahora bien 

f(x) = y° + Ax = y° + A 1 x r -f A 2 x 2 + A 3 x 3 . 

Si dos de los vectores, digamos A 1 , A 2 , son linealmente independientes 
mientras que A 1 , A 2 , A 3 son linealmente dependientes, segün el problema 4, 
pâg. 66, hay numéro 5 , te R taies que A 3 = sA { + tA 2 y f(x) pertenece al 
piano que pasa por y 0 paraleio a los vectores A 1 y A 2 . Si en A 1 , A 2 , A 3 no 
hay ningün par de independientes, pero uno de ellos, digamos A 1 , es 
distinto de 0, entonces hay nümeros te R taies que A 2 = sA l y A 3 = tA . 
Entonces f(x) pertenece a la recta que pasa por y 0 paralela a Ah Si 
A 1 = A 2 = A 3 = 0, entonces f(x) = y 0 para todo xeR 3 . 

Estamos ya en posibilidad de probar un teorema sobre cambio de 
variable en las intégrales triples para cambio lineal de variable. 


5.X 1 Teorema. Sea f una transformaciôn lineal de R 3 en R 3 con régla de 
correspondencia f(x) = Ax + y°. Sea [a, b] un intervalo en R 3 y sea g una 
funcion de R 3 en R continua sobre un conjunto abierto que contiene a f ([a, b]). 
Si S c [a, b] tiene volumen y = f(#), entonces 


G 


9 {y) dy = 


(g o f) |det ( A) j 


/* 


je 


gf(f(x)) |det (/1)| dx . 


1 Llamadas también “invectivas”. [N. det T.] 
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Prueba. Si det(y4) = 0, el teorema es eierto pero trivial ya que FF se 
encuentra sobre un piano, recta o punto y V(&) = 0. Supondremos, pues, 
que det (A) F 0. Defînamos la funciôn de conjunto G, sobre el anillo 9î de 
subconjuntos de f([a, b]) que tienen volumen, por la régla de correspon- 
dencia 



J# 


y sea F(S) = G(i(ê)). Si g es una funciôn constante, el teorema se sigue 
directamente deî teorema 5.2. Como G es continua sobre el conjunto 
cerrado y acotado f([a, b]), por el teorema 7.7, pâg. 478, g es acotada en tal 
conjunto. Podemos suponer que g solo toma valores positivos sobre 
f([a, b]) pues en casocontrario# — m + 1 donde m ~ min {g(y) | yef([a, b])}. 
Luego, después de demostrar que el teorema se verifica para la funciôn con 
todos sus valores positivos g — m+\ y para la funciôn constante m — 1, 
obtendriamos por adiciôn el teorema para g — {g — m+ l) + (ra — 1). Por 
el primer teorema fundamental del câlculo, DG(y) = g( y) para todo 
yef([a, b]) y, por la régla de la cadena (ecuaciôn 5.9), F es diferenciable 
sobre [a, b] con 

DF(x) - DG( f(x)) |det (A)\ = ^(f(x>) |det (A) |. 

Demostraremos que F satisface las condiciones del segundo teorema fun¬ 
damental del câlculo. El teorema se sigue entonces del segundo teorema 
fundamental del câlculo. Como el det (A) ^ 0, f es univalente y V(&\ ni 2 )~0 
implica que V(î(ê x ) n f(# 2 )) = F(f(£ t n S 2 )) = 0 (teorema 5.2). Luego F 
es aditiva ya que lo es G. Como estamos suponiendo que g toma solo 
valores positivos, F es monôtona. Por el primer teorema fundamental, 
G es uniformemente diferenciable sobre f([a, b]) y, por tanto, la ecuaciôn 5.8 
implica que F es uniformemente diferenciable sobre [a, b]. De donde F 
satisface las condiciones del segundo teorema fundamental del câlculo e 


g = G (FF) - G( f(<f)) - F (S) = DF(x)dx = g( f(x)) |det (A) | dx . 

J y J œ J s 

5.12 Ejemplo. Encuéntrese el momento de inercia con respecto al eje Z de 
la région FF limitada superiormente por el piano de ecuaciôn z = x + 2y+l, 
inferiormente por el piano XY, y lateraîmente por el ciîindro eliptico de 
ecuaciôn 

lx 2 +Axy+ 5y 2 -\-2x — y — 4 = 0. 

Soluciôn. La région es la misma que la del ejemplo 5.6. Si 
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donde 

_L o 

/ y/5 yfïÔ 

aJ 4 4 0 

l V 5 V 30 

\ 0 0 1 / 

entonces J* es la imagen bajo f de la région S acotada superiormente por 
el piano de ecuaciôn w — — -g- x / r 3Ôt , + 1, debajo por el piano UV, y lateral- 
mente por el cilindro circular de ecuaciôn u 2 + v 2 = El momento de 


inercia de $F con respecto al eje Z es 
Luego 


g donde g(x,y,z) - x 2 + y 2 . 


& 


g(f(u,v, w)) 


_ _2_ V 

yf5 U J3Ô V ) V 30 


i 2 r 2 

U - —v H- 

2, 


— u 2 + 6 v 2 + U -h ^ 

y segün el teorema 5.11, el momento de inercia de 3F con respecto al eje Z es 



f* r* 

9 = 

/ & J 

fW J 


g(f(u,v,w)) |det (A)\dwdvdu 


€ 


1 


y/6 


"(i/2)VTI 

* yf 2 1/4 — u 2 Ç 

J -(1/2)V2T 

-VTl/4-«2 J. 


-(1/6)73Ôu+ 1 


[u 2 -f ç v 2 H- yj5u + j;~\dwdv du 


O 


= TT« y/6n. 

Problemas 

1. Un conjunto de puntos de la forma 

& = {P 0 + wa + t/b-f w.?c | w, v , we [0,1]} 

es un paralelepipedo con un vértice en P 0 y lados a, b, c. La transformaciôn 

a x b x c t \ / u 

P = f(u, v, w) = P 0 + ua + i/b + ^c — ( a 2 b 2 c 2 | | v 1 y- P 0 


a^ b-> c 


w. 


transforma el cubo unitario [(0,0,0), (1, 1, 1)] sobre 
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a) Usando la transformaciôn f, encuéntrese el volumen de 0, 

b) Encuéntrese el momento de 0 con respecto al piano XV . 

c) Encuéntrese el momento de inercia de 0 con respecto al piano XY, 

2. Encuéntrese la transformaciôn lineaî f que transforma la esfera 

2 2 2 
X* V ^ 

unitaria con centro en el origen en el eiipsoide de ecuaciôn-F + — = î 

a 2 b 2 c 

y encuéntrese el volumen del eiipsoide usando la bien conocida formula 
para el volumen de la esfera. 


3. La transformaciôn f tal que 


r\ 

y 

w 


f (u, V , w) 


1 2 C\ 

-1 2 0 
0 0 1 / 



transforma una région S en una région limitada inferiormente por el 
piano XY, lateralmente por el cilindro parabôlico de ecuaciôn 

x 2 — 2xy+y 2 +x—3y + 6 = 0 

y el piano de ecuaciôn x — 3 v+ 15 = 0, y superiormente por el paraboloide 
de revoluciôn de ecuaciôn z = x 2 +y 2 . Encuéntrese la région S y üsese 
la transformaciôn f para encontrar el volumen de &. 


6. CAMBIO DE VARIABLE EN UNA INTEGRAL MÜLTIPLE 


En la secciôn previa consideramos el teorema para el cambio de variable 
en intégrales triples para cambio lineal de variable. En esta secciôn 
consideraremos este mismo problema para un tipo mas general de trans¬ 
formaciôn de R 3 en R 3 . 

Si una transformaciôn f es diferenciable en x°, entonces f esta definida 
en alguna vecindad de x° y para x en esta vecindad 

f(x) - f (x°) 4- T (x — x°) + d> (x° ; x — x°) (x — x°) 

- Ax + [f(x°) — Ax°) +0>(x° ; x - x°) (x - x ü ) 

donde lim O(x 0 ; x —x°) = 0 y A — Dï(x°) es independiente de x. Si f es 

x- 

una transformaciôn lineal, y = f(x) = Ax X y 0 , donde A es una funciôn ma- 
tricial de valores constantes, entonces Z)f(x) = A y =0. Sabemos pue bajo 
tal transformaciôn el volumen esta multiplicado por el factor |det (A )| y que 


r 


J 


J f(^) 


g = 


s 


(gof) |det {A)\. 
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En el caso de una funciôn f diferenciable en x°, tenemos 

y = f(x) ^ [Df(x°)]x + y° 

para |x —x°| suficientemente pequeno donde y 0 = f(x 0 ) —[Z)f(x°)]x°. De 
todo esto résulta razonable esperar que |det (£)f(x°))| debe reempîazar a 
|det (Â)\ en la formula para el cambio de volumen, al menos localmente, 
y en la formula para el cambio de variable en la intégral. Que esta conjetura 
es correcta cuando la transformaciôn f cumple determinadas condiciones es 
lo que demostraremos en esta secciôn. 


Nota . El déterminante de la derivada se llama déterminante jacobiano 
de f en x o, simplemente, jacobiano de f en x y se dénota por /f(x). 
Si (x, y, z) — f(w, v, w), entonces el jacobiano se dénota tambien 
d(x,y,z) 


por 


ô(u, v , w) 


En la prueba del teorema sobre cambio de variable en las intégrales 
triples para cambio lineal de variable, usamos una régla de la cadena. Esta 
régla de la cadena se obtiene al expresar el volumen de un conjunto imagen 
F = f (Sj en términos del volumen del conjunto ê. Para llevar al cabo la 
prueba de la formula del cambio de variable para una transformaciôn mas 
general f investigaremos la relaciôn del volumen de F — f (éj con el 
volumen de ê . Estableceremos primero algunos resultados preliminares. 

6.1 Lema. Si una transformaciôn f de R 3 en R 3 es de clase C 1 sobre un 
conjunto abierto $ y el jacobiano J f(x) ^ 0 para todo xe^, entonces f es 
localmente univalente , es decir , para cada xe^ ha y una vecindad F (x ; b) *3 
tal que f es univalente sobre Ô). 


Prueba. Sea x un punto de ^ y sea F(x) a una vecindad de x. Si y 1 , 
y 2 eF(x), entonces el segmento que une y 1 y y 2 pertenece a ^(x)e^. 
Por el teorema del valor medio (teorema 6.10, pâg. 194), existe un punto 
z’e<y\ y 2 ) ta! que 


/DJA z 1 ) 

A/ 2 (z 2 ) 

\^ 1 / 3 (z 3 ) 


D 2 J\(V) D 3 J\( z'h 
D 2 f 2 (z 2 ) D 3 f 2 (z 2 ) (y 2 

£> 2 / 3 (z 3 ) D 3 J 3 (z 3 )/ 



= A( Z 1 , Z 2 , z 3 )(y 2 -y‘) 


/D/i ( zl )-(y 2 -y‘)\ 

( D/ 2 (z 2 )-(y 2 -y') j . 
\D/ 3 (z 3 )-(y 2 -y 1 )/ 


6.2 


f(y 2 )-f(y‘) 
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Como det (A(z 1 , z 2 , z 3 )) = D/^z 1 ) • D/ 2 (z 2 ) xD/ 3 (z 3 ) es una suma de 
productos de D j f i (z 1 ) y las derivadas parciales D j f i son continuas sobre 
det (A) es continua sobre ^(x)x^(x)x^(x). Como det {A(x,x, x)) = 
/f(x) / 0 hay un ô > 0 tal que si z 1 , z 2 , z 3 ey(x; <5) cz y(x) entonces 
det(/l(z 1 , z 2 , z 3 )) A 0. Tomemos y 1 , y 2 e<^(x; ô). Entonces, en la ecua- 
ciôn 6.2, det (A( z 1 , z 2 , z 3 )) = Df 1 (z 1 ) • D/ 2 (z 2 )xD/ 3 (z 3 ) ^ 0. 

Si f(y 2 ) —f(y*) = 0, entonces, por la ecuaciôn 6.2, vemos que 

A (z 1 , z 2 , z 3 )(y 2 -y 1 ) = G. 

Pero como el déterminante de los coeficientes en este sistema de ecuaciones 
lineales es distinto de cero, y 2 —y 1 =0 (corolario 10.4, pâg. 80). Asi pues, 
y 1 , y 2 ey(x; S) y f(y 2 ) = f(y 1 ) implican y 2 — y 1 y esto demuestra que f es 
univalente sobre &*(x; S ). 

6.3 Teorema. Si una transformation f de R 3 en R 3 es de clase C 1 sobre un 
conjunto abierto $ y el jacobiano Ji(x) # 0 para todo xe^, entonces f(@) 
es abierto. 

Prueba. Tomemos y°ef(^). Deseamos demostrar que existe una vecindad 
de y 0 que esta contenida en f(0). Sea x°e& un punto tal que f(x°) = y 0 . 
Por el lema 6.1, existe una vecindad Sf de x° cuya cerradura esta contenida 
en ^ tal que f es univalente sobre Por el teorema 7.8, pâg. 478, f(^ b ) es 
un conjunto cerrado y acotado. Sea d = rf(y°, f(^ b )). Como y°ÿf(^ b ) 
y f(Sf b ) es cerrado, d > 0. Demostraremos que si (y 1 — y°| < rf/2, entonces 
y l eï(f/ ? ) c f(^). Es decir, probaremos que existe un xtal que 
f(x 1 ) — y 1 . Sea g la funciôn definida sobre por la régla 

g(x) = I f (x) — y 1 1 2 = (f(x)-y 1 ) • (f(x)-y 1 ); 

#(x) es el cuadrado de la distancia de f(x) a y 1 . Deseamos probar que hay 
unx'e^ tal que ^(x 1 ) = 0, es decir, tal que f(x A ) = y 1 . Como g es continua 
sobre el conjunto cerrado y acotado por el teorema 7.9, pâg. 479, g tiene 
un valor minimo sobre . Por otra parte, este minimo no ocurre en un 
punto de Sf h ya que si xe^ b , tenemos 

|f(x)-y l | > 1 f (x) — y°| — I y 0 — y 1 1 > d-\d = \d 

mientras que 

|f(x°) — y 1 ! = |y° — y 1 ! <\d. 

Como f es de clase C 1 sobre g es de clase C 1 sobre y el minimo de g se 
présenta en un punto x 1 donde todas las derivadas parciales de g se anulan: 

Djgix}) - 2(f(x 1 ) — y 1 ) • /^(x 1 ) = 0. (j = 1, 2, 3). 

Es este un sistema de très ecuaciones lineales homogéneas en très incôgnitas 
[f^x 1 ) — y 1 ];. Como el déterminante de este sistema es distinto de cero, 
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^(x 1 ) 7 * 0, el sistema tiene la soluciôn ünica [ffa^ — y 1 ]* = 0 para cada i 
(problema 2, pâg. 66). Es decir, f(x‘) = y 1 para algün punto 

Nota. Los resultados del lema 6.1 y el teorema 6.3 se verifican cuando 
reemplazamos R 3 por R". Las pruebas son esencialmente las mismas. 
Sin embargo, para una funciôn de R" en R” el jacobiano es el déter¬ 
minante de una matriz nxn, un concepto que nosotros hemos discutido 
solamente en los casos n = 2 y n = 3. 

6.4 Lema. Sea 01 un inter valo en R 3 con lados de longitudes a < b ^ c. 
Entonces existen vecindades <9%, 0 mn de didmetro yfja taies que 

mn 

i= 1 


Prueba. Por la propiedad arquimediana de los numéros reales (vol. I, 
pâg. 429, problema 3) existen enteros m y n taies que 

(m — l)a < b ^ ma , 

(n — 1 )a < c < na. 

De donde M puede ser cubierto por mn cubos de volumen a 3 cada uno, y cada 
uno de estos mn cubos puede cubrirse por una vecindad de diâmetro a 
fl 

y volumen — na 2 . Como b ^ c, tenemos m ^ n. Consideramos estos très 
2 

casos. 

Caso 1 . Si 2 ^ m ^ n, entonces 

mn na 3 ^ 2(m— 1) 2(n — 1) na 3 < 2J3nabc. 

2 2 


Caso 2. Si 1 = m < 2 < n(b = a\ entonces 


n 


V 3 


V 3 


7 ta 3 ^ 2(n — 1) — na z < J3nabc < i Jïnabc. 
2 2 


Caso 3. S i m = n = l (g = b = ç), entonces 

V3 


7 za 3 < 2j3na 3 = 2^[3nabc . 


6.5 Teorema. Sea ê <= [a, b] un conjunto en R 3 de volumen cero y sea f una 
transformaciôn de R 3 en R 3 de clase C 1 sobre un conjunto abierto ^ que 
contiéne [a, b]. Entonces la imagen f(<^) de S bajo f tiene volumen cero. 
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Prueba. Corno f es de clase C 1 sobre las derivadas parciales JD j f i son 

continuas sobre ^ v 

•/ 

m\ = tî i (Djifr 2 

i = 1 J = 1 

es continua sobre . Por tartto |!Z)f|| es acotada sobre [a, b]; es decir, para 
aigun numéro K , (|Z)f(x)f 1 < K para todo xe[a, b]. Por el teorema 4.6, 
pâg. 264, f es diferenciable sobre [a. b] y para cada e > 0 hay una Ô > 0 
tal que x. ye[a, b] y |y — xj < Ô implica 

|f(y)-f(x)| = | Of (x ) (y x ) -f- O (x * y x ) (y x ) | 

< [||Df(x)ij + i'0(x; y — x)||] jy — x| < M |y — x| 

donde M = K+e. Asi pues, si 2/ es una vecindad de radio r < à y centro x, 
entonces f transforma ff n [a, b] en el interior de una vecindad de radio Mr. 
De aqui que V (f (ff n [a, b])) C %n(Mr) z ~ M 3 V(SP). 

Pero corno â tiene un volumen cero, para cada c > 0 hay una particiôn P 
de [a, b] tal que la union 3 de aquellos subintervalos determinados por P que 
contienen puntos de S tiene volumen V(3) < a. Sea P f un refinamiento 
de P de norma mener que ô. Segün el iema 6.4, cada intervalo M détermina- 
do por la particiôn P' paede ser cubiertopor una colecciôn finita de vecinda- 
des esféricas de diamètre mener que v ; 3 à la sama de cuyos volumenes es 
mener que 2 v 3 7r V(3). De donde 3 puede cubrirse con una colecciôn 
finita de vecindades 2/*,, ..., SP N de diâmetro menor que yj 3d, la suma 
de cuyos volumenes es menor que 

2 x 3 n V (PS) < 2 v ; 3 Tic . 

N 

Sea stf = [a, b] n (J 2/2. Entonces 6 c 3 ci sd y Ï(S) a f(jd). Portante 

i — 1 

N N 

visa)) < F(f(^)) « y r (f( y ; ' 1 a. / j)) v u ■ y t <.y ( , 

U 1 i — ï 

< M 3 2 v 3 n V (m < M 3 2 v 3 ne. 

Pero c > 0 es arbitrario, de modo que f (6 ) tiene volumen exterior cero y 
por consiguiente volumen cero. 

6.6 Corolario. Sea â c. [a, b] un conjunto en R 3 que tiene volumen , y sea f 
una transformaciôn de R 3 en R 3 de clase C 1 sobre un conjunto abierto ( S que 
contient* a [a, bj. Si el jacobiano Jf(x) # 0 para todo xedP entonces la 
imagen f (Sj de S bajo f tiene volumen. 

Prueba. Primero demostramos que la frontera de la imagen de â esta 
contenida en la imagen de la frontera de ê: i(éj b c= f (£’ b ). Corno S es un 
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conjunto cerrado y acotado y f es continua sobre £, f (£) es cerrado segun 
el teorema 7.8, pâg. 478. Asi pues, como f(£) ci f(<?) y f(<?) es cerrado, 

fWb c f(*) = W, u **) = f(# f ) U f(#,) 

Segun el teorema 6.3, f(<f f ) es abierto, de modo que f(<f 2 ) = f^),- c: 

Luego f (<£,.) n f(<f) 6 c= f(<T>. n f(<f) 6 = 0 y como f(£) b <= f(<f f ) u 
tenemos f(<£% c: f(<f 5 ). 

Como # tiene volumen, ê b tiene volumen cero (teorema 4.17, pâg. 337, 
generalizado a R 3 ). Segun el teorema 6.5, i(£ b ) tiene volumen cero y, por 
tanto, f(£) b tiene volumen cero. De donde i(S) tiene volumen, segun el 
corolario 14.14, pâg. 379. 

En el prôximo lema demostraremos que si f es una transformaciôn de R 3 
en R 3 de clase C 1 sobre un conjunto abierto ^ y si /f(x c ) # 0 para un 
punto x c e^, entonces la imagen f(&) de cualquier întervalo suficientemente 
pequeno 0t que no difiera demasiado de un cubo y tenga centro en x c tiene 
volumen V(Î(M)) aproximadamente igual a V{M) /f(x c ). 

6.7 Lema. Sea f una transformaciôn de clqse C 1 de R 3 en R 3 definida sobre 
un conjunto abierto y sea el jacobiano /f(x c ) disîinto de cero en un 
punto x c e^. Para cada e > 0 hay una Ô > 0 tal que si $ es un intervalo 
en <3 con centro en x c , diâmetro 2 r < ô y y lados de longitud 2 a k taies que 
0 < a ^ a k ^2a para todo k — 1, 2, 3, donde a = min {a A , a 2 , }, entonces 

\V(Ï(M))- V(9t)\ Ji(x c )\ I < eV(ât) M(x c ) 
donde M(x c ) es independiente de 0t. 

Prueba. Como f es diferenciable en x c , 

f(x) = f(x c ) + Z)f(x c ) (x — x c ) + 0(x c ; x — x c ) (x — x c ) para xe^ 

donde lim <I>(x c ; x —x c ) = O. Por tanto, para cada e > 0 hay una Ô > 0 

x->x c 

tal que ||<ï>(x e ; x —x c )|| < e siempre que xe^(x c ; S). Como ^ es abierto, 
podemos tomar una ô > 0 tan pequena que 0 ? (x c ; ô) ci . Sea g c la 
transformaciôn definida sobre <§ por la régla de correspondencia 

g c (x) = f (x c ) + Di (x c ) (x ~ x c ). 

Si M es el intervalo en el enunciado del lema con centro x c y diâmetro 
2r < (5, entonces para cada xe^ 

| f (x ) — g c (x)| = |<Ê(x c ; x —x c ) (x —x e )| ^ ||^>(x c ; x —x c )|| |x — x c | < er. 

El intervalo 0t es el paralelepipedo rectangular 

3 

® = {x c + Y ha k n k \t k e[- 1, i]> 

k= 1 
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y la imagen de 0k bajo g c es el paralelepipedo 

g c (<t) = (f(x c ) + y t k a k b k | t k e{_— 1,1]} 

k — 1 

donde = D k f(x c ). 

Demostraremos que f (01) se encuentra en el interior de un paralelepipedo 
0k j que es semejante a g c (^) y tiene caras a una distancia sr fuera de las 
de g c (0$) y que i(0k) cubre un paralelepipedo 0k 2 que es anâiogo a g c (0$) y 
tiene caras a una distancia sr hacia el interior de las de g c (0ê): 

&\ = (f(x c ) + Z t kh(a k + erd k )\t k e[-\,l{\} 

k= 1 




2 


{{(x c ) + 


3 

Z «kb k (a k -er<4)|t*e[-l,l]} 

k= t 


donde d l = 


b 2 X b 3 

\J{(x c )\ 


ib^ ib^ 

- |/f(x')| |Jf(x')l 


_ r r l 
Como — ^ - < - 


a. 


a 


a 


VûH (2a) 2 + (2a) 2 =3, y d k es independiente de e, sin pérdida de 

£i*d 

generalidad podemos suponer que s > 0 es tan pequena que 1 > 3sd k > —- 


para k — 1, 2, 3. Pero xef implica | f(x) — g c (x)| < sr y por tanto f(x)G0 > 1 . 
De donde f(x)c=(T 1 . Por otra parte g c transforma la frontera de 0k sobre la 
frontera de g c (^)demodo que sixe^,f(x) esta a una distancia menor que 
sr de la frontera de g c {0k.) y, por tanto, se encuentra fuera de 0k 2 . Luego 
f(0t b ) se encuentra fuera de 0k 2 . Pero f(x c )e^ 2 y si cualquier punto de 
0k 2 no fuera un punto de i{0k), habria puntos de i{0k) b en 0k 2 lo que es 
imposible, pues, como demostramos en la prueba del corolario 6.6 f(0%) b 
c: ï{0k b ), y éste esta fuera de 0k 2 . Por tanto 0k 2 c= ï(0k) ci . De donde 

V{0k 2 )^ V(f(0$))^ V[0k x ). Como ™<3 y 3 sd k < l para k = 1, 2, 3 

a k 


tenemos 


srdi 


Y (3° 0 — 8ûj o 2 a 3 |[b, b 2 b 3 ]| ft ( \ + °-^ ) < V(3t)\Jf(x c )\ fl (1+3 ed k ) 

k=\ \ 


k= I 


y 

3 / srd \ 3 

F(^ 2 ) = 8fl 1 ü 2 a 3 |[b 1 b 2 b 3 ]| n i--* > F(«)|Jf(x c ) | n (1 — 3erf t ) 

t= i \ a k / *= i 


Por tanto 

-sK(^)M(x c ) < K(^ 2 )-K(^)|J , f(x c )| < V(î(3i)) — V(3t) |Jf(x c )| 

< K(^) |/f(x c )l < £ V(M)M (x c ) 
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y 

| V(0t) |7f(x c )| I < £ V(PA) M (x c ) 

don de 

M (x c ) = [3 (d x + d 2 +d 3 )-\~9 e{d x d 2 + d 2 ^3 d 3 d\ ) + 27 £ 2 d x d 2 d 3 \ \ J f(x ) |. 

En el prôximo lema probaremos que V f es uniformemente diferen- 
ciable sobre todo intervalo [a, b] c ». 


6.8 Lema. Sea una transformation f de R 3 en R 3 de clase C 1 sobre un 
conjunto abierto » y sea el jacobiano J f(x) distinto de cero para todo 
Si [a, b] c= », enfonces para xe[a, b] 


lim 


vm)) 

V(ê) 


|Jf(x)| 


y el limite es uniforme sobre [a, b]. 


Prueba. Sea 2ô { = d{{ a, b], » b ). Entonces ô Y > 0 segün el teorema 4.1, 
pâg. 411. Sea ^ = (x | r/(x, [a, b]) < ^ 1 } • Entonces 3F es un sub- 

conjunto cerrado de ». Como f es de clase C 1 sobre », f es diferenciable 
en todo x°eJ r y 

f(x) = f(x°) +Z)f(x°) (x ~x ü ) + O(x 0 ; x — x°) (x — x°) 
donde lîm O(x 0 ; x — x°) = 0 uniformemente sobre 3F (teorema 4.6, 

x —* x° 

pâg. 263). Luego, para cualquier s > 0 que tomémos hay una <3 2 > 0 
tal que 

!jO(x° ; x — x 0 )|': < s 

siempre que x°, y |x —x°| < Ô 2 . Como f es de clase C 1 sobre », 

segün el teorema 7.6, pâg. 478, el jacobiano J f es uniformemente continuo 
sobre 3F. Hay pues una ô 3 > 0 tal que |Jf(x)— 7f(x°)| < s siempre que 
x°, xeF y |x —x°| < Ô 3 . Ademâs, de acuerdo con el teorema 7.7, pâg. 478, 
la continuidad de J f sobre 3F implica que J f esta acotado en 3F y existe un 
numéro J tal que |Jf(x)| ^ J para todo xe3F. 

Tômese x°e[a, b] y sea J el intervalo (cubo) con centro x u y lados de 
longitud 2 <5 donde ô = min {<5,, ô 2 , Ü 3 }. Entonces 3F(x°\ ô) a ,f a 3F c ». 
Demostraremos que si S es un subconjunto de SF(x°; S) que contiene a x° y 
tiene volumen positivo, entonces 


6.9 


vm)) 


j7f(x°)| 


< sN 


donde N es independiente de S. Ahora bien, F c= 3F (x°; d) ez J y como ê 
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tiene volumerq hay una particiôn P de J tal que VÇM)- VÇo/) < zV(ê) 
donde sY es la union de aqueîîos subintervalos delerminados por P que 
estan contersidos en S ■ y M es la union de aquellos subintervalos que cou» 
tienen punies de #. Entonces 


6.10 


Y 


6.11 


v(s#) < v(ë) ^ v(m 


l'(f (aaO) ^ V(t(S)) ^ V(f (;#)) 


Por refinamiento de la particiôn P, si es necesario, podemos obtener una 
particiôn P' tal que cada subintervalo tenga lados de longitud 2ap taies 
que 0 < a J < < 2 a J donde a j — min [ap, a 2 J , a P } , En ronces, por el 

lema 6,7 


\V{ï{Pij))- VpM,) |/f(x ü )| i < | V(Mj) \Jf(x>)\ | 

~f V(£%j) | Jf (x j ) — Jï (x° )I < £ V (;#/) [ M {x J ) -t ■ 1 ] , 

donde x j es el centre de M- . Como f es de ciase C 1 sobre /V/(\) es continua 
sobre J y por el teorema 7.7, pâg. 478, existe un numéro A/ tal que 
M (x) + ! M para todo xe«/. De donde 


! K(f(,^))-1/irn jjf(x°)j K I I v (f Vdtj))- vWj) Mf(x°) 


M, c: M 


< e y V(y#<) M — e V (M)i 


M; A 


o bien 


i V 


ï / ! J/f \ 

y ) 


|./f(x°)j 


< 8.M 


Anâlogamenle podernos obtener 

' i-- 


- |Jf(x°)i < eM 


Vis/) 


De las oesigualdades 6.10 y 6.11. se sigue que 


y (f(^)) < ^(f (s)) vjum 

V(M) " l (<5 ) " V (. / ) 


VA*)) VA*)) V(i(m 

V(M) " V(M) " V{sî) 


de modo que si probamos que los miembros extremos de estas desigualdades 
difieren en menos de algün mültiplo de e independientemente de S\ entonces 
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lo mismo ocurrirâ con los dos términos medios y seremos capaces de 
establecer 6.9. Pero como 

V{@)~ V(jg) < eV(g) ^ eV(M), 

tenemos 

(1 — e) V(ât) < V(sf). 

Suponiendo e < 1, tenemos 

V (fW) _ VW&) < K(f(0)) _ F(f(^)) 

F(<f) K(^) " V(0S) 

_ V(&) V(f(&)) _ v(j/) V (f( j/)) 

~ F(X) V{3S) V(&) V(sé) 

< -L [|Jf(x°)i + eM] - ( 1 -e) [|Jf(x°)| - eM] 

1 -Ê 


2e —z 2 
1 — e 


|yf(x°)| + 


2 — 2 c + e 2 
1 —e 


eM 



2 —e r 2 —2e + e 2 1<f 

—y +- m 

1 — e t — e 


donde J es una cota superior para |/f(x)| sobre [a, b]. De donde 


v(m) 

V(*) 


|yf(x°)| < 


V{ï(ê)) v{i(m 

V{ê) v{3$) 


+ 


n*(&)) 

V(âS) 


\J f(x°)| 


< eN 


donde N = —[(2 —e)J + (3 —3e + e 2 )M] es independiente de g y x° e [a, b]. 
1 —e 

Esto compléta la prueba del lema. 

De acuerdo con el lema 6.8, 

6.12 V{t(g)) = |/f(x)| K(#) + Ÿ(x; g) V{g) 

donde lim ^(x; g) = 0 uniformemente para xe[a, b]. Sea una funciôn de 

& —>x. 

conjunto definida sobre una familia Di de conjuntos en R 3 que tienen 
volumen, diferenciable sobre un conjunto Df c= R 3 . Entonces 

6.13 G(&) = DG (y) F(^)+0(y; V(&) 

donde DG (y) es independiente de & y lim d>(y; 3F) = 0 para todo y g . 

& -+ y 

Sea f, una transformaciôn de R 3 en R 3 , de clase C 1 sobre un conjunto 
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abierto { S y sea Jf(x), el jacobiano de f, distinto de cero para todo xe^. 
Definamos la funciôn de conjunto F = G o f por la régla de correspondencia 

F (S) = G(f{Sj) 

donde ê es un subconjunto de C# que tiene volumen y f(<f)eî) G . Supongamos 
que xe^ y f(x)e^. Entonces, por las ecuaciones 6.12 y 6.13, tenemos 

6.14 F(Sj = G(f(*)) - [DG(f(x)) + <D(f(x); f(*))] >W)) 

- [DG( f(x)) + ®(f(x);f(#))] [|yf(x)| + V(x;^)] K(#) 

= DG(f(x))|yf(x)| K(#) + 0(x;^) K(<f) 

donde Z)(7(f(x)) |«/f(x)| es independiente de y 

Hm 0(x; <f) - 11m (0(f(x); f(#)) [|yf(x)| + HF(x; <£)] + /)G(f(x)) T(x; S)} = 0 

As! pues, F es diferenciable en x y tenemos la régla de la cadena 

6.15 DF(x) = DG( f(x)) |JT(x)|. 

Estamos ahora en posiciôn de probar nuestro teorema sobre cambio de 
variable en las intégrales triples. 

6.16 Teorema. Sea f una transformation de R 3 en R 3 de cluse C l y univalente 
sobre un conjunto abierto <0 de jacobiano J f(x) ^ 0 para todo xef y sea g una 
funciôn de R en R continua sobre f(^). Si [a, b] c= S a [a, b] tiene 
volumen , y J* = ï(S), entonces 


f* f* f* f* 

9 = g{y)dy = (goi)\Jl\ = g(ï(x))\Jî(x)\dx. 

Prueba. Si g es una funciôn constante, el teorema se sigue del lema 6.8 y 
del segundo teorema fondamental. Segün el lema 6.8, K o f es uniformemente 
diferenciable sobre [a, b] con 

Z)[K(f(x))] = |/f(x)I sobre [a, b]. 

Como f es univalente, V o f es aditiva y monôtona sobre el anillo de los 
subconjuntos de [a, b] que tienen volumen. Si FF — f(<f) y S c= [a, b] tiene 
volumen, entonces tiene volumen segün el corolario 6.6 y el segundo 
teorema fundamental 


V(&) = K(f {£)) 



|7f(x)| dx . 


Definamos la funciôn de conjunto sobre el anillo Dt de subconjuntos 
de f([a, b]) que tienen volumen, por la régla de correspondencia 
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Entonces, para g una funciôn constante, 

* f r f* 

G(&) = g = g i = gV(&) = g |Jf(x)|dx = 0 |Jf(x)|dx. 

J & J & J S J $ 

Si g es no constante, como g es continua sobre el conjunto cerrado y 
acotado f([a, b]), g es acotada en él. Podemos suponer que g toma solo 
valores positivos sobre f([a, b]), puesto que en otro caso podriamos consi- 
derar a (g — m+ 1) — (-m+ 1) donde m = min {g(y) | yeffla, b])}. Defi- 
namos la funciôn de conjunto F por la régla de correspondencia 

F {S) = G( f{ê)) 

donde S es un subconjunto de [a, b] que tiene volumen y f(<f)eU) G . Por el 
primer teorema fundamental del câlculo, DG (y) — g( y) para todo 
yef([a, b]) y por la régla de la cadena (ecuaciôn 6.15), F es diferenciable 
sobre [a, b] con 

DF(\) = Z)G(f(x)) |/f(x)| = g(i(x)) |Jf(x)|. 

Como f es univalente, V{ê\ n g 2 ) = 0 implica que V(f(g { ) n f(g 2 )) = 
V(f(g 1 n g 2 )) — 0 y por tanto F es aditiva ya que lo es G. Como se 
supone que g solo toma valores positivos, F es monôtona. De acuerdo con 
el primer teorema fundamental, G es uniformemente diferenciable sobre 
f([a, b]) y, por tanto, la ecuaciôn 6.14 implica que F es uniformemente 
diferenciable sobre [a, b]. Luego F satisface las condiciones del segundo 
teorema fundamental del câlculo e 


(* f 

g = G(J^) = G(f(g)) = F{S) = DF(x)d\ = #(f(x)) |Jf(x)|dx. 

& J ê J e 

Nota . Si /f(x) = 0 sobre un conjunto J* de volumen cero y ê — es la 
union de un numéro finito de conjuntos que tienen volumen, entonces 
la formula del teorema 6.16 aün se verifica. Supongamos 

g — (g n J^) u g x u g 2 u ... u g „ 

donde g { , g 2 , g n no se traslapan y tienen volumen y g n ^ tiene 
volumen cero. Segün el teorema 6.5, K(f (g n J*)) = 0, y el lema 6.11, 
pâg. 314, generalizado a R 3 


Por tanto 


g = o 


f(S n 


(gof) |Jf|. 


S n Sf 


9 = 9 + £ 9 = 

f(<?) = 1 Jf(Æ k ) 


( 0 of)|yf|+ X (g A) |Jf| 
k= 1 J S k 



(g»f) \Jt\. 
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6.17 Ejemplo. Sea f la transformation definida por la régla de corres¬ 
pondent^ 

(x, y, z) ~ f(u, i\ w) = (w 2 + i, u — v, w) 

y sea S el tetraedro con vértices (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0) y (1,0,0). 
Encuéntrese el volumen de f (S). 

Soluciôn. La région S se muestra en la figura 2 a y f(<f) se muestra en 
la figura 2b. La transformation f no es univalente en R 3 , pero para u ^ 
f es univalente y tiene inversa f*: 

x = u 2 -f v u = — i -F y/x + y + \ 

f : y = u — v f * : v = -- y — i -F x /x + y ~F \ 

Z = W U) — Z. 

El conjunto se encuentra en la région donde w ^ 0 y esta limitada por 

los pianos de coordenadas y el piano u + v + w = 1. El piano m; = 0 s 



FIGURA 2 


transforma en el piano z = 0; el piano v = 0 se transforma en el cilindro 
parabôlico x = y 2 ; el piano u = 0 se transforma en el piano x + y = 0; 
y el piano u + v + w — 1 se transforma en la superficie z — y -F 2 y’x+y —F = 2. 
Tenemos 


Jf(n, u, W/ 1 ) 


2u 


1 0 


1 -10 


0 


0 1 


2u — l 


y 


vam = 



r i 

’ 1 

"1 -u f 

I = 

J t(£) 

II 

e_ 

o * 

o 


(2u -F i )dwdvdu 




6] 


Cambio de variable en una intégral mûltiple 


439 


Podemos obtener la formula para cambio de variable en las intégrales 
dobles considerando regiones acotadas inferiormente por el piano w = 0, 
superiormente por el piano w = f, y lateralmente por una superficie 
cilmdrica y restringiendo la clase de las transformaciones a aquellas en que 
w — z. Sea 6° un conjunto en R 3 y sea 3* la proyecciôn de i sobre R 2 
(figura 3 a). Sea f una transformaciôn de R J en R 3 que satisface las condi- 
ciones dei teorema 6.16 definido por la régla de correspondencia 

y - f(x) - v\ f 2 (u , r), w). 

Entonces, si f es la funciôn de R 2 en R 2 definida por 


f(w, V) = (/,(«, V), f 2 (u , V)) 


tenemos 


J f(x) - 


Difi(u,v) D 2 j\(u y v) 0 
Dif 2 {u,v) D 2 f 2 (u,v) 0 


0 


0 


1 


DJ\(u,v) D 2 / , (u,v) 
D x f 2 (u,v) D 2 f 2 (u,v) 


Jî (w, v) 




FIGURA 3 



Sea g(x , y) = g(x, y , z) independiente de z, y que satisfaga las condiciones 
del teorema 6.16 y sea = f^). Tenemos entonces 


g(x,y)dxdy = 


*/J 


o LJ 


0(x,y)dx dp 


dz — 


g(. y)dy 


f(<f> 






ÿ(f(x)) |Jf(x)|dx = 




0 


g(f (w, u)) |Jf (w, a)| dw dv 


.jj 


dw 


g(i(u , a)) |df(u, t>)| du dv . 


JJ 
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Luego, si prescindimos de las barras sobre las funciones f y tenemos 
el siguiente corolario al teorema 6.16. 

6.18 Corolario. Sea f una transformation de R 2 en R 2 de clase C 1 y univalente 
sobre un conjunto abierto a R 2 con jacobiano Jï(u, ij 4 0 para (w, v)e^ 
cualesquiera y sea g una funciôn de R 2 en R continua sobre f(&). Si [a, b] c= ^ 
y dF c= [a, b] tiene area , enfonces 

r* •-* ^ 

g — g{ à\ y) dx dy = (g f) |Jf| = g(f(u , r)) |Jf(w, r)l du âv 

J & J x J > J > 

donde M — Ï(-F). 

/Vo/fl. Si /f(w, r) = 0 sobre un conjunto de area cero y si J* menos tal 
conjunto es la union de un nümero finito de conjuntos que tienen ârea 
cero, entonces como en la nota que signio al teorema 6.16, puede 
demostrarse que la formula de! corolario 6.18 aun es valida. 



FIGURA 4 

6.19 Ejemplo. Sea f la transformaciôn definida por la régla de correspon- 
dencia 

(x, y) = f(w, v) = (u 2 y- v, u — v) 

y sea dF el triângulo limitado por los ejes coordenados y la recta u + v = 1 . 
Encuéntrese el ârea de M = f(.#'). 

Soluciôn. La région !F se muestra en la figura 4a y 'M — f(J^) se muestra 
en la figura 4b. La transformaciôn f es univalente para u ^ -7 y para 
tal caso se tiene : 

x — u 2 4- v u = — 

f : f*: 


y = u — v 
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-y 

La transformaciôn f transforma u = 0 en x + y = 0; v — 0 en x = y ; 
y u + v = 1 en x = \y 2 + -1 -. Tenemos 


Jf(u, r) 


2w 

1 


1 



= — 2 w — 1 


y 



r\ -u 


o 


(2 w + 1) dv du 



Problemas 


1. Evaluese 


r 1/2 ri-.v 


o 


v 


; x 2 — y 2 dx dy por medio de la transformaciôn 


(x, y) — (u — uv, uv). 

r i * 

2. Evaluese 
(x, y) = (u, uv). 


J o J 


\/x 2 + r 2 dy dx por medio de la transformaciôn 


o 


r p 


3. Evaluese 


(x -y y )dxdy donde M es el paralelogramo con vértices 


'A 


(1, 1), (5, 2), (6, 5) y (2, 4) por medio de la transformaciôn (x, y) — (1, 1 ) + 
u(4, 1 ) H - L- ( 1, 3). 


4. Un conjunto de puntos de la forma 

gp — { P 0 -f ua + L'b | u, v e[0, 1 ]} 

es un paralelogramo con vértices P 0 , P 0 + a, P 0 + a + b, y P 0 -fb. La trans¬ 
formaciôn P = f(w, v) = P 0 -Ewa + üb transforma el cuadrado unitario 
SX — | (u, v) | u , ve[0 , 1]} sobre 

a) Usando la transformaciôn f, encuéntrese el ârea de 

b) Encuéntrese el momento de inercia con respect o al eje X del 
paralelogramo 9 — {(1, l) + v(2, 3) + r>(l , 5) | w, *;e[0, 1]}. 

c) Encuéntrese el ârea del paralelogramo con vértices en (1, 1), 
(5, 2), (6, 5) y (2, 4). 


5. a) Pruébese que las coordenadas parabôlicas (u, r 5 ) donde (x, y) = 
f (u, v) — (uv, 2 (u 2 — r 2 )) transforman las rectas u — constante y 


u 


v = constante en parâbolas con vértices en 10, — y 0, 


v 

2 


respectivamente, y con focos en el origen. 
b) Encuéntrese el ârea de la région M limitada superiormente por la 



442 


Funciones de conjunto e intégrales multiples 


i ' ,, "7 


parâbola x 2 4 2 y = 1. inferiormente por la parâbola x 2 - 2 y -- !, 
y a la izquierda por e! eje Y. 

c) Transfôrmese la integra! de la parte b a coordenadas para hélice 
y encuéntrese e! ârea de 

d) Encüénlrese el momento de inercia de con respecte al eje F 
u sa n do co o rden adas para bol ica s. 

6. a) Denuiéslrese que coordenadas elipticas ( u , t?) donde 
(x, >’} = f (u, 1 ) — (a cosh u cos r, a sert h w sen r) 


transforman las rectas u = constante en elipses con focos en 
(±a, 0) y las rectas a = constante en hipérbolas con focos 
en ( ±a , 0). 

6) Encuéntrese el ârea de la région 9À limitada superiormente por la 

x 2 y 2 

elipse —---1---— = .1, inienormente por el eje X ’ 

a 2 cosh 2 1 a 2 cosh 2 1 

y a la izquierda por el eje Y. 

f 2 2 2 ^^ 

c) Pruébese que Jï(u, v) -- a (senh " u -h sen n) = —; cosh 2a ~ cos 2 1 ) 

o 

x , 

c/) Encuéntrese el ârea de la région M de la parte h usando coor¬ 
denadas elipticas. 


7. Las coordenadas esféncas alargadas (o elipticas) estân reiacionadas 
:on las coordenadas rectangulares por (x, z) = f(«, n, wj) donde 


x = ciyj — 1 ) ( i — v 2 ) cos w u e [ 1, 00 ) 


y — a x / {u 2 — 1 ) ( î — î; 2 ) sen w v e [ — 1,1 ] 


\ 
a m 


ive [0, 2 7r] • 


a) Demuéstrese que las superficies u — u 0 — constante, son los esferoides 
alargados (elipsoides) 


+ 


2 2 

x 2 + v 


= a 


u 


0 


u 


0 


1 


y las superficies v = v 0 — constante, son los hiperboloides de 
revoluciôn de dos hojas 


v 


0 


2 , 2 
x +y 

1 2 

l-^o 


a 


2 


b) Encuéntrese el jacobiano Jf(w, r, w). 
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2 jç y 2 

c) Encuéntrese el voiumen del esferoide- h : -1-= a 2 (u 0 — 2) 

4 3 3 

usando coordenadas rectangulares. 

d) Encuéntrese eî voiumen del esferoide de la parte c usando coordenadas 
esféricas alargadas ( Sugerencïa : en el espacio UVW la superficie 
limita a u superiormente por 2; v y w toman el rango completo de 
valores.) 

e) Encuéntrese el momento de inercia con respecto al piano XY del 
esferoide de la parte c. 


7. COORDENADAS POLARES 


La transformaciôn f que expresa un punto en el piano R 2 en términos 
de coordenadas polares viene dada por la régla de correspondencia 

(x, y) = f(r, 0) = (r cos 0, r sen 6). 


El jacobiano de f es 


Jf(r,6) = 


cos 9 — r sen 9 

sen 9 r cos 9 


r(cos 2 6 + sen 2 9) = r 


de modo que al transformar una intégral doble en coordenadas polares 
reemplazamos dx dy por r dr d9. Las condiciones del corolario 6.18 no 
estân satisfechas por esta transformaciôn. No es univalente y, ademâs, 
/f(x) = 0 sobre la recta r = 0 en el piano R0. Sin embargo, podemos 
probar que si restringimos el dominio de f a una franja 

SY = {(r, 6) [ 0 < r, cc ^ 6 ^ <x + 2n} 



FIGURA 5 
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en ei piano /?0, entonces la formula de) corolario 6.18 se verifica para 
cualquier subconjunto de 9 que tenga ârea. Para ello basta demostrar que 
se verifica sobre cualquier rectângulo de la forma 

J = {(/% 0)\0^r^r l9 a<0^a + 27t}. 

Para cada par de numéros positivos t>,£ con ô < r x y s < 2n , sea 

9 ôe — {(r, 0) | ô ^ r < r j, a -h e ^ 6 ^ a + 2 7i}. 


La transformaciôn f es univalente sobre un conjunto abierto que contiene 
J àt y Jï(r , 0) = r 9 0 sobre J H La transformaciôn f transforma 9 H 
sobre i(J u ) = & Se donde 9 ôe es el anillo limitado por las circunferencias 
de radios à y r l con una muesca de ângulo e quitada (figura 5). De aqui 
que si g es continua sobre f(</), la formula del corolario 6.18 se verifica 
sobre J ÔE e 


1 g (x, y) dx dy = 


rr 


g (r cos 0, r sen 0) r dr dO 



jj 

J?ôz 


para Ô y s positivos cualesquiera. Tomando el limite cuando ô y £ tienden 
a cero obtenemos 


11 g(x, y)dxdy 


JJ 

> 


JJ 

J 


g(r cos 0 , r sen 0)rdrd0 


donde 9 es el disco de radio r l con centro en el origen. De donde si 01 es 
cualquier conjunto en 9 que tiene ârea y si 9 = f(^), entonces 


7.1 


/% 

I g(x, y ) dx dy 


jj 

& 


f g (r cos 6, r sen B) r dr d6 . 


jj 

m 



FIGURA 6 
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Consideremos un conjunto de la forma = {0\ 0) I a < 0 < fi, 
0 < < r ^ A 2 (0)}, donde 0 < fi — a ^ 27i y /q, h 2 son funciones 

continuas sobre el intervalo [a, /?] con 0 ^ /i x (0) < /z 2 (0) P ara toda 0e[o(, fi]. 
La région correspondiente en el piano XY es #~ 0 = {r cos fl, r sen 0) | 
a ^ 6 ^ fi 9 0 ^ h l (6) ^ r ^ h 2 (6)} (figura 6). Si # es continua sobre J* 0 , 
entonces 


/» 


/» 

cp r 

0 = 


g(r cos 0, r sen 0)rdrd0 = 


J ^6 * 

•J 


et. , 


'> 12 ( 0 ) 


; U {0) 


g (r cos 0, r sen 0) r dr dO . 




Si el integrando es la funciôn constante 1, entonces 
de & e y 


1 es el area 


9* 



'0 


J a 


7 . 2 ( 0 ) 


hi(9) 


r drdO . 


7.2 Ejemplo. Encuéntrese el area de la région que se localiza en el interior 
del circulo r = 3 sen 0 y en el exterior de la cardioide r = 1 + sen 0. 


Soluciôn. El area deseada es la de la région sombreada en la figura 7. 
Se encuentra el limite de 6 haciendo 


y resolviendo : 


3 sen 0 -- 1 + sen 0 




5n 



Entonces 



(* 5tt/6 (* 3 sen 0 


nj 6 J 1 + sen 9 


r dr dO = n . 



FIGURA 7 
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7,3 Rjempio. Encuéntrese ei centroide de la région del ejemplo 7.2. 


71 


SoLUCiÔN. Como la région es simétrica respeeto al rayo 0 = el 

2 ' 

centroide se encuentra sobre este rayo. Necesitamos, pues, solamente 
encontrar el momento con respeeto al eje X y dividir por eî area para en- 
eontrar la segunda coordenada del centroide. 


M 


v dx 


J *0 


5 n j 6 


ni b 


r 3 sen 9 


1 + sen t) 


r z sen OdrdO 


Un 9j/3 
6 16 


Asi pues 


11 9J3 

ÿ = — + -^ L " 
6 I671 


2.14 


de modo que las coordenadas rectangulares del centroide son 




» (0,2.14) y sus coordenadas polares 



9y3 

1 6 7T 




Nuestra discusiôn previa (pâg. 365) del voîumen de una région en R 3 
limitada Iateralmente por una superficie cilîndrica con un generador paralelo 
al eje Z, superiormente limitada por una superficie z = g(x, y) e inferior- 
mente por una région cerrada y acotada en el piano XY se sigue aplieando 
en el caso en que la région esta desenta en coordenadas cilindricas 

(x, y, z) — (r cos 0, r sen 0, z). 


Si una tal région de R 3 tiene & 0 como su frontera inferior, entonces 


7.4 


V 


g 




y 


’h 2(0) 


h,(9) 


g (r cos 0, r sen 0) rdr dO . 


7.5 Ejemplo. Encuéntrese el volumen de la région limitada superiormente 
por el paraboloide de revolucion z = x 2 +y 2 inferiormente por el piano XY, 
y Iateralmente por el cilindro circular x 2 +y 2 = 4. 


SoLUCiÔN. (Figura 20, pâg. 367.) En coordenadas cilindricas, la région esta 
limitada superiormente por la superficie z — r 2 y Iateralmente por el cilindro 
circular r — 2. La région base = {(r cos 0 , r sen 0) | 0 ^ r ^ 2, 0 < 0 < 2 tt}. 
De donde 


V = 

*2n 

''2 

r 2 rdrdO = 

(* 2it 

<*2 

r 3 dr dd — Sn 


0 „ 

o 

0 * 

0 
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I. Encuéntrese el area de cada una de las siguientes regiones. 

a) Limitada por la cardioide r — a( 1 + cos 0) 

b) dentro de la cardioide r = a (I + cos 9) y fliera del circulo r = a 

c) interior del circulo r = 6 y a la derecha de la recta r cos 9 = 3 

d) interior del circulo r = cos 0 4- sen 0 y exterior del circulo r — 1 

e) interior del circulo r = cos 9 y exterior de la cardioide r — 1 — cos 9 

f) limitada por una de las hojas delà rosa de cuatro hojas r = «sen 29 

g) limitada por el bifolio r — a sen 0 cos 2 9 

h ) limitada por una hoja de la lemniscata r 2 = la 2 cos 20. 


2. Encuéntrese el centroide de cada una de las siguientes regiones. 


a) Problema 1 a 

b) Problema 1 c 

c) Problema 1 e 

d) Problema 1 g 

e) Problema 1 d. 

( Sugerencia. M x — M y por simetria.) 


/) Limitada por la parâbola r 


d 

1 — cos 0 


y el eje 


Y 


g) limitada por una hoja de la lemniscata r 2 = la 2 cos 20. 
( Sugerencia . Hâgase x /cos 20 = sen cp.) 

h) Limitada por el lazo de la estrofoide r ~ a cos 20 sec 0. 


3. Encuéntrese el momentQ de inercia de cada una de las siguientes 

regiones con respecto a la recta que se indica. 

a ) limitada por una sola hoja de la rosa de cuatro hojas r = a sen 29 
con respecto al eje Y. ( Sugerencia: adviértase que por simetria 
l x = I y y que I x + I y es mas fâcil calcular que f y ) 

b) interior del circulo r = cos 9 -f sen 9 y exterior del circulo r — 1 con 
respecto al eje X 

c) limitada por una hoja de la lemniscata r 2 = 2 a 2 cos 29 con respecto 
al eje K 

d) interior de la cardioide r = a{\ + cos 0 ) y exterior del circulo r = a 
con respecto al eje Y. 

4. Encuéntrese el volumen de una semiesfera de radio la unidad usando 
coordenadas cilindricas. 

5. Encuéntrese el volumen de la région de R 3 4 5 6 limitada arriba por 
z^)-x 2 -y 2 y abajo por el piano X Y usando coordenadas cilindricas. 

6. Encuéntrese el volumen de la région de R 3 limitada arriba por 
z = 4 —x, lateralmente por x 2 +y 2 = 1, y debajo por el piano X T, 
usando coordenadas cilindricas. 
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7. Encuéntrese el voiumen de la région del primer octante limitada 
arriba por z = x y lateralmente en el interior por r = 1 + sen 0 y en el 
exterior por r = 3 sen 0. 

8. Demuéstrese que la région de R 3 que se encuentra sobre 

— {(r cos 0, r sen 0) | 0 ^ 0 ^ a, r x < r < r 2 } 

y esta limitada superiormente por el piano z = h tiene voiumen ar{r 2 — r { )h 
donde r = j(r 2 -f r, ). 

9. a) Encuéntrese el voiumen del segmento esférico de una base limitado 

por la esfera r 2 + z 2 = a 2 y cl piano z = a —h donde 0 < h < a. 
b) Encuéntrese el voiumen del segmento esférico de dos bases 
limitado por la esfera r 2 -fz 2 = a 2 y los pianos z — a —h x y 
2 = a — h 2 donde 0 ^ /?, < h 2 < a. 


8. COORDENADAS ESFÉRICAS 


La transformaciôn f que expresa un punto de R 3 en términos de las 
coordenadas esféricas viene dada por la régla de correspondencia 

{x. y, z) f(p, 0, cp) = (p sen <p cos 0, p sen cp sen 0, p cos (p) 

donde p > 0, 0 ^ 0 ^ 27r, 0 ^ (p ^ 7i. El jacobiano de f es 

i 


Jî(p,0,<p) 


sen (p cos 0 
sen cp sen 0 
cos (p 
= — p 2 sen (p 


p sen (p sen 0 p cos (p cos 0 
p sen (p cos (9 p cos cp sen 0 


0 


p sen <p 


de modo que al transformar una intégral triple a coordenadas esféricas 
reemplazamos tix dy dz por |7f(p, 0, cp) | dpdOdcp. Aqui las condîciones del 
teorema 6.16 no son satisfechas. Tenemos Jf(p , 0 , (p) = 0 si p = 0, cp — 0 
o cp — n y f no es univalente sobre las fronteras del dominio de f. Sin 
embargo, un argurnento anâlogo al usado para las coordenadas polares 
muestra que la formula dei teorema 6.16 se verifica también para las 
coordenadas esféricas y 


8.1 


[ 


g (x, r, z)dx ci y dz 


jj 

f(t') 


g(p sen cp cos 0 9 p sen cp sen 0, p cos cp)p 2 sen (p dpdOdcp 
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8.2 Ejemplo. Encuéntrese el volumen de la région limitada por una estera 
de radio a . 


Soluciôn. 


V = 

r 

dy = 


* 2n Ç 


HS) 

o . 

0 . 


2 

p sen (papdudq) = 


4na 


o 


J 


8.3 Ejemplo. Encuéntrese el centroide de la région limitada por una 
semiesfera de radio a. 


Soluciôn. Supongamos que el hemisferio es la mitad superior de la esfera 
del ejemplo 8.2. Por simetria concluimos que el centroide se encuentra sobre 


el eje Z. Necesitamos solamente calcular, por tanto, M xy = 
Como z = p cos cp , tenemos 


zdy. 


M xy = 


zdy = 

m nf 2 

271 r 

Jf(S) 

o * 

o J' 


a 


2 

p cos <p p sen (pdpdOd<p = 


f(é) 


na 


Por tanto 


M na 
z = —^ = — 


2 na 3 3 a 


8 


y x 


(*, y y z ) = ( o, o, 


3 a 
8 


Problemas 

1. LJsese la integraciôn en coordenadas esféricas para encontrar el 
volumen de la région acotada por la esfera x 2 +y 2 + z 2 = 4 superiormente 
y por el cono z 2 — 3 (x 2 +y 2 ) inferiormente. 

2. Encuéntrese el centroide de la région del problema 1. 

3. Encuéntrese el momento de inercia de la région del problema 1 
respecto al eje Z y üsese esto para encontrar los momentos de inercia 
con respecto al piano XZ y al piano YZ. 

4. Encuéntrese el momento de inercia de la région limitada por una 
esfera de radio a con respecto a un diâmetro. 

5. Usense coordenadas esféricas para encontrar el volumen del esferoide 
b 2 {x 2 + y 2 ) + a 2 z 2 = a 2 b 2 . (Sugerencia : después de integrar con respecto 
a p y B, hâgase cos (p = u.) 

6. Encuéntrese el centroide de la région en el primer octante limitada 
por la esfera p = a y los pianos coordenados. {Sugerencia : encuéntrese z y 
usese la simetria.) 




1. INTRODUCCIÔN 


Una sucesiôn es una funciôn que tiene como dominio ei conjunto de 
los enteros positivos. A si pues, una sucesiôn es una funciôn de una variable 
real. En el capitulo 3 se consideraron las funciones vectoriales de una 
variable real, pero la mayor parte del anâlisis de taies funciones que alli 
vimos no se aplica a las sucesiones. Las operaciones de diferenciaciôn e 
intégration se definieron para funciones cuyo dominio es un intervalo no 
degenerado o una union de intervalos no degenerados. (Por intervalo 
no degenerado entendemos un intervalo que contiene mâs de un punto.) 
Taies funciones a veces se llaman funciones de una variable real continua. 
Pero las sucesiones son funciones definidas solamente sobre un conjunto 
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discreto de puntos de la recta y, por tanto, las operaciones de diferenciaciôn 
e integraciôn no se definen para las sucesiones. 

La nociôn de limite de una funciôn de variable real se aplica a las 
sucesiones y en este capitulo estudiaremos detalladamente el concepto de 
limite. Recuérdese que el limite de una sucesiôn se défi ne solamente 
en puntos de acumulaciôn del dominio de la funciôn. Aqui incluiremos los 
puntos idéales oo y — oo c.omo posibles puntos de acumulaciôn del dominio 
de una funciôn. Un punto p es un punto de acumulaciôn de un conjunto 
si toda vecindad de p contiene un punto del conjunto distinto de p. Si p es 
un numéro real, entonces una vecindad de p es un intervalo abierto (a, b ) 
que contiene a p. Si p es oo( — oo), entonces una vecindad de p es un inter¬ 
valo fa, oo) « — oo, b )). Como el dominio de una sucesiôn es el conjunto de 
los enteros positivos, oo es el ünico punto de acumulaciôn del dominio 
de una sucesiôn. Por tanto, para sucesiones, solo consideraremos limites 
en oo. 

Si en el capitulo 3 hubiésemos considerado limites en oo de funciones 
vectoriales de una variable real, entonces el limite de una sucesiôn séria 
un caso particular de lo que alli habriamos visto. Como taies limites no 
fueron considerados entonces, nuestra discusiôn de limites de sucesiones 
principia desde el comienzo en este capitulo. Sin embargo, mucho de lo 
que aqui vamos a hacer es muy semejante a lo que hicimos al estudiar los 
limites en el capitulo 3. 


2. LIMITE DE UNA SUCESIÔN 


2.1 Definiciôn. Una sucesiôn de puntos en R" 1 es una funciôn cuyo dominio 
es el conjunto de enteros positivos y cuyo rango es un conjunto de puntos en R m . 


Asi pues, una sucesiôn de puntos s es una correspondencia del conjunto 
de los enteros positivos a un conjunto de puntos; es decir, para cada entero 
positivo n hay un punto s(>?) que le corresponde. Es mas comün escribir s„ 
que s(/?) y denotar la sucesiôn por {s„} en lugar de por s, El punto s n se 
lia ma n-ésimo término de la sucesiôn. 

Un ejempio de una sucesiôn {s„} de puntos en R viene dado por la 


régla de correspondencia s„ = Esta sucesiôn también puede describirse 

n 

escribiendo cierto numéro de sus primeros términos en orden: 1, y, y, y, ... 
La régla de correspondencia s„ = n 2 ,-^ describe una sucesiôn de 


puntos en R 3 : ( 1, 1, 1 ), (2, 4, £), (3, 9, y), ... 

Como una sucesiôn {s„} de puntos en R" 1 es una funciôn de R en R w cuyo 
dominio tiene oo como su unico punto de acumulaciôn, la nociôn de limite 
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R m 



solo puede definirse en oo. Por tanto, el limite de {s„} en oo puede llamarse 
simplemente el limite de {s„} y puede denotarse por lim s„ lo mismo que 
por lim s„. 

rt oc 


2.2 Definicion. El limite de {s,,} es b, lo que se dénota por lim s„ = b 
o lim s n ~ b, si para cada £ > 0 existe un numéro N tal que |s„ — b| < s 

rt~* oc 

siempre que n > N. 

Reformulando esta definicion en términos de vecindades, tenemos que 
lim s„ — b si para cada vecindad SE (b; s) de b existe una vecindad <A) oo) 
de oo tal que s n eS^(b; e) siempre que ne(M, oo) (figura 1). Intuitivamente, 
lim s„ = b significa que s„ esta ^prôximo” a b para todo n suficientemente 
grande. 

Si lim s„ existe, entonces decimos que la sucesiôn {s„} converge . Si una 
sucesiôn no converge, entonces decimos que diverged 


2.3 Ejemplo. Demuéstrese que para s n = - , Hm s„ = 0. 

n 

Soluciôn. Sea e > 0 cualquiera. Deseamos demostrar que existe un 
numéro N tal que 




-0 = - < e siempre que n > N. 

n n 


Si hacemos N — - , entonces n > N implica - < — = e. Asi pues, hemos 

£ n N 

probado que lim - =0. 

n 


1 En este caso algunos autores dicen que {s„| u no converge”, reservando decir 
que {s,,} “diverge” cuando fs„} tiene como limite x o — x. [N. del T.] 
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2.4 Ejemplo. Demuéstrese que lim r" = 0 si 0 < \r\ < I. 

Soluciôn. Sea e > 0 cualquiera. Queremos probar que existe un numéro N 
tal que 

Ir" — 0| = \r\ n < e siempre que n > N. 


In £ 

Ahora bien, \r\ n < e si n ln \r\ < in e, es decir, si n > -. Notese que 

ln \r\ 

ln £ 

ln \r\ < 0 ya que \r\ < 1. Asi pues, si N = -, entonces n > N implica 

ln |rj 


< £. 


1 1 


2.5 Ejemplo. Demuéstrese que lim -, — ) = (0, 0). 

n T 


Soluciôn. Sea £ > 0. Queremos probar que existe un nümero N tal que 


n 2 


< £ siempre que n > N. 


Ahora bien 


1 1 
n 2 " 


- (0, 0) 


1 1 

+ 

n~ 2 


2 ^2n ’ 


luego 


1 ^ 
n ’ 2\ 


( 0 , 0 ) 


. 1 £ 
< £ SI - < 

n 


1 £ 

y __ < 

\/2 2 " 


\ 


/2 


1 ( ' : 2' 

Como Um - — 0, existe un numéro N l I por ejemplo, TV 1 = — 

n V £ 


tal que 


[ £ 1 

- < —— siempre que n > N { . Por otra parte, Hm — = 0 impiica que existe 
n yjl 2 n 

( . 1 ln e\ t 1 £ 

un numéro N 2 por ejemplo, N 2 = -— ) Aal que — < —p siempre 

V ^ 2 ln2/ 2 n y/2 

que N > N 2 . Entonces, si N = mâx {TVj, iV 2 } 


/I l\ x 

/ 

= i 

-, - -(0,0 

\n 27 

V 


f £ 2 £ 2 


i2n 


<-1-= £ 


/l l\ 

siempre que n > N. Cou lo que hemos demostrado que lim I- , — 1 = (0, 0). 
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Nôtese que en este ejemplo el limite de la sucesion de puntos es un 
punto cuyos componentes son los limites de las sucesiones componentes. 
Esto es cierto en todos los casos. 

2.6 Teorema. Sea b = (b { , ..., b m ) y s n = (s n l 9 s n m ), donde s n k 
(k = 1, .. ., m) es el k-ésimo componente de s„. Enfonces lim s n = b si y 
solo si s n k = b k para cada k = 1 , ..., m. 

No se da la prueba de este teorema por ser esencialmente la misma 
que la prueba del teorema 3.3, pâg. 00. Una aplicaciôn importante de este 
teorema es la determinaciôn del limite de una sucesion de numéros 
complejos. Los numéros complejos z n =<x n + iy n pueden considerarse como 
puntos (x n , y n ) de R 2 . Entonces 

lim z n = (Iimx n , lim y n ) = lim x n + / lim y n 
si lim x n y lim y n existen. Asi por ejemplo, 



Si formamos una sucesion prescindiendo de algunos de los términos 
de una sucesion dada, entonces esta nueva sucesion se llama subsucesion de 
la sucesion original. 


2.7 Définition. Si {s„} es una sucesion y {n k } es una sucesion creciente de 
enter os positivos, entonces la sucesion {s„ k } se llama subsucesion de la {s„}. 


Nôtese que esta definida mediante una composicion de îunciones. 

Esto se hace mas aparente si escribimos s„ k en la forma s(«(/c)). Por ejemplo, 

1 1 
si s n = - y n k = 2k, entonces s„ k = s(n(k)) = s(2k) = — y, por tanto, 

n 2 k 


J_1 

2 kl 


es una subsucesion de 


los términos pares de la sucesion 

n 


r. Es la subsucesion consistente en todos 


1 


2.8 Teorema. Si {s„} converge, enfonces cualquier subsucesion de la {s„} 
converge al mismo punto. 


Prueba. Si lim s„ = b, deseamos demostrar que, para cualquier sub- 

n~* oo 

sucesion {s„ k } de {s„}, lim s„ k = b. Es decir, queremos probar que para 

k~+ oo 

cualquier e > 0 existe un numéro K tal que e (b ; e) para todo k > K. 
Tomemos e > 0. Como lim s„ = b, existe un numéro N tal que s n e^(b; e) 
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para todo n > N. Ademâs, como {n k } es una sucesiôn creciente de numéros 
positivos existe un numéro K tal que n k > N siempre que k > K. Asi pues, 
si k > k\ n k > N y, por tanto, s nk e,$f(b\ e). 


2.9 Ejemplo. Pruébese que ]—-—L donde p es algun enlero positivo, puede 

I n A p) 


considerarse como una subsucesion de y, por tanto, lim 


fil ■ ' 


in( 


= 0. 


n oc- A P 


Soluciôn. Si s n = - y n k — /cAp, entonces s„ k = — 

n k + p 

subsucesion de j-j. Por tanto, por el teorema 2.8, lim 


y 


k Api 


es una 


\n 


lim - = 0. 


k x k -p p n -*■ rr: H 


Problemas 


1. Escribanse los primeros cinco términos de cada una de las siguientes 
sucesiones 


a) s n = n " 

d) s„ = -7 

n 


b) s n = c 

e) s„ = I + - 

n 


c) s n = (-1 r 

f) = I +(-!)" 


n 


2. Usando la definiciôn 2.2, verifiquese lo siguiente: 


a) Hm c — c 


c) lim — = 0 

7 3 

n 


1 


e) lim ( 1 A( — 1 ) rt - I- 1 

n 


b) lim -2 = 0 
/r 


d) lim ( 1 A 


1 


n 


f) Hm — = 0 
4 n 


3. Üsese la definiciôn 2.2 para probar que lim — =0, donde p es 

n-oc np 

algun entero positivo. 

4 . ^Convergen las siguientes sucesiones de puntos ? Proporciônense los 
limites de las que convergen. 


. 1 

a) s n = ( 1, - 
n 

1 

C) s n = I — 

fV 


. f 1 1 1 

b) s = | , —, — 

2 n 2 5 


d ) — 5, 1 H— , 


n (-2)", 
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5. Proporciônense los limites de las siguientes funciones complejas: 

'j3 + — b) U 

1 n 2 \ 2" 


»> M 


+ i 


6. Pruébese que Mm s n = 0 si y solo si lim |sj = 0. 

7. Si Hm s p+k = b donde p es algün entero positivo, demuéstrese 

k-> oo 

que lim s„ = b. 

n~* oo 


8. Demuéstrese que 


1 ) f i 1 . , 

— f y \ — p donde P es un cierto entero cualquiera 
pn\ I n p J 

f I 

positivo, pueden ambas considerarse como subsucesiones de \ 

l” 

tanto, deben convergir a 0. 


y, Por 


9. Si las sucesiones {x n ) y {y n } convergen y x n < y n para todo n , 
pruébese que lim ^ lim . ^Cuâl es la conclusion si x n ^ y n para toda n ? 

10. Si (sJ es una sucesiôn de puntos taies que lim s 2k ~ b y lim s 2k+ { — b, 

k —* cf- n oC' 

muéstrese que lim s n = b. 

n oc 


3. CONVERGENCIA DE SUCESIONES 

Segûn el teorema 2.6 se ve que las cuestiones de convergencia de 
sucesiones de puntos de R" pueden reducirse a cuestiones sobre convergencia 
de sucesiones de numéros reales. En esta secciôn probaremos algunos 
teoremas que son utiles en la determinaciôn de limites de sucesiones 
especificas de numéros reales. 

3.1 Teorema. Si f es una funciôn de R m a R” que es continua en el punto p 
y {s n } es una sucesiôn de puntos en f taies que lim s„ = p, eut once s 
lim f(s„) = f(p). 

Prueba. Tomemos e > 0. Deseamos demostrar que existe un numéro N 
tal que f(s„)e^(f(p); e) siempre que n > N. Como f es continua en p, 
existe una vecindad ,5^(p;<5) de p tal que f(x)e5^(f(p); e) siempre que 
xe-5^(p; ô) n @ f . Ademâs, como lim s n = p y s n e@ f , existe un numéro TV 
tal que s M e^(p; ô)n@f siempre que n > N. Por tanto, si n > V, 
f(s B )ei^(/(p); e) y esto compléta la prueba. 
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3.2 Corolario. Si lim x n — x y lim>’ n — y, enfonces 

1) lim (x n +y„) = x -f -y 

2) lim (*„->>„) = x-y 

3) lim (x n y„) = xy 

X X 

4) lim — = - , si y n 0 para toda n y y # 0. 

y 

Prueba. Solamente probaremos I). Las pruebas de las restantes afïrma- 
ciones son anâlogas. Sea/la funciôn definida por /(w, t-) = u -f v, s n — (x n , y n ), 
y p = {x,y). Entonces lim s„ = p. Como f es un polinomio, es continuo 
en todos los puntos en R 2 . Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.1, 

lim (x n + y n ) = lim ,/(s„) = /(p) = x + y. 

3.3 Ejemplo. Determinese lim ^4—- - --- + - ■ 

n 2j rln — 4 


Soluciôn. No podemos aplicar el corolario 3.2 a esta sucesiôn en la forma 
en que aparece ya que los limites del numerador y del denominador no 
existen. Sacando como factor en el numerador y en el denominador la 
mâxima potencia con que n aparece en ellos, obtenemos 


Como 


3n 2 -5n+2 
n 2 + 7 n — 4 




, 7 4 

l +-- 


n 


n 



2 




n 



n 


2 



= lim 3 — lim —h lim 

n 




y 


lim 



7 4 

lim 1 4- üm-lim — = 1 

n n 2 


? 


3n 2 —5/î + 2 
lim —-- 

n 2 + 1 n — 4 



lim 




3.4 Ejemplo. Pruébese que lim n a = 0, si a es un numéro racional negativo. 

(\\ b 

Soluciôn. Sea b = —a. Entonces n a —( - ) donde b es un numéro racional 


n 
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positivo. La funciôn / definida por f(x) = x b es continua en 0. Ademâs 

lim - = 0. Luego, segün el teorema 3.1, 
n 

lim n = lim — 0 b = 0. 

Si una sucesiôn no puede escribirse como una combination de sucesiones 
convergentes conocidas, a veces podemos determinar su limite comparando 
la sucesiôn con sucesiones cuyo comportamiento se conoce. Este método 
se basa en el siguiente teorema. 

3.5 Teorema. Si para todos los enîeros positivos n, x n ^ y n < z n y si 
lim x n = b = lim z n , enfonces converge y lim y n = b. 

Prueba. Sea un e > 0 cualquiera. Como lim x n — b , existe un numéro N } 
tal que 

b —s < < 6 + e siempre que n > N t . 

Como lim z n = 6, existe un numéro N 2 tal que 

b — 8 < z n < 6 + e siempre que n > N 2 - 
Sea N — mâx {A\, N 2 }. Entonces 

b — e <x„ ^ < z n < 6 + e siempre que n > N , 

y, por tanto, lim +„ = b. 

sen n 

3.6 Ejemplo. Pruébese que lim- = 0. 

n 

Soluciôn. Para todo n 

1 sen n 1 

- - < - ^ 

n n n 
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Pruera. Supongamos que Hm 


'n + î 


existe y es menor que 1. Sea r un 


numéro tal que 


Hm 


s 


n + 1 


S. 


< r < 1 . 


Entonces existe un numéro N tal que 


s 


n + I 


S ! 
n i 


< r siempre que n > N. 


Sea p cualquier entero positivo mayor que N. Entonces, |j p+1 | < r|s p |, 
\s p+2 \ < r \ s p+\\ < r2 \s p \ y, en general, para cualquier entero positivo k 


es decir. 


s p +k\ < r * p 


~ rk \s p \ < S p+k < r k |j p |. 


Como re<0, 1), Hm r k = 0. Por tanto, de acuerdo con el teorema 3.5, 


(i OC: 


lim s +k = 0, y por tanto, Hm s n = 0. 


k -> a; 


n x 


2 n 

3.8 Ejemplo. Demuéstrese que Hm— = 0. 

n ! 

T 

SûLuciôN. Para s„ = — , tenemos 

n î 


im 




n + I 


\n + 1 


- Hm 


,(«+ î)! 


2 n 
n ! 


Hm 


? 


n + 1 


= 0 


2 n 

Luego, segün el teorema 3.7, Hm — = 0. 

n î 

La siguiente observaciôn nos permitirâ obtener el limite de algunas 
sucesiones de numéros real es in médiat amen te parti end o de los resultados que 
ya conocemos. Si f es una funciôn real de variable real y lim f(x) = /?, 

' X -*• CO 

entonces lim f(n) = b. Puesto que, si Hm f(x) — b y si ,9 *(b\ e) es una 

n —► a .v —* c/ 

vecindad cualquiera de b , entonces existe un numéro N tal que, para todos 
los numéros reales x mayores que /V, f(x)eSf(b\e). En consecuencia, 
para cualquier entero positivo n mayor que N. f(x)e (b\ e). 1 


1 Es claro que se esta suponiendo que /(n) esta definida. Es decir que ù f contiene 
a todos (os cnteros positivos. [N. del T.J 
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Puede que ei lector recuerde de sus anteriores estudios que 


lim ( 1 + - ) = e, Hm = 0 


JC * GC 


x~* oo X 


si a > 0, y Hm — = 0 si b > I. De donde tenemos 

X~+ 00 U 


3.9 


lim f 1 + -Y = e 


3.10 


-, ln « 

hm- = 0 cuando a > 0 


3.11 


lim — = 0 cuando b > 1 
b n 


3.12 Ejemplo. Pruébese que lim = 1 


„ ln n 


Soluciôn. Podemos escribir : ÿ n = ri l/n = e (1/M)ln ”. Como Jim—— — 0, 

n 

Hm e (I/ " )in ” — e° — 1 (teorema 3.1). Por tanto, lim ^n = 1. 


Problemas 


1. Determinese Hm s n si s n es 


2 n + 5 
n — 3 

ïi + 2n H - 1 

3n 5 — 7rc 4 + 5 


e) — 
V" 


n~l 
n 2 + 2 n 


3 n 4 + n 3 — 6 n 
5 n 4 + 12 n 2 + 7 

Y/n+ 4 

x/n— 1 


3 + 5" 

2. Determinese lim s n si es 
a) e l/n 


h) tanh n . 


b) cos 


n 2 -l 
2n 2 + 3n 


c) ln (n + 1) — ln n 


ci) tan 


n + 2 
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3. Üsese el teorema 3.1 para probar que Hm ÿa = 1, si a > 0. 

4. Determmese ei limite de {s n } si s n es 



c) 


n 2 4 3 
2 n + n 


e) y/n + 1 — yjn. 



n 

3 n 



! 

« 

n 


5. Si a es un numéro real cualquiera demuéstrese que Hm — = 0. 

n ! 

6. Si a es un numéro real cualquiera y si xe( - 1,1), demuéstrese que 


Hm x" = 0. 


n ! 


7. SiO < b < a, demuéstrese que Hm /a n +b n — a. 


8. Determmese Hm / n 2 . 

9. a) Demuéstrese que Hm ( 14—) 

\ 2 n/ 


2n 


= e . 


b) Determmese Hm ( I 4 

V 2 n 


10. Determinese Hm s n si es 


1 Y 


a) 


c) 


e) 


n 

4" 

5 + ln n 
n 2 4 n 


b) 


d) 


f) 


1 


"/ 2 


n 5 4 5 n 3 
2 n — 3n 2 

2 n -\-n 4 
3 n -n ' 


11. Supongamos que / es una funciôn continua sobre R y sean f {n) la 
Ai-ésima iteraciôn de /; es decir, / (1) — /y f {n) ~ f 0 / ( " -1) , n > 1. Si para 
algün ÆeR, Hm f {n) (a) = b , demuéstrese que b es una soluciôn de la 

n -*■ oc 

ecuaciôn /(x) = x. 
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La sucesiôn { s n } donde = n no converge; los términos de esta sucesiôn 
no tienden a ningun numéro, sino que en lugar de ello se hacen îndefini- 
damente grandes. En tal caso decimos que lim s n = go. 

4.1 Defînicion. lim s n — ce si para cada mimero K > 0 existe un numéro N 
tal que s n > K siempre que n > N. 1 

Reformulando la définition en términos de vecindades tenemos: 
lim s n = oo si, para cualquier vecindad (K, oo) de oo, existe una vecindad 
<jV, oo) de oo tal que s n e(K, ce) siempre que ne {N, oo). 

De un modo anâlogo definimos lim s„ = — ce. 


4.2 Defînicion. lim s n — — oo si para cada mimer o K < 0 existe un 
numéro N tal que s n < K siempre que n > N. 2 3 

Si lim s n — ±oo, entonces decimos que {$„} diverge a ±oo. 

4.3 Ejemplo. Demuéstrese que lim r n = oo si r > 1. 


Soluciôn. Tômese K > 0. Deseamos demostrar que existe un numéro N 
tal que r n > K siempre que n > N. Ahora bien, r n > K si n ln r > ln N , 

] n 

es decir, si n > - -. (Nôtese que ln r > 0 puesto que r > 1.) Asî pues, 


ln r 


ln K 


si N = -, entonces r n > K siempre que n > N. 

ln r 

Este resultado pudo también haberse obtenido usando siguiente teorema. 


1 

4.4 Teorema. Si para todo n , s n > 0 y lim s„ — 0, entonces lim — = oo.' 


Prueba. Sea K > 0 cualquiera. Deseamos probar que existe un numéro N 

tal que — > K siempre que n > N. Corno lim s n = 0, existe un numéro N tal 
s„ 


1 Puede prescindirse de la condiciôn K > 0. [N. del T.] 

2 Puede prescindirse de la condiciôn K < 0. [N. del T.] 

3 Es frecuente denotar por +oo (con el signo expreso) el limite que aqui aparece 
indicado por oo . En tal caso se dice que lim s„ — o o (sin ningün signo) cuando (bien 
sea {^} una sucesiôn real o una sucesiôn compleja) lim \s n \ = + oo. Nôtese que lim s n = + oo 
o lim — — oo implica lim^^co. Con estos convenios son validas las implicacionesi 

i) lim s n ~ 0, implica lim — = oo ; 

ii) lim s„ ~ oo, implica lim — — 0. [N. del T.] 
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que s n < — siempre que n > N. Usando ei hecho de que s n > 0, tenemos, 
K 

1 

por tanto, que — > K siempre que n > A. 

A, 

4.5 Ejemplo. Demuéstrese que lim rf — go> si a es un nümero racionaJ 
positivo. 

Soluciôn. Sea b = a. Entonces n a = — donde b es un nümero racional 

n b 

negativo. Como lim n h — 0 (ejemplo 3.4) y n h > 0, 11m rf = oo segün el 
teorema 4.4 

Combinando los resultados de ios ejemplos 3.4 y 4.5 y usan do el hecho 
de que lim 1 = 1, tenemos, para cualquier nümero racional a , 

0 si a < 0 

lim n u = j 1 si a = 0 

oc si a > 0 . 

Podriamos dar bastantes teoremas que enunciasen propiedades de limites 
infinitos de sucesiones anâlogas a las propiedades de limites fmitos dadas en 
el corolario 3.2, pâg. 458, pero aqui solamente enunciaremos dos mas y 
en la lista de problemas al final de esta secciôn daremos algunos otros. 

4.6 Teorema. Si lim x n = oo v lim y n = y > 0, enfonces lim ( x n y n ) = oo. 


Prueba. Tomemos K > 0. Como lim y n — y > 0, existe un nümero N x 
tal que y n > {y siempre que n > N x . Ademâs, como lim x n — oo, existe un 

? K 

nümero N 2 tal que x K >—— siempre que n > N 2 - Sea N = mâx {N , , N 2 }- 

y 


Entonces 


x n y n > 


v 2 


siempre que n > N 


y, por tanto, lim (x„y„) = oo. 

4.7 Teorema. 5/llm x n = oojüm v n = y < 0, entonces lim (x„ v„) = ~co. 

Prueba. La prueba es anâloga a la del teorema 4.6 y se déjà para el 
estudiante. 

Estamos ahora en posicion de determinar el limite de cualquier sucesiôn 
racional. 
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4.8 Ejemplo. Si donde fl #0 y b q * 0, 

b 0 + b 1 n + +b q n q 

pruébese que 

si q > p 
si q — p 

si q < p y ci p b q > 0 

si q < p y a p b q < 0. 

SOLUCIÔN 

__ flo + fl! ft+ ••• +a p n p _ a 0 ln p + a l ln p ~ 1 + -\~a p 

b 0 + b 1 n + ■ *■ 4- boln q + bJn q -h ■ ■ • 4- b q 

Por el corolario 3.2 

jj m a oln p + a l ln p 1 + +a p = a_p 
b 0 jn q -f b 1 jn q + *•* ~\~b q b q 

Entonces, s i q > p, lim n p ~ q ~ 0 y lim s n = 0 (corolario 3.2). Si p = q, 
lim n p ~ q = 1 y lim = a p jb q (corolario 3.2). Si q < p, lim n p ~ q ~ oo 
y lim s n = oo si a p jb q > 0 y lim s n = — oo si a p /b q < 0 (teoremas 4.6 y 4.7), 
Cuando en el calculo se introducen las funciones trascendentes In y exp, 
es habituai probar que lim \n x = ce y lim e x = oo. Admitiendo esto, 

> 00 JC-*- oc 

tenemos, 

4 # 9 lim ln n = oo 

4.10 lim e n = oo. 

En algunos problemas es util tener un teorema anâlogo al teorema 3.1, 
pâg. 457, en donde la continuidad de / en p esta reemplazada por una 
condiciôn sobre el limite de/en p. En el enunciado abajo dado, p y q pueden 
ser o numéros reales o ± oo. 

4.11 Teorema. Supongamos que f es una f une ion de R en R y que p es un 
punîo de acumulaciôn de O)*. Si lim f ~ q y {,v„} es una su ce s ion de puntos 
en & tal que , para toda n , s n ^ p P pero lim s n — p, entonces lim f(s n ) = q . 

La prueba de este teorema es anâloga a la del teorema 3.1 y la omitimos. 

4.12 Ejemplo. Demuéstrese que si a es un numéro rea! positivo, entonces 
lim n a — oo. 
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Soluciôn. Por définition, n“ = e ain ". Como fim a ln n = oo y lîm e x = oo, 

X~> CO 

tenemos lim n a = oo segün el teorema 4.11. 


Problemas 


1’ Determinese lim s n si s n es 


a) 2 n 


c) 


e) 


3 « — 2 
5 n + 12 

n 5 —\2n 4 
~~2n 2 -\-3n— l 


. nJn + 4 
g) —-- 

n— 3 


6 " 


i) 2^" 

n 3 — 3n 2 + 8 n — 6 


d) 


f) 


h) 


20»r+ 32n+ 15 
12n + 3 


n 


2n + l 


n~ + 5 n 


\ 


i'n — 1 


2. Pruébese que lim — = oo cuando b > 1 

..a 


n 


3. Determinese lim s n si 



3° -n 2 
n 5 -h 2 


b) = - 


ln n -f 5 


n + n 


4. Demuéstrese que si lim — oo y lim y n = y (un numéro real), 
entonces lim (x n + y n ) = oo. 

5. Demuéstrese que si lim = co y lim y n — oo, entonces lim (jt n + yJ 

= oo. 

6. Si lim x n = oo y lim = — oo, entonces, pruébese mediante 
ejemplos, que todo lo que sigue puede ocurrir: 

a) lim (x n +y n ) — oo b) lim (*„+y rt ) - b (un numéro real) 

c) Hm (*„ + >>„) = -oo cl) lim (x n + y„) ^ b, ± oo. 

7. Si es una subsucesiôn de } y lim s n ~ oo, pruébese que 

n~* oc 

lim ^ — oo. 

k->oo 

8. Pruébese que 

a) lim ln 2/c = oo /?) lim ln (& + 1) = oo. 

k -> oo k~* oc 1 

9. Si lim s„ = oo, pruébese que lim — = 0. 
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10. Usando el hecho de que lim ~ — 0 para todo numéro real a, pruébese 

ni 

directamente, partiendo de la definiciôn, que lim ÿn ! = oo. 

11. Si a n ^ b n y lim b n = oo, pruébese que lim a n — co. 

12. Pruébese el teorema 4.11. 


5. SUCESIONES MONÔTONAS 

La definiciôn de una sucesion monotona esta comprendida en la 
definiciôn de una funciôn monotona. Sin embargo, enunciamos aqui 
las definiciones pertinentes para este caso particular que son las sucesiones. 

5.1 Definiciôn. Una sucesion {j n } es no decreciente (no creciente) si 

*n < 4 - 1 > *n+l) P am tod ° 

Si la desigualdad se verifica siempre en la definiciôn anterior, es decir, 
si <s n+i (y„>j B+1 ) para todo /?, entonces decimos que {s n } es creciente 
(decreciente ). Claramente, una sucesion creciente es no decreciente y una 
decreciente es no creciente. 1 

5.2 Definiciôn. Una sucesion es monotona si es no decreciente o no creciente. 

Es fâcil imaginar el comportamiento de una sucesion monotona. Por 
ejemplo, supongamos que ] es una sucesion creciente que esta acotada 
superiormente por el numéro b. Entonces, los términos de la sucesion se 


FIGURA 2 

mueven a la derecha sobre la recta de los numéros (figura 2), pero nunca 
llegan a estar a la derecha de b. En realidad, los términos nunca llegan a 
estar a la derecha del supremo de {$„}, pero si llegan a estar tan cerca como 
se desee de este numéro. Parece, por ello, que esta sucesion habria de 
convergir a su supremo. Esto es lo que se prueba en el siguiente teorema. 

5.3 Teorema. Cualquier sucesion monotona acotada {} converge. Si {.v n } 
es no decreciente (no creciente) entonces lim s n = sup } (inf {s n }). 


1 Algunos autores prefieren Ilamar “crecientes” a las sucesiones que aqui se llaman 
“no decrecientes”, y “decrecientes” a las que aqui se llaman “no crecientes”. Cuando tal 
es el caso, a las que aqui se llaman “crecientes” se les llama “estrictamente crecientes”, 
y a las “decrecientes”, “estrictamente decrecientes”. [N. del T.] 
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Prueba. Supongamos que {$„} es no decreciente y s n ^ b para todo n. 
Como los términos de la sucesiôn constituyen un conjunto no nulo de 
numéros reales que estâ superi or mente acotado, este conjunto tiene un 
supremo, llamémosle c. Probamos ahora que Hm = c. Tomémos e > 0. 
El numéro c — e no puede ser una cota superior de {$„}. Por tanto, para 
algün entero N\ v. v > c — e. Como { s n } es no decreciente, 

s n •> c — e para toda n > N. 

Por otra parte, para todo /7, s n < c. Por tanto, 

s n e(c — E. c-he) para loda n > N 

y, por tanto, Hm s n = c. 

Si {s n } es no crecientc y acotada, entonces { — s„ } es no decreciente y 
acotada y, por tanto, converge. De esta manera. 

lim s H = lim [ — ( — .$„)] = -lim(-i„) = -sup {— .s„} = înf 

Y esto compléta la prueba. 

Si {} es no decreciente, pero no acotada, es decir, no acotada superior- 
mente, entonces diverge a oo. Si {s n } es no creciente, pero no acotada, 
entonces {,v n } diverge a — oo. (La fâcil prueba de estas afirmaciones se déjà 
como ejercicio para el estudiante.) 

Tenemos, pues, el siguiente corolario del teorema 5.3. 

5.4 Corolario. Una sucesiôn no decreciente (no creciente) o converge o 
diverge a oo(~- oc) segûn que sea acotada o no. 

Nota . Como el limite de una sucesiôn dépende soiamente del compor- 
tamiento de los términos de la sucesiôn a partir de algün término en 
adelante. el anterior teorema se verifica también para sucesiones que 
son monôtonas a partir de un término cualquiera. 

5.5 Ejemplo. Demuéstrese que lim 1 n n = oc-. 

Soluciôn. Como D x \nx = ~>0 para x > 0, la funciôn logaritmica es 

x 

una funciôn creciente y. por tanto, {In n } es una sucesiôn creciente. Por 
tanto, segün el corolario 5.4, lim ln n = p, donde p es un numéro real o oo. 
La sucesiôn (ln 2 n) es una subsucesiôn de la ln x y, por tanto, lim In 2 n = p. 
Como 

ln 2 n = ln 2 + ln n , 

si p fuera un numéro real tendriamos 

p — ln 2 + p 

lo que es imposible. Por tanto, p — oc. 
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5.6 Ejemplo. Pruébese que la sucesiôn 

y/2, V 2~I - 

converge a 2. 

Soluciôn. Damos primero una descripciôn mas explicita de la sucesiôn: 


S„ = yj2s n - x , n > 1. 

Probaremos ahora que {$„} es una sucesiôn no decreciente acotada superior- 
mente por 2. La prueba es por inducciôn matemâtica. Sea el conjunto de 
|os enteros positivos n taies que ^ ^ 2 y ^ s H+ , - 

1) 1 ya que s, = y'2 < 2 >' s i = V2 < y 2y2 = 

2) Supongamos que es decir, que s m ^ 2 y . Entonces 

^ m +1 V 2 ^ y 4 2 


y 


+ l 


= JS 


y + 1 


^ v2s 


m + 1 


= S 


m -f 2 


Por tanto, meïf implica m f 1 eSf. 

es, pues, el conjunto de todos los enteros positivos de acuerdo con 
el principio de inducciôn, y hemos mostrado que {s n } es una sucesiôn no 
decreciente acotada. Luego {$„} converge. Sea lim s n = c. Como s„ + ! = sflsn 
y lim s n+{ = c, tenemos c = y2c. Por tanto, c 2 = 2c y c(c — 2) = 0. c es, 
pues, o 0 o 2. Pero como {j n } es una sucesiôn de términos positivos, 0 no 
puede ser el supremo de {s n } y, por tanto, c ~ 2. 


Problemas 

1. Pruébese que lim e n = 00 . 

In x 

2. Pruébese que —- (donde a > 0) es decreciente sobre algün inter- 


valo <x 0 , 00 ) y pruébese luego que lim 


ln n 


n 


0. 


3. Determinese el limite de la siguiente sucesiôn: x /2, y2 + x /2, 

\/2 + y 2 + x / 2 ”, ... 

4. Si {x„} es una sucesiôn no decreciente que no es acotada, pruébese 
que lim s n — 00 . 
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^ y s tt+ ! = / (s„), determiriese lim s„ cuando 

a) s t = 2 b) s } = 1 c) s { = — 1 cl) s { = a (a # 0). 

6. Si /es una funciôn real de variable real que es no decreciente sobre 

el intervalo [1, oo), pruébese que lim f(x) = b (un numéro real) o 

00 

Hm f{x) = oo. 

x~*oo 


5. Si f(x) = t (x + - 


6. PUNTOS LIMITES DE UNA SUCESIÔN 

La sucesiôn {(—1)”} ni converge ni diverge a ±oo. Hay una infini- 
dad de términos de esta sucesiôn “prôximos” a 1 y también una infinidad 
“prôximos” a — 1. Decimos que 1 y — 1 son puntos limites de la sucesiôn. 1 

6.1 Definicion. Un punto p (numéro real o ± oo ) es un punto limite (o 
punto de acumulaciôn) de una sucesiôn •/„} de numéros reales si toda vecindad 
de p contiene infinitos îérminos de la sucesiôn . 

Es decir, si el punto limite p es finito (un numéro real), entonces para 
cualquier s > 0 y para cualquier entero positivo m existe un entero n > m 
tal que s n e£f(p;s) — </? — £,/? + £). Si el punto limite p es oo(—oo) 
entonces, para cualquier numéro a y cualquier entero positivo m , existe 
un entero n > m tal que s n e(a, oo) (( — oo, a)). 

6.2 Ejemplo. Pruébese que 1 y — 1 son los unicos puntos limites de la 
sucesiôn {(—!/}. 

Soluciôn. Los puntos 1 y — 1 son puntos limites de la sucesiôn: cualquier 
vecindad de 1 contiene infinitos términos de la sucesiôn —todos los términos 
pares. Todos los términos impares de la sucesiôn se encuentran en cualquier 
vecindad de — 1. Ningün otro punto es un punto limite ya que podemos 
encontrar una vecindad del punto que no contiene ni 1 ni — 1 y, por tanto, 
no contienen ningün término de la sucesiôn. 

Usaremos el término “punto limite” con preferencia al de “punto de 
acumulaciôn”, aunque este ültimo es muy sugestivo: un numéro infinito 
de términos de la sucesiôn se acumulan alrededor del punto. Sin embargo, 
debe advertirse que un punto de acumulaciôn de una sucesiôn no es 
necesariamente un punto de acumulaciôn del rango de la sucesiôn. El rango 
de la sucesiôn {( — 1)"} es el conjunto {— 1, 1} que no tiene puntos de 


1 En otras terminologias también en uso, a los que aqui se llaman puntos limites 
se les llama “limites de oscilaciôn”. [N. del T.] 
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acumulaciôn. Por otra parte, si un punto es un punto de acumulaciôn del 
rango de una sucesion, entonces es un punto limite o de acumulaciôn de 
la sucesion. 

Debe tenerse cuidado en no confundir ios términos “punto limite de 
una sucesion” y “limite de una sucesion”. Un punto es el limite de una 
sucesion si cualquîer vecindad del punto contiene a todos los términos de 
la sucesion, salvo un numéro finito. Por otra parte, un punto es un punto 
limite de una sucesion si cualquier vecindad del punto contiene infinitos 
términos de la sucesion. Claramente, el limite de una sucesion es un punto 
limite de una sucesion. Sin embargo, el reciproco no es cierto necesariamente, 
ya que una vecindad puede contener infinitos términos de una sucesion y, 
al mismo tiempo, puede haber infinitos términos de la sucesion que no 
estén en la vecindad. Por ejemplo, la vecindad <0, 2) de 1 contiene todos 
los términos pares, pero ninguno de Ios impares de la sucesion {(— 1)"}. 

El numéro de puntos limites de una sucesion caracteriza su comporta- 
miento respecto a la convergencia. Toda sucesion tiene al menos un punto 
limite (que puede ser + oo o — oo). Si una sucesion tiene solamente un 
punto limite y es finito (es decir, un numéro real), entonces la sucesion 
converge a ese punto. Si una sucesion tiene oo o — oo como su solo punto 
limite, entonces la sucesion diverge a oo o — oo, respectivamente. Si una 
sucesion tiene mas de un punto limite, entonces ni converge ni diverge 
a ±oo; decimos que la sucesion oscila (o que es oscilante ). 

En seguida probaremos estas afirmaciones. 

6.3 Teorema. Cualquier sucesion {s rt } de numéros reaies tiene al menos un 
punto limite . 

Prueba. Sea 9* el conjunto de numéros reaies a taies que a < s n para 
infinitas n . Si el conjunto 9’ es vacio, entonces — oo es un punto limite 
de ya que todos, salvo un numéro finito de términos de (s„), se encuen- 
tran en cualquier vecindad <— oo, a) de — oo. Si 9 > no esta superiormente 
acotado, entonces infinitos términos de {^} se encuentran en cualquier 
vecindad <a, go) de oo y, por tanto, oo es un punto limite de {^ n }. Si 9* es 
no vacio y superiormente acotado, entonces 9 ) tiene un supremo, 
Ilamémosle c. Probemos que c es un punto limite de {s n }. En cualquier 
vecindad <c — £, c + e) de c hay un punto xe9. Como xe9\ x < s n para 
infinitos n . Por otra parte, c + e<£9 } y, por tanto, s n ^ c + £ para solamente 
un numéro finito de valores de n. Asi pues, infinitos términos de {s„} se 
encuentran en <c —£, c + e). Esto prueba que c es un punto limite de } y 
compléta la prueba. 

Como una sucesion acotada no puede tener + oo como punto limite, 
podemos enunciar: una sucesion acotada tiene , al menos , un punto limite 
finito. 
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6.4 Teorema. lim s n = p (donde p puede ser tanto un real como ±co) si 
y solo si {.s„} tiene p como ünico punto limite. 

Prueba. Supongamos que iim s n = p. Entonces p es un punto limite de {s n }. 
Sea q un punto cualquiera distinto de p. Tômese una vecindad cualquiera 
Jf p de p y una vecindad cualquiera A \ de q taies que n ./K, = 0. 
Como lim s„ = p. todos, salvo un numéro finito de términos de {$„}> se 
encuentran en A p . Por tanto, la vecindad A / ' q de q no puede contener 
infinitos términos de {<$„}. Esto prueba, que q no puede, ser un punto limite 
de } y, por tanto, si lim s n = p, { s n J- puede tener solamente a p como 
punto limite. 

Supongamos que {s n } tiene a p como su ünico punto limite. Deseamos 
demostrar que lim s n = p. Tomemos una vecindad cualquiera A r p de p. 
Supongamos que hay un numéro infinito de términos de que no estân 
en JT p. Entonces, estos términos constituyen una subsucesiôn de { s n } y 
esta subsucesiôn tiene un punto limite segün el teorema 6.3. Este punto 
limite es un punto limite de la sucesiôn {s n } distinto de p. Esto contradice 
el hecho de que p es el ünico punto limite de {s n }. Por tanto, todos los 
términos de {, salvo cuando mas un numéro finito de ellos, deben 
encontrarse en cualquier vecindad de p y, por tanto, lim s n — p. Lo que 
compléta la prueba. 

6.5 Ejemplo. Pruébese que la sucesiôn {r"}, donde r < — {, oscila. 

Soluciôn. Probaremos que {r tl } tiene los dos puntos limites oo y --oo. 
Tômese K > 0. Como |r| > 1, lim |r|" = oc (ejemplo 4.3, pâg. 463). Por 
tanto, existe un numéro N ta 1 que \r\ n e(K, oo) siempre quoi > N. Asi pues, 
si n es par y n > N , r n e(K, oo) y, si n es impar y n > N, r"e< — oo, ~K >. 
Esto prueba que cualquier vecindad de oo y cualquier vecindad de — oo 
contienen infinitos términos de la sucesiôn y, por tanto, que oo y — oo son 
puntos limites de { r n }. Asi pues, {r”}, cuando r < —1, no converge ni 
diverge a ±oo; oscila. 

Combinando el resultado del ejemplo 6.5 con los resultados previamente 
derivados, podemos enunciar; {r*} converge a 0 si |r| < 1, converge a 1 
si r = 1, diverge a oo si r > 1 , y oscila si r ^ — 1 . 

Ahora estableceremos una relaciôn entre puntos limites y subsucesiones 
de una sucesiôn. 

6.6 Teorema. Un punto p (un numéro real o ± oo) es un punto limite de la 
sucesiôn } si y solo si hay una subsucesiôn de la que converge a p 
si p es un numéro real o diverge a p si p — ± co. 

Prueba. Sea {s nk } una subsucesiôn de la sucesiôn {s„} y sea lim s nk = p. 
Sea A' una vecindad cualquiera de p . Todos los términos de { s nk }, salvo un 
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nümero finito, se encuentran en Jf. Luego, de aqui que en jV' se enciientran 
infinitos términos de { s n }. Luego p es un punto limite de {s„}. 

Supongamos que el numéro real p es un punto limite de Entonces 
toda vecindad de p contiene infinitos términos de {s„}. Podemos escoger 
una subsucesiôn que converja a p como sigue. Sea s ni un término 

cualquiera de {s n } que pertenezca a J(p: 1). Sea un término cualquiera 
posterior a s ni en {$„} que pertenezca a «^(/>;£). Sea 5 n3 un término 
cualquiera posterior aX, 2 en {s n } que pertenezca a J (p; ■£). Si continuamos 
escogiendo términos de esta forma, obtenemos una subsucesiôn {s nk } que 
converge a p. 

Si oo es un punto limite de {s n }, entonces escogemos una subsucesiôn 
(v) <I ue diverge a co como sigue. Tomamos como s ni cualquier término 
de {s n } que se encuentre en <1, oo). s n2 es cualquier término posterior a s ni 
en que se encuentre en <2, oo). Si continuamos nuestra elecciôn de 
términos de este modo obtenemos una subsucesiôn {$ Wfc } que diverge a co. 
Si es —oo el que es un punto limite de {s n }, podemos escoger una sub¬ 
sucesiôn {s nk } que diverja a — oo de modo anâlogo. Esto compléta la prueba. 

Sea Sf el conjunto de todos los puntos limites de una sucesiôn {s n }. 
Probaremos que tiene mâximo y minimo. (Cuando introdujimos los 
puntos idéales oo y — oo establecimos que — oo < x < oo para todo 
nümero real x.) Sea p el supremo de si no esta superiormente acotado, 
entonces p = oo. Probaremos ahora que p es un punto limite de {s n } y, 
por tanto, que p es el mâximo de J. Sea / una vecindad cualquiera de p. 
Como p es el supremo de hay un punto limite b de en Jf. Si Ji es 
una vecindad de b tal que Ji a JT^ entonces hay infinitos términos de 
en Ji, luego en Jf. Asi pues, toda vecindad de p contiene infinitos términos 
de {s n } y p es un punto limite de Prueba esto que p es el mâximo 
punto limite de {s n }. Podriamos probar en forma anâloga que {s n } tiene 
un punto limite minimo. 

6.7 Definiciôn. El limite superior de una sucesiôn )y„}, denotado por lîm s n , 
es el mâximo punto limite de {s„}. 

6.8 Definiciôn. El limite inferior de una sucesiôn {a„ j , denotado por lim s n , 
es el punto limite minimo de }. 

Reformularemos ahora el teorema 6.4 en términos de limites superior 
e inferior. 


6.9 Teorema. lim s n — p (donde p pue de ser ±co) si y solo sj 
lim s n = p = lim s n . 


6.10 Ejemplo. i Converge la sucesiôn 


nn 

sen — ? 
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tui 

Soluciôn. Nôtese, en primer término, que — 1. < sen — < 1 para todo n. 

4 

Y17Z 

Si n es de la forma 8 k -h 2, donde k es un entero, entonces sen — = 1. Vemos, 

4 

- tl 71 

pues, que 1 es un punto limite de la sucesiôn, en realidad, lim sen — = 1. 

4 

Si n es de la forma 8 k + 6, entonces sen — = — 1. Por tanto, lîm sen — = — 1. 

4 4 

Como los limites superior e inferior de la sucesiôn son diferentes, la 
sucesiôn oscila. 


6.11 Ejemplo. Si lim x n = x > 0 y lim y n = y (donde xjeR), pruébese 
que lim x n y n = xy. 


Soluciôn. Como lim y n = y , y es un punto limite de {.y,,} y, por tanto, 
existe una subsucesiôn {y„ k } tal que lim y Kk = y. Ademâs, lim x nk = x ya 
que lim x n = x. Por tanto, lim {x„ k y nk } = xy. Prueba esto que xy es un 
punto limite de {x n y n }. Supongamos que { x n y n } tiene un punto limite 
mayor que xy , llamémosle p. Entonces existe una subsucesiôn {x nj y n .} tal 
que lim x n y n = p. Si p es finito, entonces 





x 


Si p = oo, entonces 


y nj 



oo . 


En cualquier caso {y n } tendria un punto limite mayor que y. Por tanto, 
xy es el mâximo punto limite de {x„y„}. 

Podemos caracterizar el limite superior de una sucesiôn como sigue. 


6.12 Teorema. lim = p si y solo si para cualquier vecindad ,.V p de p , 
se tiene: el numéro de términos de } en Jf es infinito y el numéro de 
términos de a la derecha de Jf p es finito (posiblemente cero). 

Prueba. Supongamos que hay infinitos términos de {s n } en cualquier 
vecindad . \ ' p de p y, también cualquier vecindad de p, .Àf p , tan solo un 
numéro finito de términos a su derecha. Tomemos un punto cualquiera 
q > p. Consideremos vecindades Jf p de p y Jf q de q taies que Jf p n Jf q = 0. 
Como J r q esta a la derecha de J r p no puede contener infinitos términos 
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de {s„} y, por tanto, q no puede ser un punto limite de {$„}. Luego p es el 
mâximo punto limite de {$„}. 

Supongamos que lim s n — p, Entonces cualquier vecindad Jf p de p 
contiene inftnitos términos de {s n }. Si hubiera infinitos términos de {$„} a la 
derecha de jf p9 entonces estos términos constituirian una subsucesiôn que 
tendria un punto limite segün el teorema 6.3. Este punto limite séria un 
punto limite de mayor que p. Asi pues, solo puede haber un numéro 
finito de términos de \s n } a la derecha de Jf p . Y esto compléta la prueba. 

Podemos caracterizar el limite inferior de una sucesiôn de un modo 
anâlogo —simplemente cambiando la palabra “derecha” en el teorema 6.12 
por la palabra “izquierda”. 

Problemas 

X. Determinense todos los puntos limites de las siguientes sucesiones {s n }. 
a) s„ = (-1)" ^2 + b) s„ = sen y 

c ) s n = (— l)”n d) s n = n + ( —l)”n. 

2. Si p es un punto de acumulaciôn del rango de una sucesiôn {$„}, 
pruébese que p es un punto limite de {$■„}. 

3. Si p es un punto limite de una subsucesiôn de {s n }, pruébese 
que p es un punto limite de { s n }. 

4. Pruébese que lim s n = — lim ( — *?„). 

5. Determinese lim y üm si es 

, nu .. 1 nu 

a) n sen — b) - sen — 

3 n 3 


/ l\ nu 

c) 1 + - sen — 

V n 3 


n -f n sen 


n + 4 


vin 

e) -- donde f ] es la funciôn “mâximo entero”. 

4 4 


6 . Pruébese que: 

a) lim x n -h lim y n < lim (x„ 4- y n ) 

b) lim C x n+y n ) ^ lim x n + lim y n • 

7. Proporciônese un ejemplo en el que se verifique la desigualdad del 
problema 6 a. 
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8. Si lîm x n = x > 0 y j \ m v„ = oo, pruébese que \\ m x n y n = oo. 

9. Si x„ < >v, para lodo n, pruébese que Hm x n < dm y jim ^ lîm >V 

10. Pruébese que: 

a) înf {.y„} < Uni s n 

b) lîm s n ^ siip { s n J. 

11. Si s n = 4- ( — 1)" ^ donde a < b , determinese lîm s„ y Hm . 




2 


12 . Proporciônese una sucesiôn {.y,,} con los siguientes limites inferior y 
superior: 


a) lîm s n = 2 y ü m s a = 8 


b) lîm s n 


5 y lîm s n — 21 . 


7. ALGUNOS ÏEOREMAS SOBRE FUNCIONES 

CONTINUAS DE UN VECTOR 

Si una funciôn real de variable real es continua sobre un intervalo 
eerrado, entonces la funciôn es uniformemente continua y acotada sobre 
el intervalo eerrado. Resultados similares se verifican para funciones 
continuas de R m en R n si se reemplaza el intervalo eerrado por un conjunto 
eerrado y acotado en R m . Para obtener estos resultados usaremos aquî 
sucesiones de puntos de R m . 

Dada una sucesiôn de puntos en R m definimos un punto limite de la 
sucesiôn de modo anâlogo al empleado para définir un punto limite 
para una sucesiôn de numéros reales: un punto c es un punto limite de 
una sucesiôn js„} si toda vecindad de c contiene in finit os términos de la 
sucesiôn. Para sucesiones de puntos tenemos resultados anâlogos a los 
enunciados en los teoremas 6.6 y 6.3 para sucesiones de numéros reales. 

7.1 Teorema. Un punto c es un punto limite de la sucesiôn {s M } si y solo 
si ha y una suhsucesiôn de {s„} que converge a c. 

La prueba de este teorema es similar a la del teofema 6.6, pâg. 472, 
y por ello no la daremos. 

7.2 Teorema. Toda sucesiôn acotada {s„} de puntos en R" 1 tiene un punto 
limite . 

Prueba. Probaremos este teorema para el caso en que {s„} es una sucesiôn 
de puntos en R 2 . El caso general podrîa probarse en forma anâloga usando 
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inducciôn. Sea s„ = (x n , y n ). La su ce s ion {x n } es un a suce si 6 n acotada de 
numéros reales y, por tanto, tiene un punto limite c. Ha^ entonces, 
de acuerdo con el teorema 6.6, una subsucesion {* nk } de {x n ) tal que 
lim x nk ~ c. La sucesiôn {y„ k } es una sucesiôn acotada de numéros reales 
y tiene, por tanto, un punto limite d. Hay entonces una subsucesion {y„ k } 
de {y nk } tal que lim y = d . Por tanto 

i 

lim s„ k = lim (x„ k ,y ) = {c, d) - c. 

i i i 

Luego, segün el teorema 7.1, c es un punto limite de {s,,}. Y esto compléta 
la prueba. 

Probaremos ahora que si el rango de una sucesiôn {s w } se encuentra en 
un conjunto acotado y cerrado <f, entonces {s„} tiene un punto limite en S\ 
Nuestra prueba consistirâ en demostrar que cualquier punto limite de la 
sucesiôn {s,J es o un punto del rango de {s„} o un punto de acumulaciôn 
de! rango de {s rt } y usar luego el hecho de que un conjunto cerrado contiene 
a todos sus puntos de acumulaciôn. 


7.3 Lema. Un punto limite c de una sucesiôn {s„} es o un elemento del 
conjunto {s„} o un punto de acumulaciôn de este conjunto. 

Prueba. Supongamos que c£s„. Tomemos una vecindad 5^(c;c) de c. 
Como c es un punto limite de la sucesiôn {}, Së(c;s) contiene infinitos 
términos de la sucesiôn. Luego e) contiene un punto del conjunto {s M } 
y ha de ser distinto de c. Lo que prueba que si c no es un elemento del 
conjunto {s,,}, entonces c es un punto de acumulaciôn de ese conjunto. 

7.4 Teorema. Si {s„ } es una sucesiôn de puntos que se encuentran en un 
conjunto cerrado y acotado ê\ entonces {s„} tiene un punto limite en ê. 

Prueba. Por el teorema 7.2 sabemos que {s„} tiene un punto limite c. 
El punto c es o un elemento o un punto de acumulaciôn del conjunto { s„ } y, 
por tanto, del conjunto ê (lema 7.3). Luego ce S, la cerradura de é% 
y, como S es cerrado, ce<f. 

Podemos ahora probar que una funciôn de R m a R" que es continua 
sobre un conjunto cerrado y acotado ë es uniformemente continua sobre S\ 
Primero definirnos la continuidad uniforme para una funciôn de un vector. 

7.5 Definiciôn. La funciôn f de R m en R" es uniformemente continua sobre 
el conjunto ê si ë esta contenido en el dominio de f y si para cualquier e > 0 
existe una ô > 0 mayor que 0 tal que si x y y pertenecen a S y |x — y| < d, 
entonces 


l f (x)-f(y)l < £• 



478 


Sucesiones 


[Cap. 8 


7.6 Teorema. Si f es continua sobre un conjunto cerrado y acotado é% 
enfonces f es uniformemente continua sobre S à . 

Prueba. Supongamos que f no es uniformemente continua sobre ê. Existe 
entonces un numéro e > 0 tal que para todos Ios enteros positivos n existen 
puntos x„ y y„ en S taies que |x„-yj < \jn y |f(x„)-f(y„)| > e. La 
sucesiôn {x„} tiene un punto limite c en <f y, por tanto, una subsucesion {x„ k } 
tal que 

lim x_, = c. 

n k 

Como |x„ k -yj < 1/n* y lim — = 0, 

k^Q C tlj, 

lim y„ fc = c. 

Como f es continua sobre é\ usando el teorema 3.1, pâg. 457, tenemos 

lim f(xj = f(c) 


y 


lim f(y„ k ) = f(c). 


Pero, para todo k , | f(x„ k ) — f(y n J| ^ s. Esta contradicciôn prueba que la 
suposiciôn de que f no es uniformemente continua sobre S no puede 
verificarse. Lo que compléta la prueba. 


7.7 Teorema. Si f es continua sobre un conjunto cerrado y acotado ê 
entonces f es acotada sobre ê. 


Prueba. Supongamos que f no fuera acotada sobre S\ Entonces para todo 
entero positivo n existe un punto x„ en S tal que |f(x M )| > n . Por tanto, 
lim | f(x„)| = oo. La sucesiôn {x„} tiene un punto limite c en ê y, por 
tanto, tiene una subsucesion {x ttk } tal que lim x nk = c. Como f es continua 
sobre 6\ lim|f(x nfc )| ='|f(c)|. Por otra parte, como limif(x„)j = oo, 
lim \î(xj\ = oo. Esta contradicciôn demuestra que la hipôtesis de que f no 
es acotada sobre S no puede verificarse. Y esto compléta la prueba. 

7.8 Teorema. Si una funcion f de R m en R" es continua sobre un conjunto 
cerrado y acotado S, entonces f(<f) es un conjunto cerrado y acotado . 

Prueba. Que i(S) es un conjunto acotado se sigue del teorema 7.7. Para 
probar que f(<#) es cerrado, probaremos que cualquier punto frontera y 
de i{ê) pertenece a f(<f). Como y es un punto frontera de f(<f), cualquier 
vecindad de y contiene un punto de f(<? ). Luego para todo entero positivo n , 

existe un punto y n eS^ r.iV î($). Claramente, la sucesiôn {y„} converge 
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a y. Sea ahora {x„} una sucesiôn de puntos en ê tai que f(x„) — y„. Como S 
es cerrado y acotado, {x n } tiene un punto limite x en S. Sea {x nk } una 
subsucesiôn de {x„} que converge a x. La subsucesiôn correspondiente 
{y nk } de {y„} converge a y. Como f es continua en x usamos el teorema 3.1 
para obtener 

y = Um y„ k = lim f(xj = f(x). 

k -* oo k~* qo 

Luego yef(<f), y f(<f) es cerrado. 

7.9 Teorema. Si f es una /uneion de R m en R que es continua sobre un con- 
junto cerrado y acotado é\ entonces f tiene un valor mâximo y un valor 
minimo sobre ê. 

Prueba. Sea b = sup {/(x) | xeé"}. Para cualquier entero positivo n existe 
un punto x n en ê tal que 

b -i</(x„)< b. 
n 

Asi pues, lim /(x„) = b. La sucesiôn {x„} tiene un punto limite c en ê y, 
por tanto, tiene una subsucesiôn {x„ k } tal que lim x nk — c. Como / es 
continua sobre lim f(x nk ) = /(c). Por otra parte, como lim /(x„) = b, 
lim f(x nk ) = b. Luego /(c) = b y b es el mâximo valor de / sobre ê. 
Que/tiene un valor minimo sobre lo podemos probar de modo anâlogo. 1 

El teorema 7.9 nos muestra que una funciôn/continua sobre un conjunto 
cerrado y acotado tiene un valor mâximo y un valor minimo sobre ese 
conjunto. Los valores mâximo y minimo pueden ocurrir solamente en 
puntos criticos de/que estén en el interior de ê y en puntos de la frontera 
de S. Asi pues, podemos determinar los valores mâximo y minimo de / 
sobre S° calculando los valores de/ en esos puntos. 

7.10 Ejemplo. Determinense los valores mâximo y minimo de la funciôn/ 
sobre el conjunto S = {(x, y) | x 2 +y 2 ^4} cuando/ esta definida por 

f(x, y) = |x 2 + |/. 

Soluciôn. Como / es continua sobre el conjunto ê que es cerrado y 
acotado, el teorema 7.9 asegura la existencia de un valor mâximo y un 
valor minimo de / sobre é\ Las derivadas parciales de / son 

D t f(x,y) = y D 2 f(x,y) = |y, 

estas derivadas parciales existen en todos los puntos y son, ambas, cero 
solamente en (0, 0). Asi pues, el ünico punto critico de / es (0, 0) y 


1 Lo habituai es pasar a considerar — f, [N. del T.] . 
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/(0,0) — 0. En la frontera de S\ {(x, y) \ x 2 +y 2 =4}, los valores de / 
estân dados por 

f(x, y) = t S 2 a ' 2 + j donde xe[ — 2, 2]. 

Por tanto, sobre la frontera de ê la funciôn / toma todos los valores del 
intervalo cerrado [|, 3]. Asi pues, el valor mâximo de / sobre S es 3 y el 
vaior minimo es 0. El diagrama de las curvas de nivel y la grâfica de f 
aparecen dibujados en la ügura 3. 



X 

FIGURA 3 


Problemas 

1. Supongamos que {x„} es una sucesion acotada de puntos en R m . 
Pruébese que Hm x ft = c si y solo si c es el ünico punto limite de {x„}. 

2. Sea {x H j n — 0, 1, ...} una sucesion de puntos en R m con la propiedad 
de que para aîgûn Âe<0, 1) 

ix„-x„_,| ^ À|x„_,-x„_ 2 | 

para todo n > 2. 

a) Pruébese que para n ^ 0 y k > 1 

!x„ + t -X„| ^ -- |x, -x 0 |. 

\-X 

b) Pruébese que {x„} es acotada. 

c) Pruébese que {x„} tiene un punto limite ünico y, por tanto, la 
sucesion converge. 

3. Determinense los valores mâximo y minimo de las siguientes 
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funciones / sobre el conjunto dado S. Dibüjense el diagrama de curvas de 
nivel y la grâfica en cada uno de los casos. 

a) /(x, y) = xy-y S = {( x,y ) | |x| < 3, |j| «S 2} 

b) f(x, y) = ix 2 ~i^y 2 S = {(x, y) | |x| ^ 3, |>>| 3} 

c) f(x, y) = x 2 y 2 S = {(x, y) \ x 2 +>- 2 ^ 9} 

d) f{x,y) = 5 — x 2 —y 2 S = {(x, y) | |x| ^ 4, \y\ ^ 4} 

e) /(x, y) = 1 +x 2 -y 2 S = {(x, y) | x 2 + y 2 < 4} 

/) /(x, y) = 3-\Z x 2 +y 2 S = {(x,j) | 4x 2 + 9j 2 < 36}. 

8. SUCESIONES DE FUNCIONES 

Consideraremos ahora sucesiones cuyos términos son funciones. 

8.1 Définition. Una sucesiôn de funciones de R p en R m es una fune ion cuyo 
dominio es el conjunto de los enter os positivos y cuyo rango es un conjunto de 
funciones de R p en R m . A una sucesiôn de funciones de R p en R m la 
representamos por {f n } . 

Para cada punto x del dominio de todos los términos de la sucesiôn de 
funciones {f n }, hay una sucesiôn de puntos (f n (x)}. Si (f„(x)} converge 
para cada punto x de un conjunto ê y hacemos f (x) = Mm f„(x), entonces 

M->- 00 

decimos que {f„} converge puntualmente a f sobre S. 



Consideremos, por ejemplo, la sucesiôn {/"} de funciones reales de 
variable real donde 1 es la funciôn real identidad (figura 4). Para 
cualquier xeR, {x 71 } es una sucesiôn de numéros reales cada término de la 
cual es el valor de la funciôn en x del correspondiente término de {/"}. 
Como {x n } converge a 0 si xe< - 1, 1>, converge a 1 si x = 1, y diverge si 

xe< — co, — 1 ]vj< 1, oo), 
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la sucesiôn {/"} converge puntualmente sobre ( — 1, 1] a la funciôn / donde 
j\x) - 0 si xe<- 1, 1> y /(I) - l. 

Nôtese que, aunque {/"} es una sucesiôn de funciones continuas, la 
funciôn limite / no es continua. 

Definimos ahora otro tipo de convergencia para sucesiones de funciones 
—convergencia uniforme— y probaremos que el limite de una sucesiôn 
uniformemente convergente de funciones continuas es continua. 

8.2 Définition. Una sucesiôn de funciones {f„J converge uniformemente 

a f sobre un conjunto S si para cada e > 0 existe un numéro .A r ta! que para 
todo xeS 

|f„(x)-f(x)| < e siempre que n > N. 

Lo que es importante observar respecto a la convergencia uniforme es 
que el numéro N dépende solamente de e; es independiente del punto x de ê. 
Por otra parte, si {f„} converge puntualmente a f sobre 6% enfonces para 
cualquier xeê y para cualquier numéro positivo e existe un numéro W(x), 
que dépende en general tanto de s como de x, tal que 

|f„(x)-f(x)| < e siempre que n > N (x). 

Es claro que si {f„} converge uniformemente a f sobre S\ entonces la 
sucesiôn es puntualmente convergente a f sobre ê. Pero la convergencia 
puntual de {f,,} a f sobre S no implica la convergencia uniforme de la 
sucesiôn a f sobre é\ En realidad, podemos ver que una sucesiôn puntual¬ 
mente convergente {f„J sobre â es uniformemente convergente sobre ê si 
y solo si para cada e > 0 existe un conjunto de numéros correspondientes 
|7V(x) | x e S} que es superiormente acotado. Si {f„} es convergente 
puntualmente a f sobre S y A / es una cota superior de {7V(x) | xeê }, 
entonces para todo xeê 

|f„(x)-f(x)| < e siempre que n > N. 

Asi pues, {f,,} es uniformemente convergente a f sobre S. Ademâs, si (U 
es uniformemente convergente a f sobre & y N corresponde a e > 0, 
entonces para cada xeS podemos tomar N(x) — N y el conjunto 
[N(x) | x E S } quedarâ superiormente acotado por N. 

8.3 Ejemplo. Pruébese que {/”} es uniformemente convergente sobre 
[ — a , a] donde 0 < a < 1. 


Solution. Para cada xe[ — a, a] 7 lim x" = 0 e |/”(x) — 0| = |x|" ^ a n . 

n -*• or- 

n ln e f . In e 

Para cualquier e > 0, a < s si n > :- . Asi pues, si N = ; — , se tiene 

ln a ln a 


para cualquier xe[ — a, #], 

\I n (x)-0\ < e siempre que a? > A/. 
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Lo que demuestra que {/"} converge uniformemente a 0 sobre [ — a, a]. 

8.4 Ejemplo. Pruébese que {/"} no es uniformemente convergente 
sobre < — 1, 1 ). 


Soluciôn. Tômese un £ cualquiera tal que 0 < e < 1. Para cada xe< — 1,1 ), 
Mm x" = 0 y por tanto, existe un nûmero N(x) tal que 

|/”(x) — 0) ~ \x\ n < e siempre que « > N(x). 

_ . IM . ,, ln e „ ln e 

Como |jc| < e si y solo si n > - y como lim -= oo, el conjunto 

Ln |x| î - ln x 


{N(x) | jce<- 1, l)} no puede estar acotado superiormente. Asi pues, no 
puede haber ningün nûmero N tal que para todo xe( — 1, 1) 

|/"(jc) — 0| < e siempre que n > N. 

Ahora probaremos que una sucesiôn uniformemente convergente de 
funciones continuas converge a una funciôn continua. 


8.5 Teorema. Si la sucesiôn {f„} converge uniformemente a f sobre el 
conjunto S' y cada uno de los términos f n es continuo sobre ê , enfonces f es 
continua sobre ê. 


Prueba. Sea x 0 un punto cualquiera en ê y tomemos un s > 0 cualquiera. 
Deseamos probar que hay un numéro ô > 0 tal que 

| f(x) — f(x 0 )| < £ siempre que xeê n ^(x 0 ; S). 

La convergencia uniforme de {f„} a f sobre 8 implica que para algün 
entero positivo n 

|f„(x) — f(x)| < - para todo xe8. 

3 

Como f„ es continua en x 0 , existe una Ô > 0 tal que 

g 

|f„(x)-f„(x 0 )| < - siempre que x e 8 n ôf (x 0 ; d). 


Por tanto, para todo xe<fny(x 0 ; S) 

|f(x)-f(x 0 )| « |f(x)-f n (x)| + |f„(x)-f„(x 0 )| + |f„(x 0 )-f(x 0 )| 

£ £ £ 

<-i-1-= £. 

3 3 3 


Lo que compléta la prueba. 
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Aunque la convergencia uniforme es suficiente para asegurar que el 
limite de una sucesiôn de funciones continuas es continua, no es una 
condiciôn necesaria para este resultado. Se ve esto en el siguiente ejemplo 
de sucesiôn no uniformemente convergente de funciones continuas cuyo 
limite es una funciôn continua. Sea 

/, (x) = I si *e[0, 1] 


y para n ^ 2 (figura 5) sea 


8.6 


IJx) = 


nx si xe 


0 , 


n 


, • / 1 2 

2 — nx si xe ( - , - 


0 


n n 


si xe( - , 1 
n 



FIGURA 5 


Para cada xe[0, 1], lim f„(x) = 0 ya que f„(x) = 0 para n > - si x # 0 

n co X 

y /«(0) = 0 para todo n > 1. Asi pues, la funciôn limite/es la funciôn cero 
sobre [0, 1] que es ciertamente continua. Sin embargo, la convergencia no 

es uniforme ya que para cualquier n si x = - entonces \f n (x) — f(x)\ — i. 

n 

Damos ahora algunos resultados respecto a la integraciôn y diferenciaciôn 
de los términos de una sucesiôn de funciones reales de variable real. 

8.7 Teorema. Si la sucesiôn [f n } converge uniformemente a f sobre el 
intervalo cerrado [ a , b] y si cada uno de los términos f n es intégrable 
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sobre [a, b), enîonces f es intégrable sobre [a, b], Ademâs , si 


rx 


9n(*) = 


fn y g(x) = 


f, xe[a,b]. 


enfonces {g n } converge uniformémente a g sobre [a, b], 

Prueba. Probaremos primero que/es intégrable sobre [a, b] . Tômese s > 0. 
Como { f n } converge uniformemente a / sobre [a, 6], para alguna n 


\fn(x)~f(x)\ < 


3(6 — u) 


para todo xe[a, 6]. 


Asi pues, para cualquier particiôn P de [ a , 6] 


™i(/) 5» - —-—- y M ; (/) < + £ 


3(6 —a) 


3(6- a) 


y, por tanto 


L{f,P)^L{f n ,P)-~ y U(f,P)<U(f„,P) + l 

3 3 


£ 

Como /„ es intégrable sobre [ a , 6], C(/„, P) — L(f n , P ) <- para alguna 

particiôn P de [a, 6]. Para esta particiôn tenemos 

U(J\P)-L(f,P) < e . 


Lo que prueba que /es intégrable sobre [a, 6]. Probamos ahora que {g n } 
converge uniformemente a g sobre [a, 6] ; es decir, para cualquier e > 0 
existe un numéro N tal que para todo xe[a, 6] 



< s siempre que n > N . 


Como {f n } converge uniformemente a /sobre [a, 6], existe un numéro N 
tal que para todo te [a, b] 


i < - siempre que n > N. 

2(6 —n) 


Por tanto, para todo n > N y para toda xe[a, b] 





(f-fn) 




- (x — a) < f;. 

2(6 — a) 


Esto compléta la prueba. 
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Nota. Recuérdese que si f n es continua sobre [a, b], entonces f n es 
intégrable sobre [a. b]. 


El teorema 8.7 demuestra que la convergencia uriforme de una sucesiôn 
de funciones intégrables {/„} a/sobre [ a , b] implica que 


8.8 

f = 

'b 

Hm f n = Hm 

* 

a 

a n -> oo n -* oc * 


Sin embargo 8.8 puede ser cierto para una sucesiôn no uniformemente 
convergente. Por ejemplo, si {/„} es la sucesiôn definida en 8.6, entonces 


Hm 

n~* oc 


0 


f n = Hm - = 0 

n x fl 




Volviendo ahora a una consideraciôn de diferenciaciôn de los términos 
de una sucesiôn, nos encontramos con que si {/„} es una sucesiôn uniforme¬ 
mente convergente de funciones diferenciables con la funciôn / como 
limite, no es necesariamente cierto que /' = Hm ff. 

Por ejemplo, sea f n (x) = - sen nx. Entonces la sucesiôn {/„} converge 

n 

a 0 sobre R. Ademâs, para todo xeR y para cualquier £ > 0 


- sen nx — 0 
n 


- |sen nx | ^ - < e siempre que n > 
n n s 


Asi pues, {/„} converge uniformemente a f — 0 sobre R y /' - 0. Como 
fn(x ) = cos nx, la sucesiôn de derivadas {/„'} no converge sobre R; es 


decir, { 


71 

cos n - 
41 


no converge. Por tanto, /' ^ Hm ff. 


El siguiente teorema nos da una condiciôn suficiente para que f sea 
el limite de la sucesiôn {/,'}. 


8.9 Teorema. Si {/} converge a f sobre [a, b ], si cacia una de las derivadas 
/„' es continua sobre [a , b ], y si {/,'} converge uniformemente sobre [a, b ], 
entonces f f = Hm ff sobre [a , b\. 


Prueba. Sea g — Hm Deseamos probar que g ~ f sobre [a, b]. 
Sea xe[<7, b]. Como {//} converge uniformemente a g sobre [< a , b], tenemos 


Cx 


g = lim 


n--» oo 


fn = lim [/„(*)-/„(«)] =/(x)-/(a) 


M "» oc 


Tomando derivadas, obtenemos g(x) = f'(x) y, por tanto, Hm ff = f' 
sobre [a , b]. 
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1. Determinese el conjunto sobre el que {/„} converge si f n (x) es 


à) 


b) 


2n + x 


n 


n 


ci) nxe 


- rtx 


. X 
e) ~ 
n î 


c) 


/) 


nx+ 1 

xn 2 -b 3 
n -b 1 


x 

2. Si f n (x) — — pruébese que {f n } es uniformemente convergente 

n 

sobre [ — 1,1], 

3. Si j n (x) = x y g n (x) = x -b —, demuéstrese que {j n } y {g n } son 

n 

uniformemente convergentes sobre < - oo, oo>. 

2 n -b x 

4. Si f n (x) = - pruébese que {/„} es uniformemente convergente 

n 4 - 3 

sobre cualquier intervalo [ — a , a] donde a > 0. 

5. Si /„(x) = nxe ,}X pruébese que { f n } no es uniformemente conver¬ 
gente sobre [0,1]. Sugerencia : considérese el valor mâximo de f n sobre [0,1]. 

6. Pruébese que {f„} es uniformemente convergente a f sobre el 
conjunto ê si y solo si lim sup |f(x) —f n (x)| — 0. 

n -* oc x6^ 

7. Sea {f„} una sucesiôn de funciones de R p en R m y f n — (/ n 1 , f n p ) 
donde f n k es la funciôn componente /c-ésima de f„. Demuéstrese que {f„} 
es uniformemente convergente a f ~ f\ ... 7 f p sobre S si y solo si cada 
una de las sucesiones de las componentes {//} es uniformemente conver¬ 
gente a f k sobre S . 

8. Si {/„}, {g n } y {h n } son sucesiones de funciones de R p en R, si {/„} 
y {/?„} son uniformemente convergentes a f en ê\ y si para toda n y para 
toda xeS’ 

/„(x) < g n (x) ^ h n (x) 

pruébese que {g n } converge uniformemente a / sobre S. 

9. Si f n (x) — e*” 2 * 2 , pruébese que {f n '} no es uniformemente conver¬ 
gente sobre [0, 1]. Pruébese que, sin embargo, /' = lim f n ' donde 
/ = 11m /„. 

10. Si/„(x) = (sen nx ) n , <,es {/„} uniformemente convergente sobre [0,1]? 
6 Es {/„'} uniformemente convergente sobre [0. 1] ? 
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11. Si /„(*) = ——-—-, <^es {f n } uniformemente convergente sobre 

1+/7 X 

[<?, oo] donde a > 0 ? <[Es {/„} uniformemente convergente sobre <0, oo> ? 

12. Si {f„} y {g,,} son uniformemente convergentes sobre un conjunto ê 

pruébese que es uniformemente convergente sobre S. 

13. Proporciônese un ejemplo de sucesiones {f n } y {g n } que son unifor¬ 
memente convergentes sobre un conjunto S, pero taies que {f„g n } no es 
uniformemente convergente sobre S. 


9. RESUMEN 

En este capitulo hemos considerado limites de sucesiones de puntos. 
Como la convergencia de una sucesion de puntos dépende de la convergencia 
de sus sucesiones componentes, dirigimos nuestra mayor atenciôn a 
sucesiones de numéros reales. Vimos que las sucesiones de numéros reales 
pueden convergir, divergir a ± oo u oscilar, y desarrollamos métodos para 
determinar el comportamiento de sucesiones especificas. 

En el prôximo capitulo estudiaremos las sériés, que son sucesiones 
formadas de un modo particular. La mayor parte del material que hemos 
discutido en este capitulo es prerrequisito indispensable para un estudio 
de la convergencia de las sériés. 


Problemas de repaso 


n - 1 

1. Si = £ r k , discûtase la convergencia de {s w }. 

fc = o 

2. Determinese lim s n cuando s n es 



3 n 2 — 5/2 + 2 
4 n 2 + 7 


c) 


. n + 2 
!n—- 

n 2 + 5 n 


e) 


n 4 + e n 
n - 5" 


b) 

ci) 

f) 


— 3 n 5 
n -h 3 

ln n- h2 
n — 3 

n ! 

y+n 2 ' 


3. Si lim x n — oo y Hm y n = 0, pruébese, por medio de ejemplos, que 
todos los casos que siguen pueden ocurrir 

a) Hm x n y n = oo b) lim x n y n = — oo 

c) Hm x n y n = b (un numéro real) d) lim x n y n ^ b, ±oo. 
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4. Pruébese que si s n < 0 y lim s„ = 0, entonces lim — = — oo. 


5. Pruébese lo siguiente: 

a) Si s n > 0 y lim > 1, entonces lim s n = oo 

b) Si s n < 0 y Hm Sjl ^~ > 1, entonces lim s„ = — oo 

c) Si s„ = MO, entonces lim SjL ^~ = 1. 

s » 

6. Proporciônense ejemplos de sucesiones {s n } taies que lim = 1 y 

^ n 

a) lim s n = b ^ 0 b) Hm s n =- 0 c) lim s n = oo. 

5 

7. Proporciônense ejemplos de sucesiones {s n } taies que iim = — 1 y 

a) converge a 0 /?) {$„} oscila. 

8. Definimos una sucesiôn de Cauchy de numéros reales como sigue: 
una sucesiôn {s n } se llama sucesiôn de Cauchy si, para cualquier 8 > 0, 
existe un numéro N tai que |5 n — s m \ < e siempre que n, m > N, 

a) Pruébese que toda sucesiôn convergente es una sucesiôn de 
Cauchy. 

b) Pruébese que una sucesiôn de Cauchy es acotada y, por tanto, 
tiene un punto limite finito. 

c) Pruébese que una sucesiôn de Cauchy converge. 

9. Pruébese que si s n > 0 


lim 


>«+1 


s. 


^ Hm C lim ^ Hm ~ 


n+ 1 


s. 





1. INTRODUCCIÔN 

El teorema de Taylor para funciones reales de una variable real, nos 
dice: si f tiene derivadas continuas hast a las de orden n-ésimo inclusive sobre 
el intervalo J y x 0 e J , entonces para todo xs J 

n ~ 1 f {k) (x ) 

f(x)= X -(x-x 0 ) k + R n (x) 

k = 0 Kl 

donde 

i r x 

r„(x) = - - f ,m Ht)(x-ty~ l dt. 

(n— 1)! J jto 

Si x ¥= x 0 , usando el primer teorema para el valor medio para intégrales, 
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podemos escribir el residuo R n ( x ) de la siguiente forma (forma de 
Lagrange) : 


R n ( x ) 



(x — x 0 ) n para algün c„ entre x y x 0 . 


Si x = x 0 , entonces Æ„(x 0 ) es cero y la formula de Taylor simplemente 
afirma que /(x 0 ) — /(x 0 ). En lugar de senalar excepciones sin importancia 
supondremos que el residuo puede escribirse en la forma de Lagrange 
para cualquier valor de x y convendremos que es cero cuando x = x 0 . 

Por ejemplo, si / es la funcion exponencial y x 0 es 0; entonces, para 
cualquier numéro real x 

n - 1 k 

1.1 e* = Y - + R„(x) 

k = o k ! 


e 

donde R„(x) = — x n para algun c n entre x y 0. Como la funcion exponencial 

n ! 

tiene derivadas continuas de todos los ôrdenes, la n en 1.1 puede ser 

«-1 

cualquier entero positivo. Para cada entero positivo n , sea $ n (x) = £ — * 

k = o k ! 

Entonces, para cada numéro real x, tenemos dos sucesiones, {s„(x)} y 
{/?„(*)}, con 

1.2 e' = s n (x ) + R„(x). 

Probaremos ahora que lim R„(x) = 0 y, por tanto, e x = lim s„(x). 

n -* x n -*■ x 

Si x > 0, entonces 

e Cn n X x n 
0 < R n (x) = — x" < e* — . 

n ! n î 


Como lim = 0, lim R n (x ) = 0. Si x < 0, entonces 

n -* ce: Yl î n-* oo 

0 < |Æ„(.v)| < ^ 

n ! 

y, por tanto, lim R n (x) = 0. Por tanto. para cualquier numéro real x, 

n -» oc 

« - 1 ^ k 

1.3 c x = lim s n (x) — lim £ — . 

n -■» x n-*x li = 0 a! 

En 1.3 el numéro e* estâ expresado como el limite de una suma de 
numéros; a medida que sumamos mas y mas términos obtenemos numéros 
mas y mâs prôximos a e*. Asi pues, consideramos a e x como la suma 
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x 

infinita Y —. Desde luego, ni sumamos ni podemos sumar realmente 
k-0 kl 

infinitos numéros; lo que hacemos es tomar el limite de las sunias finitas $„(x). 
La sucesiôn se Ilama sérié infinita o simplemente sérié. Si Mm s„(x) 

n ~*00 

existe, como, por ejemplo, ocurre en el caso anterior, entonces decimos 
que la sérié converge. 

Las sériés son utiles tanto en el câlculo como en el estudio de las 
propiedades de las funciones. Como las sériés estân definidas en términos 
de sumas, es de esperarse que tengan propiedades anâlogas a las de las 
sumas. Veremos que, ciertamente, las sériés convergentes poseen la mayoria 
de las propiedades algebraicas de las sumas. Para algunas otras necesitamos 
que la convergencia sea uniforme. Son todas estas cuestiones las que 
discutiremos ampliamente en este capitulo. 


2. SERIES 


n 

2.1 Définition. Sea {a ft } una sucesiôn de puntos en R m y s„ — Y %• d 

sucesiôn {s rt } se le Ilama sérié y a las términos de {a fc } se les Ilama términos 
de la sérié . 

00 

Comünmente denotamos las sériés {s„} por £ a* o, simplemente, 

k= 1 

por Za A . Si la sucesiôn {s„} converge al punto a, entonces decimos que la 

OO X' 

sérié Y a * tiene la su ma a o que Y a * converge a a. La su ma s„ de los 

k= 1 k~ 1 

primeros n términos de la sérié se Ilama algunas veces suma parcial. Asi 
pues, nuestra definicion nos dice que una sérié converge si y solo si la 
sucesiôn de sumas parciales converge. Como una sucesiôn puede convergir 
o no, una sérié puede tener una suma o puede ser que no la tenga. 

x n 

Si la sérié £ a* tiene la suma a, entonces a = lim s„ donde s„ = Y a ** 

k = 1 k- 1 

n x 

De donde a = lim Y a*. Es prâctica constante escribir a = Y a ** Asi 

« -► x k = \ fc = 1 

x 

pues, la notaciôn Y a * se usa tanto para representar una sérié como para 

k= 1 

X 

representar su suma. Sin embargo, este uso dual del simbolo Y a fc no 

k= 1 

debe causar ninguna confusion. 

Como una sérié es una sucesiôn, la teoria de las sucesiones desarrollada 
en el capitulo anterior se aplica a las sériés. Una sucesiôn de puntos 
converge si y solo si las sucesiones componentes convergen. Asi pues, una 
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sérié de puntos converge si y solo si las sériés componentes convergen. 
Por ejemplo, si {a A } es una sucesiôn de puntos (x k , y k ) en R 2 , entonces 


lîm Z = Hm Z }\) = lîm Z Z y 


n -* x k — 1 


n -* x k = ! 


n -*■ X' \ k = 1 


k = 1 


y Z a k converge si y solo si Z x k y Z convergen. Por tanto, podemos 


fc = i 


k= 1 


k = i 


restringir nuestra atenciôn a las sériés de numéros reales. 

x- X 

Consideremos las sériés geométricas L **■ 1 o y x k . 


k = \ 


k = 0 


/Vota. Usualmente, la sérié geométrica Z ~ 1 se cscribe en la 


forma Z * En general, cuando ello résulta mas conveniente, podemos 


k ~ 0 


escribir una sérié en la forma Z a k don de p es un entero cualquiera. La 

k-- p 


notaciôn 


Z ct k significa lo mismo que Z b k donde b k = a k+p _ { y. con 

k — p k = 1 

« p + /i — l 


esta notaciôn = Z ^ = Z a k' 


k= 1 


k - p 


En la investigaciôn de la convergencia de las sériés geométricas Z xk 


consideramos dos casos: x = 1 y i / 1. Si x = 1, entonces 


k = 0 


n ~ 1 


Si = I I = 


k -■ 0 


y, por tanto, diverge. Si x ^ 1, entonces 


S.-XS. = X x 

k - G 


k = 1 


1 - x" 


= 


1 -x n 

1 -X 


Como la sucesiôn {x”} converge a cero si \x\ < 1 y diverge si |x| > 1 o 

x = — 1, {s n } converge a —!— si |x| < 1 y diverge si |x| >1 o x = — 1, 

1 — x 


Asi pues, hemos probado lo siguiente: la sérié geométrica Y tiene 


k = 0 


la su ma - si |x| < 1 y Y x>i diverge si |x| ^ 1. 

1 ~X k = 0 
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2.2 Ejemplo. Pruébese que X — = 2. 

fc*o 2 k 

Soluciôn. Y, — es la sérié geométrica V x* con x — y Como |x| < 1, 


--' -XK 

k = 0 2 

ia sérié converge y 


k = o 


y - 

Z— 

l£ = 0 Z 


= 2 . 


1 -i 


Daremos ahora algunas propiedades de las sériés de numéros reales 
que se corresponde!! con propiedades sencillas de las sumas fïnitas de los 
numéros reales. Usando la teoria de las sucesiones, obtenemos estas 
propiedades de las sériés partiendo de las propiedades correspondantes de 
las sumas finitas. 


2.3 Teorema. Si X a k L X ^ son ser ^ es convergentes con sumas a y' b, 


k= t 


k= \ 


respeciivamente , y si c es un numéro real , en ton ces 


1) X ( c h + b k ) converge a a + b; es decir, X ( a i — X a k + X 


k = 1 


k = 1 


k= 1 


k= 1 


2) Y, ( û *“ b k) converge a a-b;esdecir, Y ( a k~ b k) = Z _ Z ^ 


k = l 


k = I 


Jt= l 


k = 1 


3 ) Z Ci h 

k = 1 


converge a ca \ es decir , X — c> X 


k = 1 


i 


Proeba. Solamente probaremos 1). Las pruebas de las otras partes son 
anâlogas. Usando el corolario 3.2, pâg. 458, 


lîm Z (<* k + b k ) = Hm Z a k + Z b k 

n oc k = 1 n — ♦ oo \k =1 k = 1 


= lim X a k + Hm X 

n -> oc k=l n —* ce k=l 

= (3 -h b . 


2,4 EjempJo. Demuéstrese que X — = 3 . 

k — 1 2 

00 3 °c 3 1 * i 

Soluciôn. Como V — — V - • — y Y — tiene la suma 2, 

k — 1 Z k = 0 Z Z k~ 0 Z 

œ 3 i 3 

Y 2 = 3 

O ->k -> 

k = 0 Z Z Z 
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1. Determinese si las siguientes sériés convergen o divergen. Propor- 
ciônense las sumas de las que converjan. 


a) I (-1/ 


k=0 


oc ^k 

c ) X Tt 


K~0 3' 


ZI 

<y2k + 1 
k = O 2 


00 A 

b) 1 * 
k= l 3 

oc j 

d ï I T k 

k — 2 J 

. * 2 k + Ÿ 

» I 7T~ 

k — 0 J 


2. Determinese si las siguientes sériés de nümeros complejos convergen 
o divergen. Proporciônese la suma de las que converjan. 

■> I (? + “■) » I (? + ? ) 


^ i 

3. Demuéstrese que 2_ ^- = 1. 

k~ t k + k 

" 1 " (\ 
Sugerencia: s„ = 2, —T = 2. 17 

k=\ k +k k = ] \k 

* k — 1 1 

4. Demuestrese que ^ ^77 = 7 


k -b 1 


jt= 1 2 


" /c— 1 " ( k k 4 -1 

Sugerencia: s„ = 1 — = L ( I* “ 7777 

fc= 1 2 fc= 1 \2 2 


5. Pruébese que £ in-diverge. 

k = i k -f-1 

6. Pruébese que si 'La k diverge y c ^ 0, entonces diverge. 

7. Pruébese que si Ta k diverge y 16* converge, entonces + 
diverge. 

8 . Proporciônense ejemplos donde La k y l,b k divergen y 

a) L(a k + b k ) converge; b) I.(a k + b k ) diverge. 

OC rk , 'ï/c 

9. ; Converge V --—? 

= o 4* 


10. £ Converge £ ( s Â 1 - N U •’ 


/£= 1 
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3. PRUEBAS DE CONVERGENCIA 
Y DIVERGENCIA DE SERIES 


De acuerdo con las definiciones dadas, si queremos saber si la sérié 

00 

£ a k converge, todo lo que tenemos que hacer es investigar la convergencia 
1 

n 

de la sucesiôn {s n } donde s n = V a k . Si n embargo, en muchos casos no 

k = ! 

somos capaces de obtener una expresiôn para s n que nos sirva para poder 
determinar la convergencia de {s n }. Es, pues, conveniente desarrollar 
criterios para la convergencia de la sérié l,a k en términos de la sucesiôn {a k }. 
Es esto lo que haremos. 

Obtenemos primero una prueba de divergencia. Si la sérié 'La k converge 
a a, entonces 

lim a k = lim (s k — s k I ) = a — a — 0. 

À si pues, si Ya k converge, entonces lim a k — 0. Este hecho da lugar a la 
siguiente prueba de divergencia. 


3.1 Si { a k \ no converge a cero ? entonces Z.a k diverge. 

/c 2 + 3/c 


3.2 Ejemplo. ^Converge! 


2k +5 


SoLuciôN. Como lim 


k 2 + 3/< 1 

-= - , la sérié diverge. 

2/c 2 -h 5 2 


Debe tenerse cuidado en no creer que I a k converge si lim a k = 0. 

Esto no es necesariamente cierto. Por ejemplo, I - diverge (lo que 

k 


probaremos mas tarde), pero lim — — 0. 

k 

Si los términos de una sérié I a k son no negativos, entonces la 

n 

sucesiôn {v„}, donde s n = J] a k , es una sucesiôn no decreciente. De donde, 

k= i 

la sucesiôn (es decir, la sérié o converge o diverge a oo segün 
que esté acotada o no. Por tanto, si a k ^ 0, los criterios para conocer si la 
sucesiôn {s n } es o no acotada, constituyen un criterio para la convergencia 
de la sérié 2.a k . La prueba bâsica para la convergencia y divergencia de 
sériés con términos no negativos es el criterio de comparaciôn dado en el 
teorema 3.3 y en el corolario 3.4 que a continuaciôn presentamos. 


3.3 Teorema. Si Y.a k y Z b k son sériés con términos no negativos , si 'Lb k 
converge y' si a k ^ b k para todo k su fi dente mente grande , entonces 
I a k converge. 
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Prueba. Supongamos a k < b k para todo k mayor que cierto entero posi¬ 
tive* N y Lb k ~ b. Entonces, para todo n > /V, 


n 


N 


N 


N 




a. 


E a k + E a k < E a k ■+ E b k< y a k + b. 


k — 1 


k = 1 


N 


k = JV + 1 


k- 1 


k = /V + 1 


k= 1 


Como b ^ 0, s n ^ Y. a k~^b para todo « y, por tanto, {a„} es acotada. 

k = 1 

Luego Zn fe converge. 

3.4 Corolario. Si Z a k y Y.b k son sériés con términos no negativos , si Z b k 
diverge y si a k > b k para todo k suficientemente grande , entonces Z a k diverge . 

Prueba. Supongamos que Zn k converge. Entonces, segün el teorema 3.3, 
Z b k converge en contra de la hipôtesis. Lo que prueba el corolario. 

Otra forma del criterio de comparaciôn que es generalmente mas fâciî 
de aplicar que la de 3.3 o 3.4 es: 

3.5 Corolario. Supongamos que Zn k es una sérié de términos no negativos 
y Z b k es una sérié de términos positivos. 

1) Si lim — = c ^ 0 y Z b k converge , entonces Za k converge. 

b k 

2 ) Si lim — — c > 0 o oo v Z b k diverge , entonces Z a k diverge. 

b k 

Prueba. Solamente probaremos 1); la prueba de 2) es del todo anâloga. 

Como lim — = c, existe un numéro N tal que — < c+ 1 siempre que k > N. 
b k b k 


Si Z b k converge, entonces Z(c-f \)b k converge y, por tanto, Z a k converge, 
ya que a k < (c+ \ )b k para todo k suficientemente grande. 

/c 3 

3.6 Ejemplo. Determinese si la sérié Z— converge. 

T 

Soluciôn. Determinamos primero el limite de {a k }\ 

k 3 

lim— = 0. 

2 k 


Aqui pues, 3.1 no se aplica. Para k grandej - j es mayor que k 3 . Por tanto, 


para k suficientemente grande, — es menor que I - . Comparando Z— con 


©■ 
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la sérié X 



que converge, tenemos 



k 3 

Por lanto, X-— 

2 k 


converge de acuerdo con el criterio de comparaciôn 


(corolario 3.5). 

Aunque el criterio de comparaciôn es un criterio de convergencia parâ 
sériés con términos no negativos, podemos a veces usarlo para probar la 
convergencia de otras sériés. Si 2a k es una sérié cualquiera de numéros 
reales, entonces 2\a k \ es una sérié de términos no negativos y, por tanto, 
el criterio de comparaciôn puede aplicarse a 2\a k \. A continuaciôn 
probaremos que si X|a*| converge, entonces 2a k converge también. 


3.7 Teorema. Si 2a k converge, entonces 2\a k \ converge. 


Prueba. Supongamos que 2\a k \ converge. Como — \a k \ ^ a k ^ |a fc |, 

0 ^ a k + \a k | ^ 2 \a k \. 

Asi pues, 2(a k + \a k \) es una sérié con términos no negativos cada uno*de 
cuyos términos es menor que o igual al término correspondante de la sérié 
convergente X 2 \a k \. Por tanto, segun el criterio de comparaciôn (teorema 3.3) 
X(a* + |<z*|) converge. Luego 2a k = 2(a k + \a k \ — \a k \) converge de acuerdo 
con el teorema 2.3. Esto compléta la prueba. 

Decimos que la sérié 2a k es absoluiamente convergente si X| a k \ converge. 
Asi pues, el teorema 3.7 nos dice que una sérié absolutamente convergente 
es convergente. Es posible, como mas tarde veremos, que 2a k converja 
aunque 2\a k \ diverja. Si 2a k converge, pero 2\a k \ diverge, entonces 
decimos que 2a k es condicionalmente convergente. 

La utilidad del criterio de comparaciôn para determinar la convergencia 
de una sérié dada dépende de que tengamos cierta cantidad de sériés 
convergentes o divergentes conocidas con las que podamos comparar las 
sériés dadas. Hasta el momento tenemos esencialmente solo un tipo de 
sérié convergente o divergente conocida: la sérié geométrica. Sin embargo, 
comparando sériés con sériés de este tipo (geométricas) podemos desarrollar 
algunos criterios de convergencia muy utiles. 

3.8 Teorema. (Criterio de la razôn.) Si a k / 0 

ü k+ 1 


1 ) lim 


< 1 implica que 2a k es absolutamente convergente , 
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2 ) lim 


Prueba 


a 


k+ i 


a . 


> 1 implica que La k es divergente. 


1) Tomemos una r tal que lim 


a 


k+ i 


a, 


< r < i. Entonces existe un 


numéro N tal que 


a 


k + 1 


(h 


^ r siempre que k > N . Es decir, 


a 


1 


Ch 


k + 1 


< 


o lo que es équivalente, 


a k+ i ^ siempre que k > N. 


k+ 1 


Por tanto, para k sufïcientemente grande, 


\a k \\ 

-V es una sucesion no creciente 

r k \ 


de términos positivos y, por tanto, es acotada. Asî pues, existe un nümero b 


tal que, para toda /c, 


a , 




b , o lo que es lo mismo. 


a,. ^ br 


Como |r| < 1, Tbr k converge y, por tanto, L\a k \ converge segün el criterio 
de comparaciôn. Y esto prueba la parte 1). 

a i 


2) Si lim 


/( +1 


a i 


> 1, entonces existe un nümero N tal que 


a 


k+ 1 


a, 


> 1 


siempre que k > N ; es decir, 

\ a k+[\ > \ a k\ siempre que k > N. 

Asi pues, para k suficientemente grande, {|a*|} es una sucesion creciente de 
términos positivos. Por tanto, {a k } no puede convergir a cero y, por tanto, 
Z a k diverge segün 3.1, pâg. 497. 


Si 


a k + 1 


Ch 


tiene un limite, entonces podemos enunciar el criterio de la 


razôn en la siguiente forma. 


a k+ i 


= L. Si L< 1, 


a> 


3.9 Corolario. Supongamos que a k A O v que lim 

) i 

entonces Z a k es absolutarnente convergente. Si L > 1, entonces es 
divergente. 
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3.10 Ejemplo. 


Pruébese que X— converge. 

Je! 


SOLUCIÔN. 


lim 

"(* +1) 3 lk 3 ~ 

- lim 

'(/c+l) 3 k\ 

= lim 

Y +1 Y--1 


_(fc + l)l i k !_ 


_(/c+ 1)! k 3 _ 


A k J k_ 


Por tanto, L— converge por el criterio de la razôn. 

k ! 

3.11 Teorema. (Criterio de la raiz.) 

1) SiiïmyKI < 1, enfonces Za k es absolutamente convergente. 

2) Si lim y\a k \ > 1, enfonces ï<a k es divergente. 


Prueba. 

1) Tomemos un numéro r tal que Hm i/\â~ k \ < r < 1. Entonces existe un 
numéro N tal que ^/ja^i ^ r siempre que k > N. Es decir 

\a k \ ^ r k siempre que k > N. 

Como r < 1, Er k converge y, por tanto, E|a*| converge segun el criterio de 
comparaciôn. 

2) Si Hm ÿ\a k \ > 1, entonces ^j\a k \ > 1 para infinitos k. Es decir, 

| a k \ > 1 para infinitos k y, {a*} no converge a cero. Y esto prueba que I a k 
diverge. 

Si {■tf\a k \|} tiene un limite, entonces el criterio de la raiz puede enunciarse 
en la siguiente forma. 

3.12 Corolario. Supongamos que lim \[\a k f = L. Si L < 1 entonces Ta k es 
absolutamente convergente . Si L > 1, entonces La k es divergente. 

20 /c 4 

3.13 Ejemplo. £ Converge la sérié Y — ? 

jc= ) T 

Soluciôn. Àplicando el criterio de la raiz tenemos 



(ejemplo 3.12, pâg. 461.) 


Por tanto, 



converge. 


a k+ 1 


Si al aplicar el criterio de la razôn, lim 


= 1, o al aplicar el criterio 
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de la raiz, lîm Xf\Ok\ = 1, entonces estos criterios no nos dan ninguna 
informaciôn respecto a la convergencia de la k . Por ejemplo, consideremos 

la sérié Z — donde r es cierto numéro real. Como se probarâ en el prôximo 


ejemplo 3.15, si r > 1 esta sérié converge mientras que si r ^ 1 la sérié 
diverge. Sin embargo. 


lim‘ 


Ük 


k+ 1 


U, 



y 



Por tanto, la convergencia de I 


1 

k r 


no puede determinarse mediante la 


aplicaciôn del criterio de la razôn o el criterio de la raiz. 

Hemos estado enunciando criterios de convergencia para sériés de 
numéros reales ya que una sérié de puntos en R m converge si y solo si las 
sériés componentes convergen. Sin embargo, es convenante senalar que los 
criterios de comparacion, razôn y raiz pueden aplicarse directamente a 
sériés de puntos. Por ejemplo, tenemos el siguiente criterio de comparacion: 

Si la^ es una sérié de puntos en R" 3 y L6* es una sérié de numéros reales 
que converge si |a fc | < b k para todo k suficientemente grande , entonces 
converge. Puede verse fâcilmente esto como signe. Si a fc = {a k ,..., a k m ) 
entonces IV'I < (j = 1 Asi pues (ûf^j ^ \b k \ para todo k 

suficientemente grande y, por tanto, cada una de las sériés componentes I a k j 
converge segün el teorema 3.3. Luego la sérié de puntos Xa* converge. 

Las otras formas del criterio de comparacion y de los criterio de la razôn 
y la raiz para sériés de puntos se deducen fâcilmente del anterior criterio de 
comparacion. Todo lo que se necesita es reemplazar el valor absoluto |a t | 



X 


FIGURA 1 
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por la longitud del vector |a fc | en el enunciado y prueba de cada uno de 
estos teoremas. 

Damos ahora otro criterio de convergencia para sériés de numéros reales 
en el que comparamos una sérié con una intégral impropia relacionada con 

ella. Podremos determinar la convergencia de S — aplicando este criterio. 

k r 

3.14 Teorema. (Criterio de la intégral.) SiHa k es una sérié de términos no 
negativos y f es una funciôn continua no creciente sobre el intervalo [1, oo> 


tal que f(k) = a k , entonces Za k e 
divergen. 



o ambas, convergen o ambas, 


Prueba. Recuérdese que la intégral impropia / estâ definida comc 


b~* oo J 1 


el Mm /. Àsi pues, si definimos g (b) = /, entonces / = Mm g (b). 


b -*■ oo 


Como sobre [1, oo) los valores de/son no negativos, g es una funciôn no 
decreciente. Luego, Mm g (b) = c o Mm g (b) = oo. 


b~> ce 


b oo 


1) Supongamos que J / converge a c. Como f es una funciôn no 

creciente (figura 1), si k > 2 entonces a k = f(k) ^ f(x) para xe[k~ 1, k] y, 
por tanto, 


a h = 


Entonces 


a k ^ 


k- 1 


k- l 


I «i + Z 


k — 1 


k=2 Jk -1 


/ = û 1 + /< «i+C. 


Asi pues, {s n } es una sucesiôn no decreciente acotada y, por tanto, I*a k 
converge. 

f 00 

2) Supongamos que / diverge a oo. Como 

J i 

fl* = /(*) > f(x) para xe[Æ, k + 1], 


a, = 


Entonces 


fc+1 




k + i 


n rk+ 1 


= I «* > I 


= 1 


k = 1 J k 


/ = 


1 


y, como J / diverge a oo, la sucesiôn |s„} diverge a oo. Por tanto, 
diverge. Y esto compléta la prueba. 
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^ 4 | 

3.15 Ejemplo. Demuéstrese que —■ converge si r > 1 y diverge si r ^ 1 

k = ] k r 


Soluciôn. Si r ^ 0, entonces 


; Jl 


k r 


no converge a cero y, por tanto, 


Z — diverge segûn 3.1. Si r > 0. sea /(x) = —. La funciôn / es una funciôn 
k r x r 


continua decreciente sobre [1, oo> tal que f{k) = —. Por tanto, si r > ü, 

k r 


X — converge si y solo si 


dx 


converge. Como 


i x 
%>' * 


;'b 


dx 


( 1 — b ] " r ) si r / 1 


J 


1 x 


r- i 


ln b 


si r = 1 


■x; 


dx 


converge si r > 1 y diverge si r < 1. Asi pues, I — converge si r > 1 


J i * k' 

y diverge si r ^ 1. 

En particular, I - diverge y Z — converge. Tanto en una como en otra 

k k 2 

de estas sériés el término general tiende a cero; en el caso de S el término 

se hace pequeno con suficiente rapide/ para que las sumas s n estén acotadas, 

en el caso de Z-, la rapidez no es suiiciente para que se produzca la 

k 

acotaciôn de las sumas parciales. 

Las sériés del tipo I — junto con las sériés geométricas Lx k proveen una 

réserva adecuada de sériés de carâcter convergente o divergente conocido 
para su uso en el criterio de comparaciôn. Hay muchos mas criterios para 
la convergencia de sériés de términos no negativos que Ios que aqui pode- 
mos dar, pero los que discutamos serân suficientes para nuestros propôsitos. 1 
Como senalamos antes, los criterios para la convergencia de sériés con 
términos no negativos son también criterios para la convergencia absoluta 

de sériés con términos de signo arbitrario. Por ejemplo, L(— l)*-y es 

k 2 


absolutamente convergente, ya que X 


(-1)' 


1 


v 1 

= IL — converge. 


1 Una discusiôn extensiva puede encontrarse en la referencia [40]. 



3] 


Pruebas de convergence y divergencia de sériés 


505 


Consideremos ahora la sérié I( - 1 ) k+1 


1 

k 


Como I - diverge, X( — \ ) k ^ 1 
k 


1 

k 


no es absoiutamente convergente. Sin embargo, la sérié Z(— 1)* +1 


- puede 
k 


convergir; es decir, puede ser condicionalmente convergente. Calculando 
algunas de las sumas s n9 tenemos: 



3 ~ 

4 7 

6 O > 



_ 5 _ — o_ L 

6 > a 4 ~~ a 3 4 


L _ 3 7 
6 ~ 60 • 


7 

1 2 ? 


Si trazamos estas sumas sobre una recta (figura 2), la forma en que aparecen 
distribuidas sugiere que la sérié converge: las sumas avanzan y rétrocédén 
en la recta y cada vez se mueven una distancia mas corta. 


o 


«2 S 4 S 6 

i-1—r 






1 


FIGURA 2 


Mirândolo desde otro punto de vista, parece que las sumas pares forman 
una sucesiôn acotada superiormente por s, y las sumas impares una sucesiôn 
decreciente inferiormente acotada por s 2 . De donde cada una de estas 
subsucesiones de {s„} converge y, como los términos de estas subsucesiones 
se aproximan cada vez mas, arnbas deben convergir al mismo punto. 
Podriamos probar todas estas afirmaciones, pero en lugar de hacerlo 
probamos un teorema general que demuestra la convergencia de esta sérié 
como un caso particular. La prueba del teorema sigue los lineamientos 
que acabamos de exponer. 


3.16 Teorema. (Criterio de las sériés alternantes.) Si {a k } 
no creciente de términos positivos y lim a k = 0, enfonces 
converge. 


es una sucesion 

OC 

k = 1 


Prueba. Como 


*2n+2 


~ S 2n+ a 


l 2n+ 1 


a 


2n+ 2 


> S 


2n 


y 


^2n+î — S 2n- \ a 2rc + û 2/j + 1 ^ S 2n~ 1 > 

|5 2n } es una sucesiôn no decreciente y {T 2 „-i} es una sucesiôn no creciente. 
Ademâs 


S 2 ^ S 2n 


^2n — 1 ^ 2n ^ ^ 2 n~ 1 
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A si pues, {$ 2 ,,} esta acotada superi or mente por s x y {s 2tt - j} esta acotada 
inferiormente por s 2 . Por tanto, {.y 2 J y {s 2 n-i} convergen. Como 

lim s 2n - l - lim s 2n - lim (s 2n _ ] -s 2n ) = dm a 2n = 0, 

estas dos sucesiones convergen al mismo punto, llamémosle c\ Luego, 
lim = c (problema 10, pâg. 457). Y esto compléta la prueba. 


3.17 


OO 

Ejemplo. ^Converge la sérié I (-i f +1 

k= 1 


k — 2 
k 2 + 3 k 


? 


Soluciôn. Si hacemos a k = ——— , tenemos lim a k — 0. Si {a k } es una 

k 2 + 3k 1 ' 

sucesiôn no creciente de términos positivos, entonces el criterio de las 
sériés alternantes demuestra que la sérié converge. Claramente, los 
términos a k son positivos para k > 2. Ademâs, 


tffc+i < a k 


k—\ 


/c+5/c + 4 


< 


k — 2 
k 2 + 3k 


<=> k 3 + 2k 2 — 3 /c < /c 3 4-37c 2 — 6/c — 8 


<=> /c 2 — 3 /c — 8 > 0 


o k ^ 5 . 


Por tanto, {a k } es una sucesiôn no creciente de términos positivos para k ^ 5. 
Como la convergencia de una sucesiôn y, por tanto, de una sérié, dépende 
solamente del comportamiento de los términos desde algün punto en 


adelante, X(-l) fc+1 , 2 

k 2 + 3k 


converge de acuerdo con el criterio de las 


sériés alternantes. 


Problemas 


1. Determinese si las siguientes sériés convergen o divergen. 


OO 


a ) X 


k- 3 


0 X 


jt — i 3 k 4" 4 k 
3 k — 2 


OO 


* = 1 2+5/c 

oo i 2 


e) X 


k ~i 3' 


oo 


*) I 


Jt= 1 


OO 


3 k + k 


d) X (-D 


1 


y fe 2 +4 
2 k 2 + 3 k 


“ k 2 + 3k 

* ' 2 w ck t 

k= 1 3 +2 


2. Si <7* > 0 y lim r k a k — 0 para algün r > 1, pruébese que Ha k 


k~* oo 


converge. 
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3. Si Xa* es absolutamente convergente, pruébese que I,a k 2 es conver¬ 
gente. 

4. Determinese si las siguientes sériés convergen o divergen. 

kl 

i /c 4 H- 3 
fc! 

i,k 


k k z + 5k 

f - 

3 k + 4 


00 

Z 

2 k 

00 

à) Z 

Je - 1 

kl 

k = 

00 

Z 

3 k + 4k z 

00 

d) Z 

k- 1 

k\ + 7k 

k ~ : 

OC 

Z 

k = 1 

(k+ l) k 
e* 2 

00 

/) Z 

k = 


00 


5. Pruébese que Y - 

k =2 k(\n k ) 


- converge cuando r > 1 y diverge cuando 


r ^ 1. 


6 . Determinese si las siguientes sériés convergen o divergen. 


CO 1 

a) vê 


00 


«) I 


1 


e) Z 


k=2 Jklnk 

1 


g) Z 


k =4 k ln /c ln ln k 
k + 1 


oo 


i 3 k -f- /c — 2 


OC 


i) y (-i)* +1 -^- 

k =i 3 k 2 + 5 


oo 


.k k-3 


fc) Z (-1)' , 

k = i 4 k ~h 1 


00 


m) Z (-1) 


k ln k 


Lx * ln k 

V z — 

k= i k 

<0 î r# 


/) I 


k=i 3k 2 -1 

1 


oo 


h) Z 


k “2 (ln k)* 

k 3 — 5k 


k“ 4k 4 + 7k 3 + 9 
k+i k 2 + 4 


k= 1 


n Z (-i) 

k = 1 


n ^ COS /C7T 
) , 2 

, £ ln/c 

m) Z TT • 

k= 1 k 


2k 3 + 3 k 


7. Si a k # 0 y 
convergente. 


1 


a, 


2 1 

^ 1-1—-, pruébese que Xa fc es absolutamente 

/c k 


8. Si Xa/ converge, pruébese que X — converge. 
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9. En la prueba del teorema 3.8 probamos que si fim 


a 


k + 1 


üi 


< 1 


entonces para cuaiquier numéro r tai que Hm 


a 


k + 1 


a. 


< r < 1 existe un 


numéro b tal que \a k \ ^ br k para todo k . Conclüyase de esto que para 

a k+ i 


cuaiquier numéro 5 tal que Hm 
suficientemente grande. 


a. 


< s < 1, \a k \ < s para toda k 


4. LA SUMA DE UNA SERIE CONVERGENTE 


Cuando probamos que la sérié geométrica x k converge para |x] < 1, 

k = 0 

obtuvimos la suma de la sérié: —-—. Sin embargo, si usamos uno de los 

1 —X 

criterios discutidos en la secciôn precedente para mostrar la convergencia 
de una sérié, no obtenemos la suma; sabemos que la sucesiôn {s,,} tiene un 
limite, pero no sabemos cuâl es éste. Sabemos, sin embargo, que podemos 
aproximarnos a la suma tanto como deseemos con las s n tomando n 
suficientemente grande. En esta secciôn daremos algunas estimaciones de 
cuân grande debe ser n para que se aproxime a la suma de la sérié con 
un grado especificado de précision. 

Si probamos que la sérié Za k es absolutamente convergente comparândola 
con la sérié convergente Zb k , entonces podemos obtener una estimaciôn 
del error que se comete al usar s n como una aproximaciôn a la suma a, 
como sigue. Si \a k \ ^ b k siempre que k > N, entonces m > n ^ N implica 



Por tanto, 


m 


Z a k 

k -n + 1 


m 


m 


< Z l a kl < Z b k . 

fe = n + 1 k — n +1 


oo 

4.1 \a — s„| = Hm |s m — s n \ ^ ^ b k siempre que n ^ N. 

m-* oo k~ n + 1 


Al numéro \a~s n \ se le llama error de truncaciôn. 

Recuérdese que, al probar la convergencia de una sérié mediante el 
criterio de la razôn o el de la raiz, estamos en realidad comparando la sérié 

dada con una sérié geométrica. Si Hm 1 ûfc+1 


= c < 1 o Hm yï^j ~ c < 1, 


1 a k \ 

entonces, tomando cuaiquier numéro r tal que c < r < 1, tenemos \a k \ < r k 
para todo k suficientemente grande. 
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00 


4*2 Ejemplo. Demuéstrese que £ — converge y estimese a partir de 

qué n las sumas s n se aproximan al valor de la sérié con un error de truncaciôn 
menor que 1 x 10 -4 . 


Soluciôn. Usando el criterio de la razôn, tenemos 


lim (/c + 1 ^/ fc ’ 


\ k "¥ 1 


= Ihn- 


1 / k + 1 


l r ^ K K \ 

Asi pues, 1* - converge y — sera menor que — para k suficientemente 


grande. En realidad, 


k 2 1 

-y < — siempre que /c > 13. 
3 2 


Si llamamos a la suma de la sérié a, entonces el error de truncaciôn que 
résulta de aproximar a a por s n es De acuerdo con 4.1 


00 

l«-s„l < Z 

k~n + 1 



1 


in + 1 


OC' 


Z 

fc= 0 



siempre que n ^13. 


1 14 /c 2 

Si tomamos n= 14, entonces — < 1 x 10 4 . Asi pues, s 14 = V — se 

2” jt=i 3* 

aproxima a la suma de la sérié con un error menor que 1 x 10 -4 . 

Supongamos que hemos probado que La k es absolutamente convergente 
segun el criterio de la intégral. Si / es una funciôn continua no creciente 
sobre [1, oo> tal que f(k) — \a k \, entonces para m > n 



m 

m 

m 

*k f* 


Z a k 

< Z 

kK Z 

/ = 


k = n+ 1 

k = n+ \ 

k = n+ 1 m 

k- 1 J i 


Por tanto, si la suma de la sérié es a, obtenemos la siguiente cota para el 
error de truncaciôn : 


4.3 



00 

4.4 Ejemplo. Hâllese el valor aproximado de la suma de ^ 

Jk= 1 

error de truncaciôn que no exceda a 0.1. 


1 

— con un 
k 2 


Soluciôn. 1 — 

k 2 


converge, ya que 


dx . 

— converge. Si la suma de la sérié 
x 2 
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es a , entonces de acuerdo con 4.3 


fao 


a-s„ «J 


« X 


dx 1 
n 


o 


1 


0 ^ ,2’ 
k- 1 k 


Luego, \a — s n \ no excederâ a 0.1 si n — 10. Calculando s 10 = £ 
tcnemos 

î .54 < s 10 < 1.55 . 

Como I— es una sérié con términos positivos, a es mayor que s 10 y, 
/c 


por tanto, 


1.54 < a < 1.65. 


De donde a es aproximadamente 1.6. 

Si I a k es una sérié de términos no negativos que se conoce es convergente 
mediante el criterio de la intégral, entonces nos encontramos con la acotaciôn 
mas estricta 


f< a-s„ < 


n + 1 


oc 


/• 


Asi pues, en el ejemplo 4.4 tenemos 


1 1 
^ a - s„ < - 


n 4-1 


n 


y, para n = 10, 

1.63 <c 1.54 4" -yy- <c a 1.55 H - -yo - — 1.65. 

Si {a k } es una sucesiôn no creciente de términos positivos y lim a k = 0, 

OC' 

entonces £ (—1 ) k + l a k vemos que converge de acuerdo con el criterio 

k — 1 

de la sérié alternante. Ademâs, si a es la suma de la sérié, sabemos que 
a — sup {^ 2 „} = înf {s 2n - x }. Luego, para cualquier w, 

< a < s ln + , y s 2n < a < s 2n ~ x ; 

es decir 

0 < a~s 2n < s 2n + i — s 2n = a 2n+ \ 


0 > a — s 2n -\ > s 2n s 2n ~ i — a 


■2n 


Luego, para cualquier /?, 


4.5 


a~s n <a n+l 
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Es decir, si aproximamos la suma a médian te una suma finita entonces 
el error de truncaciôn es menor que el valor absoluto del primer término 
que no se ha tenido en cuenta. 


4.6 Ejemplo. Pruébese que Z( —1) 


k+ i 


k — 2 


3fc 2 +4k 


converge y estimese a 


partir de qué valor de n la suma parcial se aproxima a la suma con un 
error de truncaciôn menor que 0.01. 


SOLUCIÔN. 

Ademas, 


Sea üv = 


k — 2 


3k 2 +4k 


. Entonces a k > 0 si k ^ 3 y lxm a k — 0. 


k —1 k—2 

a k + 1 ^ ci k o —--< —:- 

1 K - ‘.2 . in f. , n o 1.2 


3r + iofc+7 3r+4fc 
<t>3fc 2 —9/c —14 ^ 0 

ok^ 5 . 

Asi pues, para k ^ 5, { a k } es una sucesiôn no creciente de términos positivos 

\k +1 k — 2 


que converge a cero. Luego I( —1) 


3/c 2 +4k 


converge de acuerdo con 


el criterio de la sérié alternante. Si la suma de la sérié es a , entonces 


a-sJ < a„,, = 


n — 1 


'ni " -^n+ 1 - 2 


3n +10« + 7 


para n > 5. 


Tenemos 

~ - - < — o3/i 2 -90n + 107>0 

3n 2 + L0rt + 7 100 

3 (n — 15) 2 —568 >0 
o n > 29. 

Asi pues, el error de truncaciôn sera menor que 0.01 si tomamos como 
valor aproximado de a a s 29 • 

Nota. En general, las sériés condicionalmente convergentes convergen 
Ientamente y, por ello, no son rnuy adecuadas para propôsitos de 
câlculo. 


Problemas 


1. Pruébese que las siguientes sériés convergen y estimese a partir de 
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qu in podemos asegurar que la su ma s n se aproxima a la su ma de la sérié 
con un error de truncaciôn menor que el numéro que se da. 


Z rv 

10 

k - 1 1 


* 1 

b) Y ~ ; 10“ J 

^ i kl 


i k 

O X — ; 10“ 
kT\ kl 


- 3 


<0 E fï : 10 ' 

fc= 1 K 


- 3 


x 


> I 


k - i k 


x L 4 - 2 

/) I io- 4 

i , A" ,3A" 


g) I < - i 1 _A±2_ ; io-> 


or. 


/c 


fc = 1 


A: 3 +2/c 


h) I (-•) ; io 

fc -1 2 


- 3 


5. REORDENACIÔN DE SERIES 

Dos propiedades fondamentales de la adiciôn de los numéros reaies son 
las leyes asociativa y conmutativa: a + (6 + c) = (<z + 6 ) + e y ûH-/? = /? + a. 
Estas propiedades pueden extenderse a cualesquier sumas finitas por 
inducciôn matemâtica. Investigaremos ahora su extension a las sériés 
infini tas. 

Supongamos que I<a k es una sérié convergente de suma a . Si agrupamos 
los términos de esta sérié dentro de paréntesis para forrnar nuevos términos, 
entonces la sérié résultante l.b k también converge a a. Esto es fâcil ver y a 

n 

que la sucesiôn {/„}, donde î n — y h k , es una subsucesiôn de [s n } 

k = 1 
n 

donde s n = ci k . Por ejemplo, si 

k = i 

b j H- b 2 b -i, + b ^ -b ^ (^ci ] -\r ü 2 ) {u 4 . ^ a $ & b) a -j • ■ *, 

entonces ?! = s 2 , t 2 = s 3 , / 3 = s 6 , / 4 — s 7 . 

Ademàs, si Ia fc diverge a ± 00 , entonces la sérié 26* divergirâ a ± 00 . 
Sin embargo, si I a k oscila, entonces la inserciôn de paréntesis puede 
producir una sérié convergente. Por ejemplo, la sérié 

y (~n H1 = 1-1 + 1-1 + - • 

m m 1 * 

k = l 

oscila. Pero si agrupamos los términos por parejas de modo que 

I b k = X((-l)“-'+(-l) 2 *) = (l-l) + (l-l)+ •••- 

entonces obtenemos la sérié convergente cuyos términos son cero. Mirândolo 
desde otro punto de vista, si quitamos paréntesis en una sérié convergente 
entonces la nue va sérié puede divergir. 
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5.1 Ejemplo. Pruébese que el décimal periodico 0.51375 es un numéro 
racional cuando la barra sobre 375 significa que este es el grupo que se 
repite. 

Soluciôn. 


0.51375 = 0.51375375**• 

5 1 3 7 5 3 7 5 

~-{- -- -- + -- + -- + —i ■+■ -r 

10 I0 2 I0 3 10 4 10 5 10 6 10' 10 8 

3 7 5 

-4- — —1— - -4- - -4- . < • 

10 9 10 l ° 10 11 


Como esta sérié converge ^compârese con la sérié geométrica I ^ 
podemos agrupar términos. Entonces 


- I 5 

1 



~ Vio 

10 2 

51 

375 

— 


10 2 

10 5 

51 

375 

-— 

+ 

10 2 

10 5 

51 

375 

zzz - 

+ 

10 2 

10 5 

_ 51 324 
= " » 


3 7 5 

4- ( —r + —- H- 

I0 3 I0 4 10 5 


3 7 5 

+ I -7 + 7 + 


10 ° 10 


10 * 


+ 


3 7 5 

+ ( -- + -77 + -TT I + 


10 


10 


10 


10 


11 




10 8 10 


-f 


I i 


+ 


t\ 1 1 

V io 3 îo 6 


99 900 


Consideramos ahora la extension de la ley conmutativa a las sériés. 
^Podremos cambiar el orden de los términos en una sérié sin afectar la 
convergencia de la sérié ? Probaremos que podemos hacerlo si la sérié es 
absolutamente convergente. Cambiando el orden de los términos de una 
sérié se produce una nueva sérié que se llama una reordenaciôn de la sérié 
original. Es decir, I b k es una reordenaciôn de I a k si existe una trans- 
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formaciôn uno-uno / de los enteros positives sobre los enteros positivos 
tal que b k = a flk) . 

Estudiaremos primero las sériés convergentes de términos no negativos. 

5.2 Teorema. Si J.a k es una sérié de términos no negativos que converge a a , 
enfonces cualquier reordenaciôn de La k converge a c. 

n n 

Prueba. Sea l.b k una reordenaciôn de I ci k y sea s n ~ ]T a k y \ n = V t> k . 

k= 1 k = 1 

Si £/ m es el término de indice mayor en t n , entonces ^ s, n . Asi pues, para 
cualquier entero positivo n hay un entero positivo m tal que 

t n ^ s m < o. 

X 

Si hacemos ^ (X /4 converge ya que {/„} estâ superiormente 

k= l 

acotado por a ), entonces b < a. Por otra parte, I a k es una reordenaciôn 
de Hb k y, por tanto, a ^ b. Asi pues, b = a. Y esto compléta la prueba. 

Para el propôsito de extender este resultado a una sérié absolutamente 
convergente l t a k , escribiremos £4 como la diferencia de dos términos no 
negativos. Sean 




Ü k + Cl i 


y 


fl*!-*!* 


Entonces, a k = a k " — a k Como ±£4 ^ |ût a |, tenemos 

0 < a k + ^ Kl y 0 < £ 4 " < Kl. 

En realidad, si £4 es positivo, entonces a k es a k y £4” es cero. Si a k es 
negativo, entonces £4* es cero y a k ~ es — a k . 

5.3 Teorema. 5/ S,a k es una sérié absolutamente convergente cuya suma es a , 
entonces cualquier reordenaciôn de Z £4 converge a a. 

Prueba. Consideremos las sériés î.a k + y 'La k ~ donde a k + y a k ~ estân 
definidas como acabamos de explicar. Estas sériés son no negativas y los 
términos de las mismas son menores que o iguales a los términos correspon¬ 
dantes de la sérié convergente XKI- Luego, SK*" y Z <24 son sériés 
convergentes de términos no negativos y Ta k = S.a k + — 2 K~. Sea 'Lb k una 
reordenaciôn de Z £4. Entonces Z£ fc + y 'Lb k ~ son reordenaciones de las 
sériés Z £4^ y Za k ~, respectivamente; por ello, de acuerdo con el teorema 5.2 
I b k + = X a k + y Z £ 4 “ = X £4 '. Por tanto, 

I b k = Z V - y b k • = 1 a k + ~Y_a k ~ = a k . 

Y esto compléta la prueba. 
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Si La* es condicionaimente convergente (I a k converge, pero L|a*| 
diverge), entonces podemos reordenar La* de manera que se forme una 
nueva sérié L 6 * que converja a cualquier numéro real, diverja a + oo u 
oscile. Es decir, si p y q son dos piuntos cualesquiera (posiblemente ± oo) 
taies que p < q, entonces existe una reordenaciôn I b k de La* tal que 

_ n 

lim t n = p y lim t n — q donde t n = £ b k . Indicaremos cômo formar esta 

— k= 1 

reordenaciôn L/?*. 

Primero, probamos que si La* es condicionaimente convergente, entonces 
La* + y La*~ divergen. Supongamos que La* + converge. Entonces, como 
a k — a k + ~ a k, Za k ~ converge. Luego, L \a k \ converge ya que |a k | =a k + a* _ . 
Lo que contradice el hecho de que La* es condicionaimente convergente. 
Luego, La* + diverge. De un modo anâlogo podemos demostrar que La*~ 
diverge. A si pues, La* + y l^a k ~ divergen; en realidad, como ambas son 
sériés de términos no negativos, divergen a oo. Es decir, la sérié compuesta 
de los términos positivos de I,a k diverge a oo y la sérié compuesta de los 
términos negativos de La k diverge a —ce. 

Supongamos adora que p y q (p < q) son numéros reales. Formemos la 
reordenaciôn 'Lb k como sigue. Tomemos de manera ordenada exactamente 
el numéro de términos positivos de la* necesarios para que la suma obtenida 
sea mayor que q . Tômense a continuaciôn suficientes términos negativos 
para que la suma de éstos, junto con la de los términos positivos ya escogidos, 
sea menor que p . Tômense luego suficientes términos positivos para hacer 
la suma mayor que q y a continuaciôn bastantes términos negativos para 
que la suma sea de nuevo menor que p. Si contmuamos escogiendo términos 
de esta manera obtenemos la reordenaciôn £ 6 * tal que lim t n = p y lim t n — q 

n 

donde t n — ^ b k . Esta construcciôn puede efectuarse ya que la sérié de 

k = 1 

términos positivos de la* diverge a oo y la sérié de términos negativos 
diverge a —oo. El hecho de que los limites superior e inferior tengan los 
valores prescritos dépende del hecho de que lim a* = 0 . 

Si p es un numéro real, pero q es oo, entonces modificamos la construcciôn 
como sigue. En los pasos donde escogiamos exactamente el numéro de 
términos positivos necesarios para hacer que la suma fuera mayor que q , 
tomamos ahora exactamente los términos positivos necesarios para hacer 
la suma mayor que 1,2,... sucesivamente. La elecciôn de los términos 
negativos es la misma que la de la construcciôn precedente. Anâlogas 
modificaciones pueden hacerse si p ~ — oo. 


5.4 Ejemplo. 


OC 

Describase la formaciôn de una reordenaciôn de £ (—l) /c+1 

1 


1 

k 


que converja a cero. 
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00 


Soluciôn. La sérié £ (-1)' 


1 


ife+1 - es condicionaimente convergente y, por 
*= i k 

tanto, existe una reordenaciôn 'Lb k cuya suma es cero. Sea b x — I, entonces 
t\ — 1 • Tomemos a continuation los términos negativos suficientes para 
que la correspondiente suma fini ta sea negativa: 


12 

h 

f 4 
' 5 



1 

2 4 • 


Tomemos ahora suficientes numéros positivos para que la suma sea positiva: 


'6 = I 


1 

2 


J 

4 


1 _ J. _j_ 1 


6 8 1 3 24- 

Para hacer la suma negativa tomamos los términos — --fe. 


1 4 5 


i 

1 6 


! 


1 0 


I _ 1 _ 1 . 
1 2 4 


6 




_ 1 

i o 


_L _ 

1 2 


T 4 


_ 1 _ — 

I 6 


4 3 


1 6 8 0 - 


Anadiendo otro término positivo se obtiene una suma positiva: 

f _ 1 _ I _ 1_ j _L_lI_ 1_1_I_I_ i ± _ 2 0 3 

Ml 1 2 4 6 8 ' 3 10 12 14 1 6 5 1680’ 

Si continuamos la elecciôn de términos de esta manera, obtenemos la 
reordenaciôn Hb k cuya suma es cero. 


Problemas 

1 . Encuéntrese la expansion décimal de los siguientes numéros 
racionales: 

a) T ^ f b) f c) -j. 

2. Demuéstrese que cualquier numéro racional r = - donde p y q son 

<7 

enteros tiene una expansion décimal periôdica. 

3. Demuéstrese que los siguientes décimales periôdicos son numéros 
racionales representândolos en la forma - donde p y q son enteros. 

a) 0.9 b) 0.3 _ 

c) 0.127 d) 0.32594. 


4. Pruébese que todo décimal periôdico es un numéro racional. 

5. Describase la formaciôn de una reordenaciôn de £(—l) fc+l — que 
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a) converja a î b) converja a — I 

c) diverja a oo d) diverja a — oo 

e) oscile, con los puntos limites 0 y 1 . 


6 . SERIES DE FUNCIONES 


La definiciôn de una sérié de funciones es anâloga a la de una sérié de 
puntos o numéros: si {f fc } es una sucesiôn de funciones de R p a R"\ entonces 


oo 


la sérié Y f k es la sucesiôn {s n } donde s„ = Y 4- Nôtese que ahora s„ es 


k = 1 


k ~ 1 


n 


una funciôn: es la funciôn con dominio |~) @ fk y régla de correspondencia 

k — 1 

n oc 

s n (x) = Y 4(x). Si para cada x en un conjunto Y 4( x ) ( es decir, 

&=1 k - \ 

(s„(x))) converge a un punto f(x), entonces decimos que la sérié If* converge 
puntualmenîe a f sobre ê. Por ejemplo, en la introducciôn a este capituio 

oo jçk 

probamos que Y — = para cualquier nûmero real x; expresando esto 

*=o kl 


co rk 

en términos de funciones, tenemos Y 


k='o k\ 


exp. 


00 


6.1 Ejemplo. Determinese el conjunto sobre el que la sérié Y converge 
y proporciônese la suma. 


k = o 


00 


oo 


1 


Solucîôn. La sérié geométrica Y = Y l k ( x ) converge a 

k =0 k = 0 1 — X 


para 


—1, 1) Y diverge para x fuera de este intervalo. Por tanto, la sérié Z/ k 
converge puntualmente sobre < — l, 1 ) y la suma de la sérié es la funciôn 

—con dominio restringido a < — 1,1 >. 

1 -/ 


oo 

6.2 Definiciôn. La sérié Y 4 converge uniformemente a f sobre el 

k = 1 

conjunto ê si para cada s > 0, existe un numéro N tal que para todo xeê 

|s„(x)-f(x)| < s siempre que n > N. 

m- 

Es decir, converge uniformemente a f sobre ê si la sucesiôn {s„} converge 
uniformemente a f sobre S. 

Nota . A causa de la intima conexiôn entre la sérié de funciones y Lî k y 
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las sériés de valores funcionales Xf A (x), frecuentemente hablaremos 
de las sériés de valores de la funciôn como si fueran la sérié de funciones. 


a - _ 1 

6.3 Ejemplo. Pruébese que £ e kx converge uniformemente a — 

k = o 1 —e 

sobre [I, 5]. 

Sol uc ion. Sea un e > 0 cualquiera y xe[ 1, 5]. 

|s„(x)-/(x)| = 


— X 


1 — e nx 

1 


~e~" x 

\-e~ x 

1 -e'" 


1 î 


— nx 


— n 


\~e 


< 


1 -e ' 1 


< 2e 


— n 


£ £ 

Ahora bien, 2e n <e si n > — ln-, Luego si ISI = -ln-, para cualquier 

2 2 


xe[l, 5] 


Sn(x) “ 


1 — e 


— X 


< e siempre que n > N . 


■XI 


1 


Esto prueba que V e x converge uniformemente a — ; 2—- sobre [1, 5]. 

1 — e x 


k = 0 


De acuerdo con nuestra discusiôn sobre las sucesiones de funciones del 
capitulo 8, sabemos que una sérié uniformemente convergente sobre un 
conjunto S J es puntualmenle convergente sobre S, pero que una sérié que 
es puntualmente convergente sobre S no es necesariamente uniformemente 
convergente sobre S\ 

Notese que si a partir de una sucesion dada {s„} construimos la sérié L f k 
donde = sq y f k = s k -s k ^ l para k > 1, entonces esta sérié tendrâ {s,,} 
como su sucesion de sumas parciales. Asi pues, de la sucesion {/"} que es 

convergente puntualmente, pero no uniformemente convergente sobre 

00 

1 ,1] obtenemos la sérié / + ^ (I k — I k ~ l ) que exhibe el mismo 

k~ 2 

comportamiento. 

Hay un criterio para la convergencia uniforme de una sérié de funciones 
que es anâlogo al criterio de comparaciôn para la convergencia de una sérié 
de puntos. Este criterio, llamado criterio M de Weierstrass , se da en el 
siguiente teorema. 


6.4 Teorema. Si I M k converge y si |f*(x)| ^ M k para todo xe S J y para 
toda k suficientemente grande , entonces Xf fe converge ahsolutamente y 
uniformemente sobre ë. 
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Pruebà. De acuerdo con el criterio de comparaciôn (pâg. 497) £f k (x) es 

ûO 

absolutamente convergente para todo xel. Sean f(x) = V f k (x), 

A ~ 1 

s «(x) = Z **(*)> M = Z >’ Z Si i f *( x )l ^ p ara todo 

A= 1 k= 1 A = 1 

k > N x , entonces para todo xel y para todos los enteros positives » y m 
con m > n > N x tenemos 


Mx)-s„(x)| = 
Por tanto, lim 


m 


Z f *( x ) 

A r — n 4- 1 


m 


m 


< Z iC( x )l < Z = 

k = n 4- 1 A = n + 1 


|s m (x)-s„(x)| < lim (t m -t„); es decir, 

m -* x 

|f(x)-s„(x)| «S M-t n . 


Tomemos e > 0. Como lim = M, existe un numéro N > N l tal que 

n~+ oc 

M - t n < e siempre que n > N. Luego para toda xel 

|f(x)-s„(x)| < e siempre que n > N. 


Lo que demuestra que Lï k es unifonnemente convergente sobre S\ 

Ahora probaremos que si una sérié de funciones continuas converge 
uniformemente a una funciôn f sobre aigün conjunto S\ entonces f es 
continua sobre ê. 


6.5 Teorema, Si la sérié Lf k converge uniformemente sobre el conjunto S 
y cada uno de los términos ï k es una funciôn continua sobre <?f entonces la 
su ma de la sérié es una funciôn continua sobre ê. 


Prueba. La convergencia uniforme de la sérié a f es équivalente a la 
convergencia uniforme de la sucesiôn {s„} a f. Como cada uno de los 
términos f k de la sérié es una funciôn continua sobre 6% de ello résulta que 

n 

cada uno de los términos s„ = Z 4 de sucesiôn es una funciôn continua 

k = 1 

sobre S\ De donde la continuidad de f sobre S sigue del teorema 8.5, 
pâg. 483. 


6.6 Ejemplo. 

continua. 


oc 

Pruébese que la surna de la sérié Z 

A = 1 


l k 

— es una tu ne ion 
k 2 


Soluciôn. Determinarernos primero el conjunto sobre el que la sérié 


converge, es decir, los valores de x para los que Z— converge. Usando 

k 



520 


Sériés 


[Cap. 9 


ei cri ter i o de la razôn tenemos 


lim 

k x 


(k + l ) 2 



Hm jx| ( — ~ —] — |x| 

k -» x \ k H - 1 / 


y, por tanto, la sérié converge para |.x| < I y diverge para jx| > 1. Si 
x — ± 1 , el criterio de la razôn no da informaciôn alguna. Sin embargo, 

sabemos que las sériés I— y I-—j-— convergen ambas. Por tanto, la 

l k 

sérié X — converge sobre ei intervaio [— 1 , Ij. Como cada une de los 
k " 

términos de esta sérié es continuo sobre [—1, i], si podemos probar que la 
convergencia es uniforme sobre [— 1, 1] entonces, segün el teorema 6.5, 

x 4 1 

sabremos que la suma es continua sobre [— 1 , 1 ]. Pero, —- ^ — para 

k k 

l k 

todo x 6 [ — 1. 1] y para todos los enteros positivos k . Ademâs, X — converge. 

k 

Luego de acuerdo con el criterio M de Weierstrass X-^ es uniformemente 

/r 

convergente sobre [—1, 1] y, por tanto. su suma es continua sobre [—1, 1]. 



2 . Si Xf* es uniformemente convergente sobre un conjunto ê y c S\ 
pruébese que Xf fc es uniformemente convergente sobre . 

3 , Si Xf* y Xg* son uniformemente convergentes sobre un conjunto ê, 
pruébese que X(f* + g*) es uniformemente convergente sobre ê. 
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4. Pruébese que las siguientes sériés son uniformemente convergentes 
sobre los intervalos que se indican. 


X r A X 

[-*,*] *) I 

k = 1 k k - 1 

f) i <-i,±> d) y 

1 k=1 

e) Z k 2 exp k ; <-co, -£) /) X 

fc= 1 k = I 



3 71 

4 



[- 10 , 10 ]. 


5. Pruébese que Zx* es uniformeiriente convergente sobre cualquier 
intervalo [ — a, a] donde 0 < a < 1 . 


6 . Si Zf k es una sérié de fimciortes de R p en R" y f* = (/*' , ,/^ m ) > 
pruébese que Zf* es uniformemente convergente sobre un conjunto & si y 
solo si cada una de las sériés componentes Z f k j es uniformemente conver¬ 
gente sobre S. 


7. Si { f k } es una sucesiôn de funciones reales que estân acotadas y son 
distintas de cero sobre un conjunto y existen numéros K y r con r < 1 
taies que 


à + i(*) 
.fk (*) 


r 


para todo k > K y todo xeS\ 


pruébese que Z f k es uniformemente convergente sobre ê. 

8 . Si f k (x) — ( — 1 )* + 1 —-— pruébese que Z f k es uniformemente 

/c + x 2 

convergente sobre < — oo, oo). 


7. INTEGRACIÔN Y DIFERENCIACIÔN DE SERIES 


En esta secciôn, en realidad en el resto de! capitulo, consideraremos 
solamente sériés de funciones reales de una variable real. Sabemos que 
para sumas finitas la intégral de una suma es la suma de las intégrales y la 
derivada de una suma es la suma de las derivadas. Daremos ahora exten- 
siones de estas propiedades a las sériés. 


7.1 Teorema. Si la sérié Z f k converge uniformemente a fsobre el intervalo 
cerrado [a, b ] y si cada uno de los términos f k es intégrable sobre [a, b ], 


entonces / es integra b le sobre [a, b]. Àdemâs , si g n {x) 


X 


./„ y g(x) = 


%! “ 

| para xe[a, b], entonces Z g n converge uniformemente a g sobre [< a , b]. 


X 


f 
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Prulba. Este teorema es una consecuencia inmediata del teorema 
correspondiente para sucesiones (teorema 8.7. pâg. 484) usando el hecho de 

n 

que si cada f k es intégrable sobre [a , b~\ entonces s n — £ f k es intégrable 


k = 1 


n •; x 


sobre [a, b] e ,s„ = X A ■ 

J u k= 1 J a 

El teorema 7.1 implica que si I f k converge uniformemente a/ sobre [ a . b] 
y cada uno de los términos f k es intégrable sobre [a. b] entonces / es 
intégrable sobre [a. b] e 

% b x 'b 

f = Z A • 

J « k~ \ J u 

Este resultado a veces se enuncia como signe: una sérié uniformemente 
convergente de funciones intégrables sobre un intervalo cerrado puede 
integrarse término a término sobre este intervalo. 


x k 


7.2 Ejemplo. Pruébese que In- ~ X — para x e<-U>. 

1 — X k= 1 k 


Sol u ci on. Mediante nuestra discusiôn de las sériés geométricas supimos 
que 

1 x 

- — y l k sobre <—1,1). 

1 - / fc = o 

Supongamos que .,ve[ 0 , 1 ). Como para cualquier /e[ 0 , x], \t k \ Ci x k y iC 
converge. I es uniformemente convergente sobre [ 0 , x] segün el criterio M 
de Weierstrass. De donde esta sérié puede integrarse término a término 
sobre el intervalo [0. x] por lo que obtenemos 


— = I / 

0 1—/ k- 0 0 


. k 4- 1 


in —■— = y -— = X - 
1 — x k = o k 4- 1 fc = i k 


Si xe< — 1 , 0 ). entonces podemos probar que Y.f k es uniformemente 
convergente sobre [x, 0] de un modo anâlogo; para cualquier te[x, 0], 
|/*| ^ \x\ k y I |x| À converge. Por tanto. 


x r o 


A- 1 — / fc - 0 „ X 


.k - 1 


i k - 


X 

k = o k+ 1 
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, 1 * 
m- = ) — 

1 — X i k 


En el ejemplo 7.2, podiamos haber enunciado que 


l 


= z 


x x k 


_ para 

1 — X k = 1 k 

xe[—1, 1). Sin embargo, cuando induimos el punto —1 en el intervalo, 
la soluciôn exige algo mas que una aplicaciôn directa del teorema 7.1. 

oc .k 

Si xg[ — 1 ,0), entonces £ ™ es una sérié alternante que converge a, 

k= 1 k 

digamos, /(x). Entonces, de acuerdo con 4.5, pâg. 510, 

n + 1 


\.i\x)-s„(x)\ < 


X 


< 


1 


~E 1 n + 1 


Asi pues, para 8 > 0 existe un numéro N [ a saber, N = - ] tal que para 
todo xe[— 1, 0) 

|/(x) — s„(x)| < s siempre que n > N. 

I k 

Esto prueba que I— es uniformemente convergente sobre [—1,0) y, por 

k 

tanto, su suma es continua sobre [—1,, 0). Por ello, 

/(—1) = Hm /(x) = Hm ln —— — ln ^ 


x —* — 1 


1 —X 


Hemos, pues, probado que 


ln 


l 


1 —x 


oc 


= I 

k= 1 



para x g [ — 1 , t ) 


y, en particular, 


o bien 


* ( - 1 ) k 

m= z 4^ 

k= 1 k 


go / i \k + 1 


ln 2 = £ 


(- 1 ) 


k - 1 


De acuerdo con el teorema sobre diferenciaciôn de una sucesiôn de 
funciones (teorema 8.9, pâg. 486) obtenemos el teorema correspondiente 
sobre diferenciaciôn de una sérié de funciones. 
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7.3 Teorema. Si Z f k converge a f sobre [a, /’], si cada una de las derivadas J k ' 
es continua sobre [a, b], y si Z f k converge uniformémente sobre [a, b], 
enfonces f' = Z f k sobre [a. b]. 


Prueba. Como la derivada de una suma es la suma de las derivadas, este 
teorema es una consecuencia inmediata del teorema 8.9, pâg. 486. 

1 x 

7.4 Ejemplo. Pruébese que - - = Y kx k ! paraxe(—i, 1). 

(1 — x) 2 fc= i 

Solution. Sabemos que 

I j 

-= Y xk para xe ( — î, 1 ). 

1 — x * = 0 


Consideremos ahora la sérié de derivadas: 
de la razôn, tenemos 


V kx k ~\ 

k= 1 


Usando el criterio 


lîm 

k oc 


(/c+ l)x* 
kx k ~ 




y, por tanto, Y 1 converge para xe< — 1, 1). Tomemos un punto 

k = 1 

cualquiera xe(- 1, 1) y una a tal que \x\ < a < 1 . Como para cualquier 

X 

ie[~a,a], \kt k ~~ l \ < ka k 1 y Y ka k ~ 1 converge, ei criterio M de Weierstrass 

k = 1 

x 

nos dice que Y k/ k ~ ] es uniformemente convergente sobre [-a, a]. Por 

k = 1 

tanto, segün el teorema 7.3 

---= Y kl k sobre [ — a, a] . 

( 1 — / ) 2 fc = i 

Asi pues, para cada xe< — 1, 1> 

1 

( 1 - x) 2 


x 


Z kx 


k~ 1 


k = 1 


Problemas 

1. Pruébese que 

a) t (-l)*x 2 * = — 3 

k = O 1 H - X 


sobre ( — 1,1). 



7] 


Integraciôn y diferenciaciôn de sériés 


525 


Sugerencia . I k ( — x 2 ) = (-1 ) k x 2k . 

b) La convergencia de esta sérié es uniforme sobre cualquier inter- 
valo [ — a, a] donde 0 < a < 1 . 


O 0 


c) arctan x = Y. 


( - 1 y 


24 + i 


k = o 2 k 4 - 1 


sobre < — 1 , I ) 


00 ( — H* 

d) Y ~—- * 2/c+1 es uniformemente convergente sobre [ 0 . 1 ] 


k - o 2 k H~ t 

.71 . * (- 1 / 

e) — — arctan 1 = ) - 

4 k= o 2fe+ 1 


2. Pruébese que 


fl) 


b) 


1 

(1 

-X ) 3 


1 

(1 

-x ) 4 ~ 

Si 

m es un 


1 


OO 

S 

4 = 0 
00 

Z 

4 = 0 


(/c + 2) (/c H- ! ) k 


x sobre <— 1 , 1 ) 


iMHk+iHk+n xk sobre< _ u> 

3! 


d-x) m 


OO 


4 = 0 


(fc + m— l)(/c + m— 2 ) •••(/c+ 1 ) * 
-x sobre < — 1 , 1 > 

(m — 1 ) ! 


3. Verifîquese que 

'M OO 


a) 


1 00 I 1 

X - ÿ dx = Y ” arctan - 

o fc = i k + x k = \ k k 


b) 


n ® sen /ex J * 2 

I — rr- dx = I 


o 4=1 k‘ 


4 = i ( 2 k — 1 )' 


00 X* 


* X* 


c) — = Z — > P ara toda x 

k = o /c! fc = o /c! 


00 


d) D x Z (-1) 


k+ 1 


X 


24- 1 


oo 24 

x 


k= 1 


(2fc— 1) ! 4 = o 


= i c-iy 


(2 /c) ! 


, para toda x 


00 J 

4. Si £(s) = Y — para s > 1 , pruébese que 

*= 1 k s 


OC: 


w , \ In /c 

4 (s) = - L —— para s > I 

4= i k 
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8. SERIE DE TAYLOR 

8.1 Définition. Si la funciôn f tiene derivadas de todos los ôrdenes en el 

* f {k) (x ) 

punto x 0 , entonces la sérié - — (I — x 0 ) k se Itama sérié de Taylor 

k = o k ! 

de f alrededor de x 0 . 

8.2 Ejemplo. Proporciônese la formula de Taylor de la funciôn seno 
alrededor de 0. 

Soluciôn. Si f = sen, entonces / n) = cos, f {2) = — sen, / (3) = —cos, 
/ (4) = sen, y, en general, f (4k] = sen, / (4fc+n — cos, / (4fc + 2) — —sen, 
/ (4k + 3) = -cos. Por tanto, / (4k) (0) = 0, / (4k+!) (0) = 1, / <4k + 2) (0) = 0, 
/(4* + 3) (oj = _ ] y i a S erie de Taylor del seno alrededor de 0 es 1 

o+/+o- — / 3 +o + — / 5 + ... = y (-l) / 2 * +l . 

3! 5! * = 0 (2 A' h 1 ) ! 

Para définir la sérié de Taylor de una funciôn / alrededor de algün 
punto x 0 , todo lo que necesitamos es la existencia de todas las derivadas 
de/en x 0 . Sin embargo, es posible que la sérié résultante no converja en 
ningün punto distinto del x 0 e incluso si la sérié converge en otros puntos 
puede ser que no converja al valor que la funciôn/toma en esos puntos 
(problema 5). Ahora estudiemos bajo qué condiciones la sérié de Taylor 
de una funciôn / converge a / 

Por el teorema de Taylor supimos que si la funciôn / tiene derivadas de 
todo orden sobre un intervalo J y x 0 e J , entonces, para cualquier xe J 
y para cualquier entero positive n 

f{x)= I L^2l (x - Xo f + Rn(x) 

k = o kl 

donde 

r„u) = —i- x 

( n — 1 ) ! J *o 

Es, pues, claro que la sérié de Taylor de f alrededor de x 0 converge a f en un 
punto xe J si y solo si lîm R,X x ) = 0. 

n -* x 

En la determinaciôn del limite de R n (x) es usualmente conveniente 

1 A la sérié de Taylor de una funciôn / alrededor de 0, es habituai llamarla sérié 
de Mac Laurin de f. [N. del T.] 



8] 


Sérié de Taylor 


527 


emplear la forma de Lagrange para el residuo: 


R„(x) 


r\c n ) 


(x-x 0 r 


n ! 


para algun c n entre x y x 0 si x ^ x 0 . 

8.3 Ejemplo. Pruébese que la sérié de Taylor del seno alrededor de 0 
converge al seno en toda la recta real. 


Soluciôn. Como el seno tiene derivadas de todos los ôrdenes sobre toda 
la recta real, tenemos, para cualquier xe R y para cualquier entero positivo /?, 


n - 1 

sen x — Y 
k = o 


( 0 x 2k+ ] 

(2/c+DÎ 


+ &2n+ 1 00 


CO S C 

donde R 2 „+\{ 0) = 0 y FC ft + Jx) ± -- — ln±A x 2n+l p ara algun c 2n +\ entre 

(2n + 1 )! 

0 y x si x ^ 0, Asi pues, para cualquier xe R, 


Rln+ 1 OOl ^ 


2n + 1 


(2n + 1) ! 


y, por tanto, lim R„(x) = 0. Lo que prueba que 


n~* x 


oc 


sen x = Y 


(-1 y 


, 2k + | 


k = o ( 2 k + 1 ) ! 


para cualquier numéro real x, 


luego. 


'X 


sen 


= I 


(-ir ^*1 


“o (2 k + 1 ) ! 


En algunos casos, es otra forma del residuo, la llama forma de Cauchy , 
la que résulta adecuada para la determinaciôn de lim R n (x). La forma de 


n -* x 


Cauchy puede derivarse de la forma intégral del residuo mediante el uso 
del primer teorema del valor medio para intégrales: si x ^ x 0 


R„(x) = 


1 


(w-1)! J 


f {n \t){x-lf-' dt 


n - 1 


Xü 


(n-l)l 


1 f w (c n )(x-c a )"-' 


dt 


J X 0 
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f""(Cn)(x-cS~ l (X-X 0 ) 


( n — I ) 


don de c n es un numéro entre x y x 0 
8.4 Ejemplo. Pruébese que 


, i ! \a i , v a ^ 1 ) 4 ' * ( a k-\- \) k 

(1+x) = 1 + > -X 

a = i k ! 


para cualquier xe< — I, 1) y para cualquier numéro real a. Se ilama a ésta 
sérié binomial. 

Soluciôn. Sea f(x) = (1 +*)“. Tenemos, entonces: 


J 11 ‘{x) — a(\ T- x) a f i2) (x) = a (a— 1) ( 1 — x) 


>a — 2 


y, en general. 


f {k) (x) — a(a — 1 ) • ■ (a — k + 1 ) (1 +x) 


a — k 


Asî pues, ia sérié de Taylor de / alrededor de 0 es 

! + y a(a-l)---(a-k+\) [k 

i ~, k i 

Usando la forma de Cauchy para el residuo, tenemos 

R.M - +0 -(.,- t „r 1 x 

< « — 1 ) ! 


donde c„ esta entre 0 y ,v. Sea c n — 0x, entonces #e<0, I) y 


RnW 


a (a — I ) (a — n + I ) / I— 0 


( n - 1 ) ! 


1 +Üx 


(1 +0x)°-'x n . 


\ — Q n ~ 1 

Supongamos ahora que xe( - 1,1). Entonces - < 1. Ademâs, 

i+Ox 

s' a > 1, 


|1 +0x\ a ~ l (1 +|x|) 


a — 1 


y si a < 1, 


|l + 0x| 


(l-|x|)‘ 


, a (a — 1 ) ■ •• (a — n + 1 ) , „ 

Rjx) ^ (1 ± x )“ 1 —--- X" 

(«-D! 


Por tanto 
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y Hm R n (x) = 0 ya que 


tt~* OC 


ltm 

N ^ CO 


a(a — 1) ••• (a — n + 1) 
(« — !)! 



Esto prueba que 


(1 + *)“ 


ce 


1 + I 

k= l 


a (a — l)---(a — fc+1) k 

"""" 11,1 X 

k ! 


para cuaiquier xe< — 1, J). Si a es un entero positivo, entonces la anterior 
sérié se reduce a una suma finita y lo que tenemos es simplemente el teorema 
del binomio. 

Las funciones que son la suma de su sérié de Taylor constituyen una 
clase importante de funciones y tierien un nombre: funciones anahticas. 

8.5 Définition. La fune ion f es analitica en un punto x 0 si hay un inîervalo 
abierîo J que contiene a x 0 ta! que f tiene derivadas de todos los ôrdenes 
en J y 

ra todo xe/. 


OC 


/ (t) (x 0 ) 
k ! 


m = i 

ft = o 


( X-X 0 ) pa 


En los ejemplos 8.3 y 8.4 mostramos que la funciôn seno y la funciôn f 
definida por f(x) — (1 +x) ü son analiticas en 0. 

Problemas 


1. Hâllense los primeros cuatro términos de la sérié de Taylor de las 
siguientes funciones alrededor de los puntos que se indican. 


a) 

cos; 0 

b) 

tan ; 0 




J 

c) 

sec; 0 

à) 

-r ; 1 




l -l 2 


1 , 


n 

e) 

i 

f) 

cos; - . 


/ 


2 


2. Proporciônese la sérié de Taylor de la funciôn coseno alrededor de 0 
y pruébese que converge a coseno sobre toda la recta real. 

3. Proporciônese la sérié de Taylor de In alrededor de 1 y pruébese que 
converge a In sobre <0, 2]. 

Sugerencia: üsese la forma de Cauchy del residuo. 


4. Pruébese que 
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a) (1 +/)-* = I + y ( .. JH i) -( î ~k + 1) ^ sobre<— 1,1> 

/c = i kl 


2\ — 


b) (1-xO 


X 


1 + 1 (- 1 ) 


k V 


(-*)(-$)••■( 


2 ^+n. 2fc 


/c= 1 


k ! 


X , X G < — 1, 1 ) 


c) La convergencia de la sérié de la parte b es uniforme sobre 
cualquier intervalo [-a, a] donde 0 < a < L 
d ) arcsen x 


■X 


= x + X (-D 

k = 1 


k ( 2 ) ( 2 ) ' * * ( 2 


khi) 


k! (2/c + l) 


x 


2k -f 1 


X G < 1, 1>. 


p) Escribanse los primeros cuatro términos distintos de cero de la 
sérié de Taylor de arcsen alrededor de 0 y compârense con 
la sérié de parte d . 

5. Sea / la funciôn definida por /(O) = 0 y f(x) = é ,_(1/Jc2) , si x / 0. 
Proporciônese la sérié de Taylor de /‘alrededor de 0. /Para que valores de x 
converge la sérié de Taylor a /(x)? 

6. Pruébese que las siguientes funciones son analiticas sobre toda 
la recta real: 

a) exp b) sen c) cos. 

7. Si f y g son analiticas en x 0 , pruébese que f+g es analitica en x 0 . 


9. SERIES DE POTENCIAS 


9.1 Definicion. Un a sérié de la forma V a k (I — x 0 ) k se dama sérié de 
potencias en J — x Q . k==() 

Asi pues, la sérié de Taylor de una funciôn alrededor del punto x 0 es una 
sérié de potencias en / — x 0 . En realidad, toda sérié de potencias que 
converge en mas de un punto es una sérié de Taylor. Probaremos esta 
afirmaciôn posteriormente. 

X 

Consideremos ahora la convergencia de la sérié X a k (x-x 0 ) k . 

k = 0 

Claramente esta sérié converge para x — x 0 . Usamos el criterio de la raiz 

para determinar si la sene converge en otros puntos. Si lim \a k \ l/k — oo 
^ntonces para x ^ x 0 

lim (\a k \ |x — x 0 | fc ) 1/ * = oo 
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y, por tanto, I a k (I—x 0 ) k converge solamente en el punto x Q . Si 
Üm \a k \ lfk < oo, entonces 

Üm \x — x 0 |*) 1/A = Üm \a k \ l/k \x — x 0 \. 

Asi pues, si üm \a k \ 1/k = 0 entonces La k (I — x 0 ) k es absolutamente conver¬ 
gente en toda la recta real. Si 0 < üm \a k \ i!k < oo, entonces Y.a k (I—x 0 ) k 

es absolutamente convergente cuando |x —x 0 | <--- y es divergente 

lim \a k \ llk 

cuando |x —x 0 i >-!-Enunciaremos en forma de teorema lo que 

üm \a k \ l/k 

acabamos de probar. 

_ oo 

9.2 Teorema. SiÜm|a fc | l/k = oo, entonces a k (I~ x 0 ) k converge solamente 

_ k — O 

en el punto x 0 . Si Üm ]û*| 1/fc = 0, entonces La k (l~~x 0 ) k es absolutamente 

convergente sobre < — oo, oo). Si 0 < Üm \a k \ l/fc < oo y r =---, 

üm \a k \ l/k 

entonces 'La k (I — x 0 ) k es absolutamente convergente sobre (x 0 ~r, x 0 + r) y 
es divergente sobre 

< — oo, x 0 — r} u <(x 0 4-r, oo>. 

Asi pues, si Üm \a k \ iJk < oo, 'La k (I~x 0 ) k es absolutamente convergente 
sobre un intervalo abierto: o < — oo, oo) o <x 0 — r, x 0 + r). Este intervalo 
se llarna el intervalo de convergencia de la sérié. Si el intervalo de conver- 
gencia es el intervalo finito (x 0 — r, x 0 -fr), el teorema 9.2 nada nos dice 
sobre la convergencia de la sérié en los puntos extremos x 0 — r y x 0 -br. 
La sérié puede convergir o divergir en estos puntos; la convergencia en 
estos puntos debe investigarse para cada caso particular de sérié de 
potencias que se considéré. 

9.3 Ejemplo. Determinese ei conjunto sobre el que cada una de estas 
sériés de potencias converge: 

a) £ k k (l-2f 

k = 0 

OC | 

d) I -— /* 

k = o (k+ 1 )2 k 

SOLUCIÔN 

a) Como Üm (k k ) l/k = oo, Lk k (I— 2) k converge solamente en el punto 2. 


b) I —— - k (I + D k 

k = o ( le -f-1 ^ 


I T k I' 

k = 0 2 


e) I- —I 

k = o (k+l) 2 2 k 
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b) Como lim 


< — oo, oo ). 


1 


.(HlfJ 


\/k 


0, X 


(fc+iy 


(7 + 3)* converge 


sobre 


— / 1 \ l;k l i 

c) Como lim — = - , el intervalo de convergencia de I — /* es 

\2V 2 B 2* 

(—2, 2). Investiguemos ahora la convergencia en los puntos —2 y 2. 
Como 


JO 


I * I 

1 -k/ ^\ V / 1 x/c V' 1 tk 


I 7*n-2) = I (-1)* y I ^/‘(2) = X 1 

k = 0 2 l- = ^ i - r 


k = 0 


A = o 2' 


A = 0 


la sérié diverge tanto en uno como en otro puntos. Por tanto, 
Z — 7 fc converge sobre ( — 2, 2). 


d) Como lim 


1 


(/c -H )2 J 


1/A 1 

= -, el intervalo de convergencia de 


( k -b 1)2 
lenemos 


J k es < —2. 2). investigando la convergencia en —2 y 2 




I - 

A = 0 (/c + 1)2' 


X. 


l\-2) = X (-1)' 


k- 0 


k + 1 


y 


oc- 


I 


a = o ( k + 1 ) 2 


i 00 ! 

; I h ( 2) = X 


a = o A: -h 1 


Por tanto, X 


<A + 1)2* 
esla sérié converge en [ — 2, 2). 


I k converge en —2 y diverge en 2 y, por tanto. 


e) Como lim 


1 


[_( A + 1 ) 2 2 k 


1 ik 


1 


, el intervalo de convergencia de 


X 


(k+\) 2 l k 
tenemos 


/ es < —2, 2). Investigando la convergencia en —2 y 2, 


I 


k = 0 


1 

(k+\) 2 2 k 


I k {—2) = X (-D*- 

* = 0 (A+l) 
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y 


OC 


I 


I 


I k ( 2) 


2 


k=o (k+ \y2 


(/c+l ) 2 


sériés que, ambas, convergen. Por tanto, I-— i k converge 

(k + 1 ) 2 2 k 

sobre [ — 2, 2], 

9.4 Teorema. Si J es el intervalo de convergencia de Ha k (I — x 0 ) k , enfonces 
Ha k {I~x 0 ) k es uniformemente convergente sobre cualquier intervalo cerrado 
conîenido en J . 


Prueba. Consideremos un intervalo cerrado [a, b] c; </. Para todo xeja, b\, 

|x — x 0 1 ^ \a — x 0 | o \x~x 0 \ ^ \b — x 0 |, 


segün cuâl sea el mayor. Supongamos que \b — x 0 \ es el mâximo entre 
|a —x 0 | y \b — x 0 |. Entonces \a k (x — x 0 f | ^ \a k (b — x 0 ) k \ para toda xe[a, b] y, 
como L\a k (b~ x 0 )*| converge, I a k (I—x 0 ) k es uniformemente convergente 
sobre [a, b] segün el criterio M de Weierstrass. 

De acuerdo con el teorema 9.4, lo anterior nos dice que sobre el intervalo 
de convergencia la suma de una sérié de potencias es continua. Supongamos 
que el intervalo de convergencia de la sérié Xa k (I—x 0 ) k es J. Clarâmente 
cada uno de los términos de esta sérié es continuo sobre J. Ademâs, 
si xe/, entonces existe un intervalo cerrado [a, b] tal que xe[a, b\ c J. 
Por tanto, usando el teorema 6.5, pâg. 519, tenemos: la suma de la sérié de 
potencias Z a k (1 — x 0 ) k es continua sobre su intervalo de convergencia. 

Usando el teorema 9.4 y el teorema 7.1, pâg. 521, obtenemos: una sérié de 
potencias puede integrarse término a têrmino sobre cualquier intervalo cerrado 

CO 

contenido en su intervalo de convergencia. Es decir, si / = a k {I~x 0 ) k 

k = 0 

y [ a , b] esta contenido en el intervalo de convergencia de esta sérié, entonces 



rb 


a 


X 0 ) 


oc 


I a k 

k = Q 


(fr-x 0 )* +1 -(«-x 0 )* +l 
k+ 1 


Cx 




9.5 Ejemplo. Exprésese 
potencias en /. 


o 


e dt como el valor en x de una sérié de 
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Solution. Como 

" J k 

exp = ) — sobre < — oo, oo>, 

k% kl 

j ( — \ j k t 2k 

e~ 1 ' — Y -- para todo t g < - oc, oo) 

k-0 kl 

Por tanto 


t~ 


dt 


0 


I 

k = 0 J 


( -1 y 


X 


+ 1 


t 2k dt - y (-i) k --- 

o kl k = o (2k+l)kl 


Probaremos ahora que una sérié de potencias Y a kU~~ x o) k P ue< de 

k — 0 

difereneiarse ter mina a termina sobre su in ter va lo de convergencia. 

X 

Demostraremos primero que la sérié de las derivadas X ka k {I ,v 0 ) 1 ! 

k = 1 

tiene el mismo intervalo de convergencia que la sérié original. Esto es 

cierto, ya que lim/c I/fc = 1 implica que Hm \ka k \ 1/k = lim \a k \ l/k . Si ei 
intervalo comün de convergencia es J, entonces, para cualquier xe J hay 
un intervalo cerrado [a, b] tal que xe[a, b] ci J. Segün el teorema 9.4, 

X. 

Y ka k (J — x 0 ) k_1 es unjformemente convergente sobre [a, b] y, por tanto, 

k= 1 

x 

segün el teorema 7.3, pâg. 524. si f = V a k {J — x 0 ) k entonces 

k~ 1 

x 

/' = x ka k (l-x 0 ) k ~' . 

k = 1 

Hemos, pues, probado el siguiente teorema. 


9.6 Teorema. Si una sérié de potencias tiene ei intervalo de convergencia ÿ, 
entonces la suma de la sérié es continua sobre la sérié puede integrarse 
îérmino a término sobre cualquier intervalo cerrado contenido en y la 
sérié puede difereneiarse término a término en J. 

El teorema que sigue es una consecuencia inmediata del anterior teorema. 

9.7 Teorema. Si la sérié de potencias I a k {I— x 0 ) k tiene el intervalo de 
convergencia J y su suma es /, entonces esta sérié es la sérié de Taylor 
de f aire de do r de x 0 . 


Prueba. 
de x 0 , 


Para probar que I ■a k {I — x Q ) k es la sérié de Taylor de/alrededor 


debemos demostrar que a k = 


r'(xo) 

kl 


. Claramente j\x 0 ) — a 0 . 
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Como la sérié puede diferenciarse término a término sobre es decir, como 

/' = Z ka k (I-x 0 ) k ~' 

k= 1 

sobre f, tenemos f'(x 0 ) — a { . La sérié de derivadas es también una sérié 
de potencias con intervalo de convergencia J y, por tanto, puede diferen¬ 
ciarse término a término sobre ÿ : 


GO 


rtt 


j = 


Z k(k-\) a k (I-x 0 ) 

k= 2 


k~ 2 


sobre J. Por tanto, /"(x 0 ) = 2 la 2 - Continuando de esta manera podemos 

demostrar que a k — ~f (k) (x 0 ) para cualquier entero positivo /c. (Se puede 

k 


probar por inducciôn matemâtica.) Y esto compléta la prueba. 

Este teorema prueba que la representaciôn de una funciôn por una sérié 
de potencias en /— x 0 es ünica: cualquier representaciôn de una funciôn por 
una sérié de potencias en I — x 0 es la sérié de Taylor de la funciôn 
alrededor de x 0 . Asi pues, si 


QO 


00 


Z a k(l-x 0 f = Z b k(l-xo) 

fc = 0 fc = 0 


k 


en alguna vecindad de x 0 , entonces a k = b k {k = 0, 1, ...). Ademâs, para 
encontrar la sérié de Taylor de una funciôn, no es necesario que los 


coeficientes se caiculen mediante la formula a k 


~~ f {k) (x o)- Frecuentemente 
kl 


hay una forma mas fâcil de obtener una representaciôn en sérié de potencias 
de una funciôn y no importa como se obtenga la sérié de potencias, esa 
sérié es la sérié de Taylor de /. 


9.8 Ejemplo. Obténgase la sérié de Taylor alrededor de 0 de la funciôn/ 

definida por I(X) = -7- • 

3x‘ + 2 


Soluciôn. Como 


1 


l-/ 


QO 


= Z I k 

k = 0 


y 



î 

3x 2 + 2 



1 



3 

2 
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tenemos 



oc. 


I 

k = 0 



■j. 


x <-i) 1 

fc = 0 


3 


fc 



X 


2fc 


y 


/= i (-»' 


fc = 0 


>fc + 1 



Los teoremas 9.6 y 9.7 tienen interpretaciones interesantes en términos 
de funciones analiticas. El teorema 9.7 implica que si la sérié de potencias 
Y.a k {I— x 0 f tiene un intervalo de convergencia, entonces la suma de la 
sérié es analitica en x 0 . Este teorema también implica que si/es analitica en 
x 0 , entonces / tiene una representacion ünica como una sérié de potencias 
en / — x 0 . Del teorema 9.6 se deduce que si/ es analitica en x 0 , entonces 
todas las derivadas de / son analiticas en x 0 . 


Problemas 

1. Pruébese que si lim 


a 


k + 1 


C/i 


= x>, entonces I a k (I — x 0 ) k converge 


solamente en el punto x 0 . Si üm 


a 


k + 1 


a i 


= 0, entonces 'La k (i—x 0 ) k es 


absolutamente convergente en < — oo, oo). Si 0 < lim 


a k+ 1 


Cli 


< oo y 


r = üm 


a, 


a 


k + 1 


, entonces I a k (I — x 0 ) k es absolutamente convergente 


sobre (x 0 -r, x 0 + r) y es divergente sobre < — oo, x 0 — r> u <x 0 + r, oq>. 

2. Determinese el conjunto sobre el que cada una de estas sériés de 
potencias converge : 


a 


I 

k 2 {l + 1)* 

b) 

X 

k = 0 



k = 0 

y. 

X 

k ! I k 

(1 ) 

:x 

X 

fc - 0 

x 

k + 1 . 

r \ 

fc = o 

X 

\T“ 


1 


/ 


/ 


f) I e k l k . 


*=, J< 3 + 4A- 


k = 0 


3. Proporcionese la sérié de Taylor de las siguientes funciones alrededor 
del punto que en cada caso se indica: 


a) f(x) - 


1 


x T 5 


; 0 


b) /(x) 


x + 5 


; 1 
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c) f(x) = 


x 2 + x — 2 


; o 


d) senh; 0 


e) cosh ; 0 


/) 


sen x 

J (x) =-; 0 


g ) f(x ) = sen x 2 ; 0 


/(O) = 1 

A) /« = a x ; 0 (a > 0) 


4 . Proporciônese la sérié de Taylor alrededor de 0 para cada una de las 
siguientes funciones : 


a) 


c) 


sen t 


dt 


o t 


x 1 — cos t 
0 t 


dt 


b) 


d) 


sen t 2 dt 


o 




o t 


dt 


5. Pruébese que : 


sen x 

a) lim -= 1 

x-0 X 


xi _ xt 

c) lim ---— = 2x 

t-*o t 


b) un Lif2ü , o 

x—> 0 X 


d) lim --- 

jc-*0 X 


ln a 


é) lim /(x, ÿ) = 0 donde /(x, y) = - sen xy, y ^ 0 y/(x, 0) = x. 
(x,y)-(0,0) y 


6 . Pruébese que : 

a) Si f = ^a k I k sobre < —r, y /es una funciôn par, es decir, si se 
tiene /(x) = /( — x) para toda xe< — r, r} y entonces a 2n+x = 0 
(n = 0, 1, ...). Asi pues, la sérié de potencias es en este caso una 
sérié de potencias pares de I. 

b ) Si / = Za k I k sobre < — r, r) y / es una funciôn impar, es decir, 
/( — x) = -/(x), entonces a ln — 0 (n = 1,2, ...). La sérié de 
potencias es, pues, una sérié de potencias impares de L 

7. Encuéntrese la suma de 


OO 

a) E 


k= 1 


k 

3* 


oo 

*> E 


1 
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10. MULTIPLICACIÔN DE SERIES DE POTENCIAS 

La expansion en sérié de potencias de un producto fg de funciones puede 
obtenerse multiplicando la sérié de potencias para/por la sérié de potencias 
para g. Esta multiplicaciôn de sériés de potencias es anâloga a la multi- 
plicaciôn de polinomios. Es decir, si f = Ha k I k y g = ?Lb k ! k , entonces 

f g = (a 0 4- a , / + a 2 î^ 4- ••*) {b 0 + b+ b 2 l 2 + *•■) 


— a 0 b 0 -\-{a 0 b^ + b 0 )l +(a 0 b 2 J r a r b 1 4 - a 2 b 0 )I 2 4 - 

oc k 

= Z c k I k donde c* = £ 

k = 0 / = 0 

Con el fin de justificar esta multiplicaciôn de sériés de potencias 
probaremos el siguiente teorema. 


10.1 Teorema. 

sumas a y b re 


oc 


ce 


Si Y a k y / b k son sériés absolutamente convergentes con 

k = 0 k = 0 

oc. k 

spectivamente , entonces £ ty = ab donde c k = a j b k _ j . 


Jt = 0 


7 = 0 


Prueba. Ordenemos los productos a .6* en sérié como sigue 

10.2 a 0 /? 0 -h^o^i +^i + i b 0 + + b 2 ~\-a 2 b 2 y-a 2 b x + a 2 b 0 4- 

Consideremos ahora las sériés cuyos términos son los valores absolutos 
de los términos de 10.2. Cualquiera de las sumas fini tas de esta sérié sera 
menor que o igual a 

(Â M )(Ây 

Por tanto, la sérié 10.2 es absolutamente convergente. Probemos ahora que 
la suma de 10.2 es ab. Sea t n la suma de los primeros n términos de 10.2. 
Entonces 

v = / (i b k ) 

\k = 0 / \fc = 0 / 

y, por tanto, lim t n2 = ab. Como {t n } converge y la subsucesiôn {t n2 } 

k 

converge a ab , lim t n = ab. Obsérvese que la sérié I c k donde c k = ^ a jbk-j 

j = o 

puede obtenerse de la 10.2 por reordenaciôn de términos e inserciôn de 
paréntesis. Como estas operaciones no afectan la suma de una sérié 
absolutamente convergente, l.c k = ab. 

Aplicamos ahora este teorema a la multiplicaciôn de sériés de potencias. 
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10.3 Corolario. Si f = Ha k (I— x 0 ) k sobre el intervalo abierîo J y 
g = IM/- x 0 ) k sobre el intervalo abierto «/', enfonces sobre J n 

k 

J g = lc k (I-x 0 ) k donde c k = £ • 

7 = 0 

Prueba. Si xe ÿ c\ J’, entonces Læ*(x —Xq)* y I^(a — x 0 )* son absoluta- 
mente convergentes. Por tanto, segün el teorema 10.1, 

k 

f(x)g(x) = Ec*(x-x 0 )* donde c k = y a j b k _ j . 

7 = 0 

Y esto compléta la prueba. 

El corolario 10.3 implica que si / y g son analiticas en x 0 , entonces su 
producto es fg es analitica en x 0 . 

10.4 Ejemplo. Proporciônense los primeros cuatro términos distintos de 
cero de la expansion en sérié de potencias alrededor de 0 de e x sen x. 


SOLUCIÔN. 


x f x 2 X 3 X 4 X 5 

e sen x = ( 1 + x + — + — + — H- — -b 

\ 2! 3! 4! 5! 



— x H~ x + 





x 


4 


\ 1 1 \ 5 

+-+ — |x 5 4- 

Vl 20 12 24, 


7 1 "3 1 s 

— X"f"X ■4~ — x — — x 4" • • ■ 

3 30 

Esta expansion en sérié de potencias es valida sobre toda la recta real. 

10.5 Ejemplo. Proporciônese la expansion en sérié de potencias alrededor 
de 0 de sen 2 . 


ce 


2 k+ 1 


Soluciôn. Como sen — £ (-1)* 


y esta expansion es valida 


k - o (2 k + 1 ) ! 

sobre toda la recta real, podemos obtener la sérié de potencias para sen 2 
por multiplicaciôn y esta expansion serâ valida para toda la recta real. 


OO 


/ 


2k + ] 


ce 


sen " = Z ( -1 r 

\*=o ( 2 /c+l)!/ V“o 


Z (-1)“; 


/ 


2k -f 1 


(2/c+l)!, 
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y (y (-1 Y \ f 2H2 

* = 0 \Po (2j+\) \ (2(k—j)+ 1) !/ 


oc 


= Z 


(- 1 )' 


a = o (2 k -f 2) ! L 



■2fc+ 2 


ce 


= I 


( - iy 


fc = o (2/c + 2) ! L î=o V 1 


' 2l y' 12 k+l 


I 


2k+ 2 


ce ~ 2/c + 1 

= x (-o*—- / 2t+2 


/c = 0 


(2/c + 2)! 


00 


<-,2A- 1 

/c 1 " r 2k 


= Z (-1) 

*=i (2/c) ! 


/ 


Esta expansion en sérié de potencias puede obtenerse también usando la 
identidad: 


1 1 


! 1 


00 


(2x) 


2/c 


sen 2 x =-cos 2x = -Y (-1/ 

2 2 2 2 k =o (2k) l 


Mediante una operaciôn formai de las sériés de potencias podemos también 
obtener la expansion en sérié de potencias de un cociente de funciones, de 
la composiciôn de funciones, y de la inversa de una funciôn. Solamente 
enunciaremos el teorema para cocientes. Los teoremas que justifican estas 
operaciones de las sériés de potencias, junto con sus pruebas, pueden 
encontrarse en los trabajos sobre sériés infinitas taies como la Tlieory and 
Application of Infinité Sériés de K. Knopp (Blackie, Londres, 1951). Sin 
embargo, taies cuestiones es mâs conveniente considerarlas en el marco de 
la teoria de las funciones complejas. 


10.6 Teorema. Si f y g son analiticas en x 0 y g(x 0 ) =£ 0, entonces el 
cociente fjg es una funciôn analitica en x 0 . 

Sea f(x) = Y,a k (x — x 0 ) k y g(x) — Zb k (x — x 0 ) k . Sabiendo que f(x)/g(x ) 
tiene una expansion en sérié de potencias Xc k (x — x 0 ) k > podemos determinar 
los coeficientes c k mediante multiplicaciôn : 

□C- 

Z a k(x-x 0 f = 

fc = 0 

= Z ( Z c- 

k = 0 \j= 0 
k 

Asi pues, a k = Z c jb k ~j- 

; = o 


jb k -j ( x-x 0 f. 


00 


y c*(x—x 0 y 


k = 0 


ce 


Z b k(x-x o)' 


k-0 
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10.7 Ejemplo. Proporciônense los primeros cuatro términos distintos de 
cero de la expansion en sérié de potencias de tan alrededor de 0. 


oo j2k+l oo t 2k 

Soluciôn. Comotan = — ^ / ^ k 


I Tl OU J 

y sen = Y (-t)*-y Y (-1/ 

cos * = 0 (2k + 1) ! k% (2k)! 


oo 


tan tiene una expansion en sérié £ c k ï k que es vâlida en alguna vecindad 


Jt = 0 


de cero. En realidad, ésta ha de ser una sérié de potencias de potencias 
impares de / ya que tan es una funciôn impar (problema 6, pâg. 536). 
Tenemos, por tanto. 


/ 3 j 5 f 

I -+ — — — + 

3! 5! 7! 


. t I 2 I 4 / 6 

— (1 — — + — — — ~b 
2! 4! 6! 


Asî pues, c x — 1 


X (c‘j/ + C3/ 3 +C 5 / 5 +C 7 / 7 + * * •) 


-c,/+ c,-ü i»+ c 5 -ia + ü /* 

2! V 2! 4!. 


+ I Cn — 


C _± _j_ C J_ 

2! 4! 


c 


6! 


I 1 + 




2! 


1 

C3 


\_ 

2 


c s -- + — 

2! 4! 


5! 


C 5 — 


1 1 _ J_ _ 2 

120 6 24 15 


Ce C3 c< î 

c 7 -- +-=-; c. 

2! 4! 6! 71 


1 1 1 

-+ 


1 


17 


15 72 720 5 040 315 


Por tanto, 


_ 1 r3 2c 17 r7 

tan = I 4* -/ 3 H- 1 5 H-/ 7 + ••• 

3 15 315 


Un método équivalente para la obtenciôn de la sérié de potencias de tan 
es mediante el proceso de la division larga. Tenemos 


X 3 X 5 X 7 

*~3! + 5!~7! + 

X 2 X 4 X 6 

1-+-+ 

2! 4! 6! 


tan x — 
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Luego, mediante la division larga. 


, .V 2 X 4 

I-!- 


A* 


. i> 


4 - 


24 720 


x 3 2 17 

x -h ~I~ + ~ x 5 4- T7T x 4" 

3 13 313 


x 


- — +- 

- - 

6 

120 

5 040 

3 

5 

/ 

X 

X 

X 

— _!_ _ 

- 

1 

A- 

24 

720 

3 

5 

7 

X 

X 

X 

- - 

+ 

“h 

3 

30 

840 

3 

N 

7 

X 

X" 

X 


- + 

‘ 




3 


15 

2 


315 

.J 


x 4~ 


15*' "Ï5 + 


17 7 
x 7 + 


315 

17 

315 


n 

x + 


Nôtese que podemos obtener tantos términos como deseemos de la sérié 
del cociente, pero no tenemos una formula para e! término general. 


Problemas 

1. Proporciônense los primeros cuatro términos distintos de cero de las 
expansiones en sériés de potencias alrededor de 0 de las siguientes funciones: 


a) f(x) = 


sen x 
V 1 — x 2 


c) /(x) — e x cos x . 




cosx 
x 4- 5 


2. a) Obténgase la expansion en sérié de potencias alrededor de 0 
de cos 2 . 

b) Usando sériés de potencias, pruébese que sen 2 + cos 2 = 1. 
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3. Usando sériés de potencias pruébese que 

a) e x e y = e x+y b) 2 sen x cos a: = sen 2x . 

4. Proporciônense los primeros cuatro términos distintos de cero de las 
expansiones en sériés de potencias alrededor de 0 de las siguientes funciones: 

a) sec b) tan h . 


11. RESUMEN 


En este capitulo presentamos algunos tôpicos importantes de la teoria 
de sériés. Consideramos primero la convergencia de sériés de puntos en R™. 
Como la convergencia de taies sériés dépende de la convergencia de las 
sériés componentes, nos restringimos a la discusiôn de las sériés de numéros 
reales y desarrollamos unos cuantos criterios de convergencia para estas 
sériés. Este tipo de sérié es importante para el câlculo. Ademâs, un estudio 
de la convergencia de sériés de numéros reales nos da un a base para el 
estudio de la convergencia de sériés de funciones. 

El concepto de convergencia uniforme cobra importancia cuando 
estudiamos las propiedades analiticas de las sériés de funciones. Enfatizamos 
un tipo particular de sériés de funciones —las sériés de potencias— ya que 
la expansion de una funciôn en una sérié de potencias es un método 
importante para la resoluciôn de mue ho s problemas. Mediante el uso del 
teorema de Taylor podemos determinar si una funciôn tiene una represen- 
taciôn en sérié de potencias; es decir, si una funciôn es analitica. Este 
teorema también nos provee de un método para encontrar la expansion en 
sérié de potencias de una funciôn analitica, aunque, como hemos visto, 
puede que haya procedimientos mas sencillos de obtener la expansion. 


Problemas de repaso 


1. Determinense si las siguientes sériés convergen o divergen. 


00 


à) I 


k 2 +3k 


00 


2+2 


b) 1 (-1? 


/c + 3 


k= 1 


2k : 



y fc + 3 

c=i 2k 2 — 5 


OO 


d) Z 

k= 1 


3 /c — 2 
k 3 + 4/c‘ 


oc | 

2. Obténgase el valor aproximado de la suma dé la sérié £ — con un 

fc — î h 

error de truncaciôn menor que 1 x 10 -2 . 

20 (x — 1)* 

3. Determinense los valores de x para los que la sérié ]T ——- 

k= i k3 


converge. 
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4. Pruébese que £ — es uniformemente convergente para xe[a, oo> 

k= t k x 

donde a > 0. 

5. Si es uniformemente convergente sobre un conjunto ^ y la 
funciôn # es acotada sobre #, pruébese que 'Lg/ ik es uniformemente 
convergente sobre . 

6. Sea el conjunto de todas las funciones reales acotadas definidas 
sobre un conjunto S. Si f y g estân en definamos 

Il f-g\\ = sup |/(x)-#(x)|. 

X € $ 

a) Pruébese que 

1) \\f — g\\^0; \\f — g\\=0 implica / = g sobre ê 

2) \\f-g\\ = \\g-f\\ 

3) Wf-g\\ ^ \\f-h\\ + \\h-g\\ . 

b) Si f k E^(k = 1,2,...) pruébese que £ f k es uniformemente 
convergente sobre <$ a la funciôn fe,9* si y solo si para cualquier s > 0 
existe un numéro N tal que 

II/ — s J < £ siempre que n > N . 



Iiisgralas irrpipas 


1. INTRODUCCIÔN 

Recuérdese que la intégral definida solamente lo esta para funciones 
acotadas y sobre un intervalo finito. La definiciôn de la intégral definida 
de Riemann no puede aplicarse ni en el caso en que la funciôn no es acotada 
ni en el caso en el que el intervalo es infinito. Cuando éste es el caso, la 
definiciôn de la intégral se generaliza tomando la intégral sobre intervalos 
finitos adecuados sobre los que la funciôn es acotada y considerando después 
el limite de estas intégrales. Si el limite existe, la intégral generalizada se dice 
que converge y si el limite no existe, se dice que diverge. Taies intégrales se 
llaman impropias o infinitas. Aparté de las intégrales impropias, en este 
capitulo discutiremos las intégrales dependientes de un parâmetro. Una 
intégral dependiente de un parâmetro define una funciôn cuyo dominio 





546 


intégrales impropias 


[Cap. 10 


es el conjunto de valores de! parâmetro para los que la intégral estâ defînida. 
Trataremos cuestiones sobre la continuidad, diferenciabilidad e inte- 
grabilidad de taies funciones. En todo este capitulo, las intégrales 
consideradas serân intégrales simples (unidimensionales). 


2. INTEGRALES IMPROPIAS 

Mucho de lo que fue discutido en el capitulo 9 respecto a sériés infinitas 
tiene un estrecho paralelo con las intégrales impropias (infinitas). Para las 
intégrales impropias tomamos la intégral sobre intervalos ûnitos sobre 
ios que el integrando estâ acotado y luego consideramos el limite de estas 
intégrales. Para sériés finitas tomamos sumas finitas —las sumas pareiales— 
y luego consideramos el limite de estas sumas. 

Supongamos que f es intégrable sobre [n, b] para todo b > a y sea 


l'b 


F (b) = 


f donde be[a , co>. Entonces 


GO 


/se llama intégral impropia 


a 


(infinita) de primera clase . Decimos que 


•00 


/ converge si lim F existe y 


CO 


ce 


en tal caso el vaior de 

r oo 

2.1 


/ es lim F ; es decir, 


00 


rb 


f = lim F (b) = lim 

J a b-* oc b~+ oo 

f * 


/ 


a 


Si lim F no existe, 


CO 


œ 


/ se dice que diverge. El numéro F (b) = 


rb 


a 


f 


corresponde a la suma parcial s„ = X a k de una sérié infinita y lim 


k — i 


00 


F corresponde a lim s n , la suma, de la sérié infinita. 


OTj 


2.2 Ejemplo. Evaluese 
Soluciôn. Para n # — 1 

rb 


x n dx 7 (a > 0). 


F(b) 


x n dx 


.n+ 1' 


n +1 


n +1 


[b" +I +a N+I ]. 


Si n > — 1, entonces lim F — oo e 

oc 

la intégral converge y 


00 


x n dx diverge; si n < —1, entonces 


lim F 

oc 


ce 


x" dx 


a 


n+ 1 


n 1 
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Para n = — 1, 


Cb 


F (b) = 


dx 


= In b — ln <2 


O X 


y como lim F = oo, la integra! diverge. 


00 


Supongamos que / es intégrable sobre [a, b] para todo a ^ b y sea 




/. El valor de la integra! impropia 


a 


f es lim F si este limite 


— X' 


oc 


existe. Asi pues 


i'b 


2.3 


— X: 


/ = lim F (a) = lim 

a~* — oo j 


2.4 Ejemplo. Evalüese 


’O 


a~> — cc 


e x dx. 


/• 


a 


oc 


SOLUCIÔN. 


'0 

ro 1 

c* dx = lim 

H 

S 

II 

K 

^3 

H 

QU 

J - oo a-> - oo % 

o a-» — oo J 


0 


— lim [1 — e a ] = 1 . 


a a~> — x 


Supongamos que / es acotada e intégrable sobre todo intervalo [ a , c \, 


donde ce [a, 6), pero no acotada sobre [a, b) y sea F(c) = 


f donde 


rb 


ce [ 0 , b}. Entonces 


/ se llama intégral impropia de segunda ciase y 


el vaior de 


2.5 


/ es lim F si es que este limite existe. Asi pues 

a b~ 

b f = lim F(c) = lim j ' /. 

J a c~*b c~*b J a 


rb 


2.6 Ejemplo. Evalüese 


dx 


« 


, donde a < b. 


x 


SOLUCIÔN. 



lim \_-2jb-x] C a 

c~+b~ 


= lim [ — 2 sjb — c 4- 2 J b — a ] = 2 J b — a . 
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Sea / acotada e intégrable sobre todo intervalo [c, b\, donde ce (a, b], 

Çh 

pero no acotada sobre <a, b] y sea F (c) = / donde ce {a, £>]. Entonces 


/ se dice que converge si lim F existe, y en tal caso el vaior de 


es lim F, es decir, 


/ = lim F (c) = lim 


c->a J c 


Si lim F no existe / se dice que diverge. 


^ dx 

2.8 Ejemplo. Evalüese --, donde a < b. 

J« {x-af 2 


SOLUCIÔN. 


dx 

-— = hm 

a (X — û() ^ c-*a + 


(x-a) : 


lim — 

'->a + 


— // I c 


x — a 


= lim 


c~*a 


2 2 

H- - = oo . 

yjb — a \c~a- 


Luego la integra! diverge. 


La intégral impropia 


/ se define como 


f -f f donde a es 


/ e / convergen, 


un numéro real cualquiera. Si ambas intégrales 


entonces /se dice que converge y si cualquiera de las dos foi f 


diverge, entonces /se dice que diverge. Podemos probar que /es 


independiente de la eieccion de a como sigue : como 


/ = / + / (a <c < b), 


se sigue que si una de las dos intégrales / o converge, entonces la 


otra también converge. Anâlogamente, j e / o ambas convergen 
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o ambas divergen. Por otra parte, como 


00 


a 


f=\f + 


a 


oo 


/ 


se sigue que 


'a 

v r 

/ = 

f- 

J - oo 

— oo J 


f. 


a 


*00 


r* ^ 

00 

(V /* 

/ = 

/ + 

/ = 

/ + 

J - 00 . 

— oo m 

a 

” GO J l 


oo 


/ 


y el valor de 


oo 


— 00 


/ es independiente de la élection del numéro a. 


Finalmente, si la funciôn/tiene infinitas discontinuidades en un numéro 
finito de puntos x 1 , donde a ^ x { < x 2 < ... < x n < /?, definimos la 


rb 


intégral impropia 


/ como sigue 


rb 


fjCt 


/ = 


/ + 


n 




/ + 


X2 


y i 


^ j i ■ • » ii ^ ■ 


yn- 1 


1 


/ + 




y + 


y n -1 


/ 


donde y* es algün punto convenientemente escogido entre x t y x i+1 . Si 
todas las intégrales del segundo miembro de la ecuaciôn anterior convergen, 


rb 


entonces 


/ se dice que converge y tiene un valor igual a la suma de los 


valores de las intégrales de este segundo miembro. Si cualquiera de las 


intégrales de la derecha diverge, entonces se dice que 


/ diverge. Tenemos 


a 


una extension obvia sia = — oo o b = oo. 

Toda intégral impropia del tipo 2.3, 2.5 o 2.7 es équivalente a una 
intégral impropia de la primera clase. 


rb 


Las intégrales del tipo 


f pueden reducirse a intégrales impropias 


— 00 


de la primera clase por el cambio de variable y = —x: 


2.9 


rb rb 

f (x) dx — lim 

— oo a-*oc J — a 


f (x) dx — lim 


a ~► oo 


f( — y) dy = 


-b 


oo 


f(-y)dy. 


-b 


Si / es continua sobre [a , b ), pero no acotada sobre fa, 6>, entonces la 

Ç b 

intégral impropia de segunda clase /, puede reducirse a una intégral 
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impropia de primera clase mediante el cambio de variable y = - 

b — x 


2.10 


'b 


a 


f(x)dx = lim 

r b ~ 


f(x)dx = lim 

c ~>b~ J 


*î/(b -c) 


1 l(b a) 


/i 

y J y 


U(b-a) \ y) y~ 


Si /es continua sobre <a, />], pero no es acotada sobre /?], entonces 

"b 


la integra! impropia 


clase mediante el cambio de variable y = 


/puede reducirse a una intégral impropia de primera 

1 


x — a 


211 . 


/ (x) dx = lim 


« 


c— 


f(x)dx — lim 




l/(c~a) \ >7 >' 


— lim 




— , a+ .U/v 


1 i(b-a) 


vj y 


GO 


1 /(f» — a) 


/i 1 \ ày 

J [a + - ) — 
y J y 


Coino todo tipo de intégral impropia puede, mediante un cambio 
adecuado de variable, transformarse en una intégral impropia de primera 
clase, enunciaremos y probaremos todos nuestros resultados para este caso. 
Los resultados para los otros casos pueden darse como corolarios. 

Como una simple consecuencia de los teoremas sobre limites en oo, 
tenemos el siguiente teorema. 


212. Teorema. Si f y g est an acotada s sobre [a, oo) 
couvergen ambas , entonces 


OC' 


/ e 


GO 


y 


i) 


GO 


(f±g) converge e 


oc 


a 


if ±9) = 


oo 


/ ± 


CO 


9 ; 


2 ) 


oo 


cf converge e 


r oo 


cf = c 


f 


para cualquier funciôn constante c. 
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Prueba. Como para toda be[a , oo) 


Cb 


U +9) = 


a 


fb 


f ± 


g. 



" b 

* b 

"b 

r 

lim 

(f + g) = Hm 

f ± lim 

g = 

f ± 

b-> aj c 

'a b~* œ v 

a b—>crj % 

' a * 

'fl J l 


g^ 


Asi pues, 


00 


(/ + g) converge e 

C 00 




(/± 9 ) = 


oC 


f ± 


a 


oo 


a 


g * 


Ademâs, como 



r* i 

^b 

rb r 

lim 

II 

3 

ri 

f = c lim 

f = c 

b->cc * 

'a b~> ce J 

a Hoo ^ 

a „ 


oo 


/, 


OC 


cj converge e 


00 


cf = c 




OC 


a 


/. 


La integraciôn por partes es a menudo ütil en la évaluation de las 
intégrales impropias. Si / y g tienen derivadas continuas sobre [a, oo), 
entonces, para todo be[a , co) 


rb 


a 


rb 


fy' = fy] - 


a 


f'g • 


Si se sabe que dos de los très limites: 


rb 


Mm 

b~* oo ^ 


fg' , Hm I fg, y lim [f (b) g (b) - f (a) g (a)'] 

b~* oo J a b—>oo 


existen, entonces el tercero también existe y 

b ** 


2.13 


00 


fg' = lim [/gr] - 

b~* oo o 


00 




2.14 Ejemplo. Evalüese 


x 


0 


xe x dx. 


Soluciôn. Si integramos por partes tomando f(x) = x , f'(x) 
g'(x) = e~ x , y g (x) — —e~ x y obtenemos 


= 1 , 


X 


rb 


xe x dx = lim 

0 b-* ao 


xe x dx = lim j — x e *] + 

0 Hoo | 0 

b 

— lim — e - *] = 1 . 

b~* oo 0 


rb 


0 


e~ x dx 
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Problemas 

1. Evalüense las siguientes intégrales impropias: 


x 3/2 + 3 , 

- dx 

x 

b) 

dx 

x 4 + 4x 2 

d) 

2x — 1 
- dx 

(x-2) 3 

/) 

x 2 dx 
(x 2 +l) 2 

b) 

dx 

x 3 + 1 

J ) 

dx 

/) 


xe x dx 
o 

20 x 2 dx 
o x 3 4“ 1 

,QC 2x — 1 ; 

-r dx 

3 (x — 2) 3 
’ 00 xdx 

O 1 H - X"* 

*00 

e~ x cos x dx 


ln x 


J 2 J 1 * 

2 . Evalüense por medio de la integraciôn por partes las siguientes 
intégrales impropias. 

^ xdx 

a) ln x dx b) — 

j O J 1 yj X - 1 

f* an /* 1 


x 2 e x dx 


i 

ln x dx . 

J o 


3. Encuéntrese el area de cada una de las regiones no acotadas que 
abajo aparecen, si es que tal area existe. 

a) {(x, y) | 0 ^ x < oo, 0 ^ ^ e~ x } 

b) j(x, y) I x e R, 0 ^ y < -J— -1 

I x +U 

li 1 1 

c) j(x, y) 0 sS x < 1, 0 s: y s; — r 

i yr-u 

x 3/2 

d) ■■ (x, ÿ) 10 ^ x < 4, 0^ v ^ ■ • 

l ,/4-xJ 
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4. Encuéntrese la longitud de areo de la espiral logarîtmica r 
para #e[0, oo>. 

5. Demuéstrese, integrando por partes, que 


r oo 


0 


x n e~' x dx 


= fl 1. 


e 


-9 


6 . Pruébese, integrando por partes, que 



x 2 " +I * 




dx = —. 
2 


7. Pruébese que si F es una funciôn monôtona acotada sobre el inter- 

valo [a, oo ), entonces lim F existe. Si F es no decreciente (no creciente) 

00 

lim F — sup |F(x) | xe[a, oo)} (inf [F(x) | xe[a, oo)}). 

00 


3. CRITERIOS DE CONVERGENCIA Y DIVERGENCIA 

PARA LAS INTEGRALES IMPROPIAS 


Como con las sériés infinitas, necesitamos algunos criterios para la 


convergencia de la intégral 


00 


/ que puedan expresarse en términos del 


integrando/. En esta secciôn obtendremos algunos criterios de convergencia. 
Para una sérié infinita tenemos lim a n = 0 como una condiciôn 


00 


necesaria de convergencia de la sérié (3.1, pâg. 497). Para las intégrales 
impropias se tiene un resultado anâlogo. 

3.1 Teorema. Si f es continua sobre [a, oo) y lim / existe , entonces 


00 


lim / = 0 es una condiciôn necesaria para la convergencia de 


oo 


00 


/• 


Prueba. Supongamos que lim / = L / 0. Si L > 0, entonces existe un 


oc 


numéro N > a tal que f(x) > \L para todo x > N. Para todo x,, 
b con b > x l > N, tenemos 


/> 


X\ 


= ±L{b-x ]). 


Xl 


Como lim ^L(b-a) = oo, 


b~* 02 


00 


Xl 


f también diverge. Ahora bien, 


/ = 


a 
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fx, 

'b 

''b r 

/ + 

f de modo que lim 

f = oo impiica lim 

J « ^ 

x i b -* x v 

A 1 “*■ « ^ 


f = oo. La 

prueba para L < 0 es anâloga. Las desigualdades estân invertidas e 


00 


r oc 


/ diverge. 


f — — oo. Por tante, si L # 0 entonces 

i 

Sabemos que para las sériés infinitas lim a n = 0 no es condiciôn suficiente 

X 

para la convergencia de la sérié ï.a n . También aqui nos encontramos 


OC 


que üm / = 0 no es condiciôn suficiente para la convergencia de /. 


or: 


a 


Para ne[— 1,0), lim x n = 0, pero como vimos en et ejemplo 2.2, pâg. 546, 


X-* X 


x n dx (a > 0), diverge para n ^ — 1. 


a 


La convergencia de la intégral 


X 


/ no siempre impiica que lim / = 0. 


cr 


Puede ser que el limite no exista. Como se muestra en el siguiente ejemplo, 


incluso cuando / es continua y no negativa en \_a , oo), 
convergir aunque lim / no exista. 


X 


f puede 


! a 



3.2 Ejemplo. Pruébese que si 


2 n 2 (x — n + 1) 


xe ( n — 1, n — 1 + 


2 n 


f(x) = ] — 2 n 2 ( x — n + 1-^ xe/n-1 + -—- , n - 1 + 


C 


n } \ 2 n 


, 1 

x g ( n - 1 + —, n 

n 


n 


para todo entero positivo n , entonces 


/ converge. 


o 



3] 


Criterios de convergencia y divergencia 


555 


Soluciôn. (Figura 1.) La funciôn / es continua sobre [0, oo) y es acotada: 
0 ^ f{x) < 1 para toda xe[0, oo). Por otra parte Hm / no existe ya que en 


00 


toda vecindad de oo,/toma todos los valores entre 0 y 1 ambos inclusive. 


Como / es una funciôn no negativa, F(x) — f es no decreciente. El 

J o 

area bajo la grâfica de / sobre el intervaio [n —1,/t] es - • — . Luego 
para xe[n-l, n], 


^ 2 
2 n 


, 1 x 1 1 \ ® 1 
' + «I Jp 


y como la sérié a la derecha converge, F es acotado. Como F es acotado y 


no decreciente, de acuerdo con ei problema 7, pâg. 553, Hm F 


OC 


00 


0 


/ 


existe. 

El criterio bâsico para las intégrales impropias de funciones no negativas, 
como para las sériés infinitas de términos no negativos, es el criterio de 
comparaciôn. 


3.3 Teorema. Si f y g son continuas sobre [a , oo), 0 ^ f(x) ^ g{x) para 


toda xe[a, oo) e 


00 


g converge , entonces 


00 


f converge. 


Prueba. Sea F(b) = 


'b 


Cb 


f y g (b) - 


g. Como f y g son funciones no 


negativas, F y G son no decrecientes y para todo be[a, oo), 


0 ^ F (b) ^ G ( b) ^ 


X 


9 ■ 


a 


Asi pues F es una funciôn monôtona acotada y segün el problema 7, pâg. 553. 

r oo 


Hm F = 


CCI 


/ existe. 


3.4 Corolario. Si f y g son continuas sobre [a, oo), 0 ^ g(x) ^ f(x) para 


todo x e [fl, oo ), £ 


X 


g diverge , entonces 


Où 


f diverge. 


Prueba. Supongamos que 


X 


/converge. Entonces, segün el teorema 3.3. 


J « 


X 


# converge en contra de la hipôtesis. Lo que prueba el corolario. 
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La forma limite del criterio de comparaciôn es a menudo mâs fâcil de 
apiicar. 

3.5 Corolario. Supongamos que f y g son continuas sobre [a, oo> y que 
0 ^ /(x) y 0 < g(x) para toda xe[a, oo). 


1) Si lim - = c ^ 0 e 
« 9 


oc 


g converge , entonces 


f converge. 


2) Si lim - = c, donde c > 0 o c = oo, e 


r X: 


9 


g diverge , entonces 


QO 


/ 


diverge. 


Prueba. Damos la prueba solamente para el caso c > 0. Las pruebas 
para c = 0 y c = co son anâiogas (problema 10). 

Si lim - = c > 0, existe un numéro N ^ a tal que ~c ^ ^ -c o 

□o g 2 g (x) 2 

1 3 

-cg(x) ^ f(x) ^ ~cg(x) para todo x ^ N. Si 

2 2 


00 


g converge, entonces 


X 


\ 2 
donde 


cg converge y segun ei criterio de comparaciôn 


X 


N 


f converge. De 


/ converge. Si 


X 


Coü 


g diverge, entonces 


1 


- cg diverge y segun 
n 2 


el corolario 3.4, 


X 


f diverge. De donde 


N 


f diverge. 


a 


3.6 Ejemplo. i Converge la intégral 


roc 


o 2 : 


dx ? 


Soluciôn. Como para a suficientemente grande 2 X es mucho mayor que x 3 , 
x 3 i 

— se comporta como —. Asi pues, podemos intentar apiicar el corolario 3.5 
2 2 

x 3 1 

con f (x) = ~ y g(x) = Sin embargo, en este caso 


f , 

lim - = lim x = oo 

x g x x 


y como 


X J 

— dx converge el criterio no puede aplicarse, 

o 2 X 


Podemos apiicar el corolario 3.5 si tomamos una funciôn un poco mayor 
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para g. Tomando g(x) = (§) x , tenemos 


/ 


Um - = Uni 

- g — 2*(iY 


Um — 

—(f) J 


= 0 


Ahora bien 


00 


0 


g = 


00 


0 


2Y 

- I dx = Um 
.3 


1 2Y 


6-oo ln § V3, 


1 


ln i 


De donde segün el corolario 3.5, 


00 x 3 


dx converge. 


o 2* 

Como un caso particular del corolario 3.5 obtenemos el criterio de la 
poîencia. 


3.7 Corolario. Supongamos que f es continua sobre [<a , oo> donde a > 0 y 
que 0 ^ /(x) para toda xe[a, oo). 


OO 


1) Si lim x r /(x) = c ^ 0 para algün numéro real r> 1, entonces j / 

x— oo J a 

converge. 

P 00 

2) Si Um x r f (x) = c, donde c>Ooc=oo, y r^{, entonces f 

x— oo J a 

diverge. 

r 1 

Prtjeba, Tômese g (x) = — en el corolario 3.5 y üsese el resultado del 


ejemplo 2.2, pâg. 546. 

3.8 Ejemplo. i Converge 


00 


x 2 dx 


? 


0 (a 2 -fx 2 ) 3/2 * 


Soluciôn. Como Um x—;—- 

*-oo (a 2 + x 2 ) 3/2 



1 > 0, la inté¬ 


gral dada diverge. 

El teorema 3.3 y los corolarios 3.4, 3.5 y 3.7 pueden aplicarse a intégrales 
sobre el intervalo < — co, b] usando la relaciôn 2.9, pâg. 549. Podemos, 
ademâs, obtener resultados anâlogos para intégrales impropias de segunda 
clase usando las relaciones (2.10,2.11) entre las intégrales impropias de 
segunda clase y las de primera clase. Damos ahora el anâlogo del 
corolario 3.5 para intégrales de segunda clase. Otros resultados aparecen 
en los problemas. 


3.9 Corolario. Supongamos que f y g son continuas sobre [a, b ) y que 
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0 < f{x) y 0 < g(x) para todo xe[a, b >. Supongamos , adeniâs , que 
lim / = oo _y lim g — oc. 


1) Si lim - = c ^ 0 e 
b- g 


f 




g converge , enfonces 




J « 


/ converge. 


2) Si lhn - — c‘. doncle c > 0 o c = cq, e 
b - g 

diverge. 


i'b 


g diverge , en ta ne es 


U 


f 


Prüeba. Mediante el cambio de variable y = 


b — x 


, vemos que 


lim -&> - lim 

(x) y-*- co 


116 -;) „.x( b -ï)? 


g b- 


— lim 

1 \ y oo 

y) 


g\ b — 


i\ i 


y/y 


y que 


/e 


# son équivalentes a 


X 


/(O- 1 )* e 

!/(*-«) V v/ y 


00 


9 b 


i /«>-«) 


iW 

v/ y 2 


respectivamente. El corolario se sigue entonces del corolario 3.5. 

' 1 dx 


3.10 Ejemplo. £ Converge 


0 V(1 — x) (2 + x) 


Soluciôn, El imegrando f(x) ~ 


lim f(x) = oo. Tomando g(x) 

x~* 1 - 


1 


V(1 -x) (2 + x) 
1 

tenemos 


es no negativo y 


\j \ — 


lim —- = lim 1 


x-i- g(x) x-m- 72 + x x/3 


> 0 


y de acuerdo con el corolario 3.9 la intégral dada converge si y solo si 
ri dx 

converge. Ahora bien 


J o 


TT 


X 


dx 


rb 


o n/TO 


— lim 


b^l ' 


dx 


0 \/ 1 — A 


= lim [ — 2^/t — x]o = 2 


b 1 


luego la intégral dada converge. 
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Aunque el criterio de comparacion es un criterio de convergencia para 
intégrales con integrandos positives, como con sériés infinitas, podemos 
aplicarlo para mostrar también la convergencia de ciertas otras intégrales. 


Dada una intégral 


GG 


a 


f , la integra! 


oo 


es una intégral con integrando 


no negativo y, por tanto, el criterio de comparacion puede apiicarse a 


OÜ 


l/l- 


Probaremos ahora que si |/| converge, entonces 


'00 


J a 


oc 


/ converge. 


3.11 Teorema. Si 


oc 


a 


|/| converge , entonces 


oc- 


f converge. 1 


oo 


Prueba. Supongamos que | |/| converge. Como — |/(x)| ^ f(x) ^ |/(x)|, 

tenemos 


0 ^ /(*)+ 1/001 ^ 2 |/(x)|. 

Asi pues, segün el criterio de comparacion (teorema 3.3), 
converge. De donde 


00 


a 


(/+I/I) 


oc 


/ = 


1 OC 


(/+I/I-I/I) 

t 

converge segûn el teorema 2.12. Y esto compléta la prueba. 

/* 00 

Decimos que la intégral / es absoiutamente convergente si 

J a J a 

converge. Lo que nos dice por tanto- el teorema 3.11 es que una intégral 

f* 00 

absoiutamente convergente es convergente. Es posible que f converja 

. a 


l/l 


incluso si 


f* 00 




oc 


|/| diverge. Si /converge, pero |/| diverge, entonces 


a 


oo 


es una 


decimos que J f es condicionalmente convergente. 

De acuerdo con el criterio de la intégral para sériés infinitas si f 

f* OO 

funcion no creciente y no negativa sobre [1, oo) entonces / y L/(/c) 

J i 

o ambas convergen o ambas divergen. Este criterio puede usarse como un 
criterio para las intégrales cuando la convergencia o divergencia de la sérié 
correspondiente pueda determinarse, por ejemplo, con la ayuda del criterio 
de la razôn o del criterio de la raîz. 


1 El autor supone que 


/esta definida para toda oo>. [N. del T.] 
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3.12 Ejemplo. Determinese si la intégral 


\ 


/ x 


tX 


dx converge o no. 


Soluciôn. El integrando es no negativo y decreciente en [1, oo>. Se satis- 
facen, pues, las condiciones del criterio de la intégral. Ahora bien 


,, f(n + 1) '/n + i 3" 1 

iim - = hm 


n —► oc- 


f(n) 


»-* r + 'jn 


3 


de modo que I f{n) converge y, por tanto, la intégral dada también converge. 

Del criterio para las sériés alternantes podemos obtener un criterio que es 
a veces ütil para demostrar la convergencia de una intégral en que el 
integrando va cambiando de signo. 

3.13 Teorema. Se a f continua sobre [/>,, oo> y se a {b k } una su ce s ion 
créaiente de ceros de f tal que Hm b k — oc . Si f no cambia de signo sobre 
el inter valo [b k , b k+ ,] para toda k y si {a k }, don de 


a k = (~\) 


k+ 1 


'b k 


bk 


-t- i 


I, 


es una sucesiôn no crecienle de términos positivos taies que lîm a k = 0, 


OC 


r 


OC 


entonces 1 f converge e 

fri 


./ = Z c- 


J 


k = 1 


+ ! 


Prukba. Por el criterio para sériés alternantes (pâgs. 505 y 511) sabemos 

n (*b n 

que I( — 1 )* + 1 a k converge a una surna s y que si s n = £ ( — 1 ) k+ 1 a k — 

k =1 J fri 

entonces \s — s n \ < a n+ Queremos probar que dado un e > 0 existe un 


/; 


numéro M > b x tal que 


s — 

\x 

/ 

J 

1 fri 


< e siempre que x ^ M. Ahora bien, 


como Hm a k = 0, dada e > 0 existe un entero N tal que a n+ } < s/2 siempre 
que n ^ N. Si jc > M = b N+ { , existe un entero n ^ N tal que xe[b n+ ,, b n+2 )- 
Entonces 


5 — 

f 

— 

s — 

"*frn + 1 

f - 

’jc 

/ j 

<c 

s — 

' fr M + i 

/ 

H- 


*x 

f 

J 

b l 



fri 1 

frn + 1 



h, 



'frn 4 1 




^ frn -r ? 

| + 


./ 


•/ 

frn + 1 


<• 2 a f1 + i <o s 


Luego Hm 


x oc 


J = s y la prueba es compléta. 
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X 


3.14 Ejemplo. Pruébese que 


sen x 


dx converge. 


o x 


Soluciôn. Sea 


pkn 


a k = (“ I) 


k+ 1 


sen x 


dx 


(k— 1 )n X 


Entonces 


a 


k H - 1 


P(k + 1 


kn 


sen x 


dx = 


* kn 


(fc - 1 )re 


sen (y + rc)l 
y + n 


dy 


'kn 


sen y 


(k — i )n y y-n 


d y < 


' kn 


sen x 


dx = eu 


( k — 1 ) k X 


a k “ 


|sen x\ , nn 
- -- dx ^ 

( A; — 1 )tt X 


dx i 
— < — 


(k - Un X 


k — 1 


Luego üm a k = 0 y la sucesion {a k } satisface las condiciones del 


teorema 3.13. Por tanto. 


OC 


0 


sen x 


dx converge. 


Problemas 

1. Determinese si las siguientes intégrales convergen o divergen. 


a) 


P 00 


0 


dx 


V I + x 


b) 


oo 


dx 


o 1 -f x‘ 


c) 


oo 


dy 


1 y\! 1 y 2 + 2y + I 


■X 


d) 


dx 


oo x H~ 4 x H - 5 


P oo 


e) 


dx 


oo 


x 2 + 4x + 4 


n 


OO 


dx 


a \f: 


2 2 
x —a 


(a > 0 ) 


g) 


OO 


dx 


11 x\[x 2 — a 2 


(a > 0) 


h) 


CO 


cos x dx 


o 1 + sen x + e : 


2. Establézcase el criterio de la potencia: sea f continua y no negativa 
sobre todo inter va !o [a, c] donde a < c < b, y sea r un numéro real . 
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rb 


i) Si lim (b — x) r f(x) = c > 0 para r < 1, enfonces 


x~+b 


f converge. 


2) Si lim (b — x) r f(x) = c doncle c > 0 o c = oo, para r ^ 1, enfonces 

fb x -*b~ 

f diverge . 

i 

3. Determinese si las siguientes intégrales convergen o divergen. 


a) 


s en x 


(*2 


o x 


3/2 


dx 


b) 


dx 


o x 2 — 4 


c) 


‘n/2 



r2 


dx 


o x + sen x 


d) 


dx 


1 V(x — 1) (2 —x) 


4. Enünciense los anâlogos del teorema 3.3 y del corolario 3.4 para 
intégrales impropias de segunda clase. 

5. Pruébese que cada una de las siguientes intégrales satisface las 
condieiones del criterio de la intégral y apliquese el criterio de la razôn a 
îas sériés correspondientes para determinar la convergencia o divergencia. 


à) 


30 x 2 


o 3 : 


dx 


b) 


oc 


x{ — | dx 
O \4, 


c) 


OO 


x 3 + 3x 
5^ + 2 


dx 


d) 


oc 


o 3* + x 


dx 


6 . Pruébese el criterio de la raiz si f es continua sobre [a, oo y y 

lim |/(x)| ,/x = L < 1 , 


x-* oo 


entonces 


oo 


/ es absolutamente convergente. 


7. Apliquese el criterio de la raiz del problema 6 para probar la conver¬ 
gencia de las siguientes intégrales. 


a) 


c) 


CO 


(* OC 


a 2 x 2 


cos bx dx (a + 0) b) 


o 

n 

o 


— a 2 x 2 


cosh bx dx (a ± 0) 


o 


X 


m - 1 


lV 

ln - J dx (m > 0, n > 0) . 


1 


Sugerencia : hâgase ln - = u . 
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8. Üsese el criterio del teorema 3.13 para establecer la convergencia de 
las siguientes intégrales. 


a) 


OO 


0 


xe ax sen xdx (a > (J) 


b) 


OO 


0 


COS X 
1 +X 2 


dx 



f* oO 


sen x 2 dx 


o 


r oo 


d) 


sen ax cos bx 


dx. 


9. La grâfica de la ecuaciôn y 2 (g — x) = .y 3 se llama “cisoide de 
Diodes”. Establézcase cuâl es la intégral para el ârea entre la cisoide y su 
asintota. Demuéstrese que la intégral es convergente y evalüese. 

Sugerencia : hâgase x — a cos 2 6. 


10. Supongamos que /y g son continuas sobre [a, o o) y que 0 ^ /(x) y 
0 < g(x) para todo xe[a, oo). Pruébese que: 


f 

a) Si lim - = 0 e 

« g 

b) Si iim - = co e 

ce g 


OO 


g converge, entonces 


oo 


a 


f converge. 


oc 


r oo 


g diverge, entonces 


/ diverge. 


4. INTEGRALES DEFINIDAS DEPENDIENTES 

DE UN PARÂMETRO 


Sea / una funciôn continua sobre el rectângulo 

01 = {(x, y) a ^ x ^ 6, c ^ y ^ d} 

y sea F la funciôn definida sobre [c, d] segun la régla de correspondencia 


F (y) = 


/(x, y)dx. 


a 


Primero demostraremos que F es continua sobre [ c , rf]. La continuidad 
de F sobre [c, d ] implica que F es también intégrable sobre [c, rf]. Si 
aceptamos la hipôtesis adicional de que D 2 f es continua sobre 
probaremos que f e s diferenciable sobre [c, d]. 


4.1 Teorema. 5/ / es continua sobre el rectângulo 01 — {(x, y) | a ^ x < b. 


c ^ y ^ d}, entonces F (y) = 




a 


/(x, y)dx es continua sobre [c, d] 


Prueba. Para todo ye[c, c/] fijo, la funciôn g definida por g{x) = /(x, y) 
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es continua y, por tanto, intégrable sobre [a, b]. Asi pues, F esta definida 
sobre [ c , d\ Como / es continua sobre e! conjunto cerrado y acotado (M, 
f es uniformemente continua sobre y para cada e > 0 existe una ô > 0 
tal que 

|/(x, y + h)-J'(x, y)\ < —~ 

b— a 


siempre que (x, y) y (x, y + h) pertenecen a $t, y \h\ <3. Sea ahora y un 
punto cuaîquiera en [e, à], Entonces 


\F{y + h)-F(y)\ 


[/(x, y + /?j-/(x, y)] dx 


r/y 


< 


rt 


/(X, y + /i)-/ (x, y)\dx < 


a 


a b — a 


dx = 8 


siempre que y + he[c, d\ y \h\ < 3. Lo que compléta la prueba. 

4.2 Teorema. Si las funciones f y D 2 f son continuas sobre el rectângulo 


y/? — 


{(x, y) | a ^ x ^ b, c y y ^ c/}, entonces F (y) = 
diferenciabie sobre [c, c/] y 


/(x, y)dx es 




D, 


/(x, y) dx = F'(y) = Z) 2 /(x, y)dx sobre [c, d] . 


J 


a 


a 


Prueba. Sea g (y) = 


D 2 /(x, y)dx sobre [c, d]. Por el teorema 4.1 


supimos que # es continua sobre [c, d] ya que Z> 2 /es continua sobre 
Por tanto, para ye[c, d], g es intégrable sobre [c, y] e 


•^v 


g{u)du 


f* 


D 2 /(x, u)dxdu ~ 


j c j 


D 2 /(x, u) du dx 


j u j 


'b 


[/(*, y)—f(x, c)]dx = F (y ) —F (c) 


El cambio de orden de integraciôn estâ justificado ya que Z) 2 /es continua 
sobre ^ (teorema 9.3 y corolario 9.4, pâg. 355). Diferenciando miembros 
lados de la anterior ecuaciôn, obtenemos por el primer teorema fundamental 
del câlculo 


rb 


F f (y) = g (y) = 


o 2 /(x, y) dx 
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4.3 Corolario. (Régla de Leibniz.) Si f y D 2 f son continuas sobre el 
rectângulo 91 — {(x, y) \ a ^ x ^ b, c < y ^d} y las funciones g y h son 
diferenciables sobre f c , d] con g(y)e[a , b] y h(y)s[a, b] para todo y e [c, d]. 


entonces F (y) = 


Hy) 


g(y) 


f (x, y)dx es diferenciabte sobre [c, d~\ y 


D , 




g(y) 


f(x, y)dx = F'(y) 


'h(y) 


v(y) 


DJ\x, y)dx+f(h(y\ y) h'(y)-/(g (y), >’) g'(y). 


Prueba. Sea G(u, v , y) = 




J « 


/ (x, y)dx . Entonces E(>’) = G(#O0> v)- 


De acuerdo con el primer teorema fundamental del câlculo 


b \ 

D t G(u, v, y) = — - 

du { 


ru 


f(x, y)dx\ = - f(u , y) 


D 2 G(u, v, y) 


dv 


f(x, y) dx = f(v, y) 


U 


De acuerdo con el teorema 4.2, 


D 3 G(u, v, y) = 


oy 


r» 


J (x, y)dx = D 2 J(x,y)dx. 


U 


De donde, segün la régla de la cadena, 

F’(y) = D^igiy), h(y), y) g'(y) + D 2 G{g(y), h(y), y) h'(y) 


+ D 3 G(g(y), h (y), y) 


= -figiy), y) g'(y)+f(h(y), y) h'(y) + 


h<y) 




D 2 f(x, y)dx 


Problemas 

1. Encuéntrense las derivadas de cada una de las siguientes funciones 

^ ydx 


a) F(y) 


(1 —y sen x) dx b) F(y) = 
o J 


° 


2 2 
y x 


fx 


C) F (y) = 


sen (xy) 


dx 


d) F (y) 


n/2 


n cos (x 2 y) 


dx 


n/2 
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e) F (y) = 


1 — e 


xy 


f*y2 


dx 


f) F (y) - 


[~e 


xy 


dx 


g) Fiy) = 


’v 2 


JC 


f cos y 


arctan dx 

o y 


h) F (y) 


(y*-x 2 ) n dx 


2. Sea F (y) = 


e xy dx. Evalüese F y luego diierénciese tanto en 


o 


la forma intégral como en la forma evaluada. Obténgase de aqui el valor 


de 


xe xy dx. 


o 


3. Pruébese que si w(t) satisface la ecuacion diferencial con coeficientes 
constantes: 


L[x(0] = x {n) (t) + a } x in n (0+ (t) J rü n x(t) = 0 


Xn-l) 


y las condiciones iniciales: 


w (0) = w (0) = ». - w (n ~ 2 \ 0) = 0, w» ( "" 1) (0) = 1 , 


entonces 


x(t) = 


rt 


o 


w(t — s) f (s) d s 


satisface la ecuacion diferencial L[x(t)] = f(t). 


fl 


4. Sea F (y) = 


x' — 1 


dx. Encuéntrese F'(y) y evalüese la intégral. 


_ o ln x 

Partiendo de F' (y) evalüese F (y). ^Cuâl es el dominio de Z 7 ? 


f.V 


5. Sea F ( y) = 


(>’ - x) 


n- 1 


o (n — 1) ! 


f(x)dx. Pruébese que F( 0) = F'( 0) = 


F n 1 (0) = 0 y F {n) (y) = f (y). Conclüyase de aqui que 


o 


>>n - 1 


O 


y i r 


,/ o ^ 


yfl ~ 1 


>’* ï y (y — x) 1 

f (x) dx dy 1 • • • dy„ _ 2 dy„ _, = -—) {x) dx . 

o J o (n — 1 ) ! 


6. La funciôn de Bessel J 0 puede definirse por la régla de correspon- 
dencia 

^ i 


J 0 (x) = 


1 


71 J 


cos xt 


-TT 


dt . 


t 
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Pruébese que J 0 satisface la ecuaciôn difereneial (ecuaciôn de Bessel) 

J o"(x) + - J 0 '(x) + J 0 (x) = 0. 

X 


Sugerencia: intégrese J 0 ' por partes. 

7. Supongamos que y satisface la ecuaciôn intégral 


y(x) = 26 x — 10-1-6 


(t — x) y(t)dt. 


o 


Encuéntrese la ecuaciôn difereneial satisfecha por y y resuélvase para y. 
8* Supongamos que y satisface la ecuaciôn intégral 


y(x) = 1 — 2x —4x 2 -f 


[3 + 6(x — t) — 4(x~r) 2 ] y(t)dt. 


o 


Encuéntrese la ecuaciôn difereneial satisfecha por y. ^Cuâles son las 
condiciones iniciales y( 0), y'(0) y /'(O) ? 


9. Resuélvase la ecuaciôn intégral 


y(x) = a sen x -h 


rx 


0 


sen (x —t) y(t)dt. 


10. La intégral eliptica incompleta de primera clase se define por la 
régla de correspondencia 


E(z, k) = 


dO 


2 ml/2 


o (1-rsen 0) 


, 0 ^ k ^ 1. 


Pruébese que: 

a) F(z , k) crece con k para z > 0 

b) lim k) = oo. 

k^l 


5. INTEGRALES IMPROPIAS DEPENDIENTES 

DE UN PARÂMETRO 

En la secciôn previa las intégrales consideradas eran intégrales definidas. 
En esta secciôn extenderemos los resultados obtenidos alli a las intégrales 
impropias. Recuérdese que cuando consideramos cuestiones de continuidad, 
integrabilidad y diferenciabilidad de sériés infinitas de funciones, se introdujo 
el concepto de convergencia uniforme para obtener condiciones sufieientes 
que nos asegurasen estas propiedades. De nuevo introduciremos este 
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concepto de convergencia uniforme en ias intégrales inrpropias para 
proveernos de condiciones suficientes y asegurarnos la continuidad, inte~ 
grabilidad y diferenciabilidad de las intégrales impropias dependientes de 
un para métro. 


5.1 Définition. Sea F un conjunto de numéros real es y sea f una june ion 


de R “ en R défi nid a sobre [a, oo)x<£\ La intégral 


X 


f se dice que es 


ms 

uniformemente convergente a F sobre el conjunto si para cada e > 0 
existe un numéro N tal que para todo yeS 


F (y) 


es 


J* 


/U, y)dx 


< e siempre que b > N. 


5.2 Ejempio. Supongamos que 6 =[l,5] y f (x, y) ~ e xy . Pruébese 


que 


CC 


/ converge uniformemente a / ” 1 sobre [I, 5]. 


o 


Soluciôn. Tomemos una e > 0. Si ye[\ , 5], entonces 


1 

C h 


e~ xy dx 

— 

y 

0 



1 

- -h 
y 



1 

y 



y 


Ahora bien, e b < e si —b < ln e, es decir, si b > —Ine. Asi pues, si 
, 1 

N — ln -, entonces 

e 


1 

'*b 

e~ xy dx 

> ! * 

0 


< E 


siempre que b > N. 


Probaremos ahora que si la intégral de una funciôn continua de dos 
variables converge uniformemente a una funciôn Z 7 sobre un intervalo [c, d ], 
entonces F es continua sobre [c,d]. Este teorema es el anâlogo del 
teorema 6.5, pâg, 519, sobre la continuidad de una sérié uniformemente de 
funciones continuas. Generaliza el resultado del teorema 4.1 a las funciones 
impropias. 

5.3 Teorema. Si f es continua sobre la franja 39 — {(x, y) | xe[a, oo) 

r oc- 

y e [c, d]} y F (y) — f(x,y)dx converge uniformemente sobre [c, d], 

J a 

entonces F es continua sobre [c, d\ 

Prueba. Sea y un punto cualquiera de [c, d] y sea e > 0. Deseamos probar 
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que hay un numéro S > 0 tal que 

\F(y + h)-F(y)\ < £ 


siempre que y + he\c, d~\ y |/i| < d. Como 


a 


a 


f(x,y)dx converge unifor- 


memente sobre [c t d], existe un numéro b tal que para todo y e [c, d ] 


F (y) 


f(x, y) dx 


< 


e 


Segün el teorema 4.1, pâg. 563, 
pues, existe una 6 > 0 tal que 


/(x, y) dx es continua sobre [c, d~\. Àsi 


[f(x, y + h)-f(x, >’)] dx 


< £/' 3 


siempre que y + he[c, d] y |/;| < 6. For tanto, para cualquier y + he[c, d] 
tal que \h\ <Ô tenemos 


F (y + h)-F (y) 




F(y + h) 


f (x, y + h) dx 


+ 


[/(*, y + h)-f(x, y)]dx 


a 


+ 


J'(x, y) dx — F (y) 


£ £ £ 

<C~ + — + _ = £. 

3 3 3 


Y esto compléta la prueba. 

La prueba mas senciila para la convergencia uniforme de las intégrales 
infinitas es la correspondiente al criterio M de Weierstrass para la conver¬ 
gencia uniforme de las sériés infinitas. 


5.4 Teorema. Si 


OO 


M(x)dx converge y si |/(x, y)| ^ M(x) para toda 


a 


oc 


y G [c, d] y para toda x suficientemente grande , entonces | f(x,y)dx 
absolu ta y unijormemente sobre [c, d~\. 

Prueba. Por el criterio de comparaciôn (teorema 3.3, pâg. 555), 

00 

J'(x,y)dx es absolutamente convergente para todo ye[c, (/]. Sea 


F (y) = 


oo 


f(x,y)dx. Si \f(x,y)\^M(x) para todo x>N t y para 
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todo ye[c, ri], entonces para todo j t g[c, ri] y para todos los numéros b i 
y b 2 taies que b 2 > b { > N x tenemos 

'^1 I i fb 2 


rt> 2 


f (x, y) dx — j(x,y)dx 


a 


a 


< 


Por tanto, Mm 

b 2~* 20 

es deeir, 




t>2 


f(x, y)dx 


J b 1 

b i 
*b , 


/(x, y) dx 


M(x)dx. 


f(x, y) dx 


sC 


A’x AI dx 


^ Hm 

b 2 ^ao j 


'b 2 


M (x) dx ; 




F(y) - 


f(x, y) dx 


< 


00 


*1 


M(x) dx. 


Tôniese un e>0 cualquiera. Como M(x)dx converge, existe un 


OC 


a 


f* ■ 


numéro N ^ N { tal que 
todo y e [c, ri] 

F (y) - 


X 


b i 


M(x)rix < e siempre que i?! > N. Luego para 


f(x, y)dx 


a 


< e siempre que b x > N . 


Lo que prueba que 
sobre [ c , d]. 


oc 


/(x, y)rfx es uniformemente convergente 


5.5 Ejemplo. La “funciôn gamma'’ esta definida por la intégral impropia 


oo 


0 


x >; 1 e x dx (y > 0). 


Pruébese que la funciôn gamma es continua sobre <0, oo). 


Soluciôn. Probaremos primero que F } (y) = 


OO 


-y - 1 


e x dx es unifor¬ 


me mente convergente sobre [0, d] para todo d > 0. Luego F x es continua 
sobre [0, d] para todo d > 0. Por tanto, F x es continua sobre [0, d] y como d 
es un numéro positivo arbitrario, F { es continua sobre [0, oo). Ahora bien, 


lim x 1 x d 1 e x — Hm x d+1 e x = 0 


X —* X 


00 


y, por tanto, segün el criterio de la potencia (corolario 3.7, pâg. 557) 


oc 


.d — 1 „ — x 


e x dx converge. Como 0 ^ x v e x ^ x 


.v i „ * ^ \ e x p ara t0C j 0 
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xe[l, oo) y para toda ye[0, d], F { (y) converge uniformemente sobre [0, d] 
segün el criterio M de Weierstrass. 

f 1 

Para y> 1, F 2 {y) = x y ~ l e~ x dx es una intégral delinida y la 

J o 

continuidad de F 2 sobre [1, oo) se sigue de! teorema 4.1, pâg. 563. Para 
y< h f 2 (y) es una intégral impropia. Demostraremos a continuaciôn 
que F 2 (y) converge uniformemente sobre [c , 1] para todo ce<0, 1). 
Luego F 2 es continua sobre [ c , 1] y como ces un numéro arbitrario de <0, 1), 
F 2 es continua sobre [0, 1]. Sea c<e<0, 1). Entonces 


para todo ye[c, 1] y todo x e<0, 1], Como 


c - 


0 


dx converge para c > 0, 


F 2 (y) converge uniformemente sobre [c, 1] segün el criterio M de 
Weierstrass. 

Hemos probado que F, es continua sobre [0, oo) y F 2 es continua sobre 
<0, oo). Por tanto T — F, + F 2 es continua sobre <0, oo). 

Sabemos que para intégrales definidas dependientes de un parametro 
si / es continua sobre el rectângulo M = {(x, y) | a < x < b, c <y < d} 


rb 


y si F (y) = 

*b rd 


rd 


/(x, y)dx, entonces 


F (y ) dy = 


rb 


/(x, y) dxdy = 


a 


/(x, y)dydx —el orden de integraciôn puede intercambiarse. Ademâs, 


si/y D 2 /son continuas sobre el rectângulo entonces F'(y) = 


D 2 f(x,y)dx 


a 


—el orden de integraciôn y diferenciaciôn puede intercambiarse. Exten- 
deremos ahora estos resultados a las intégrales impropias. Para las 
intégrales impropias estas operaciones corresponden a la integraciôn y 
diferenciaciôn término a término de las sériés. 


5.6 Teorema. Si la f une ion f es continua sobre la franja 


0t = {(x, y) I xe[a, co>, >’e[c, d]} y F(y) = 
uniformemente sobre [c, d], entonces 


OC 


/(x, y) dx converge 


rd 


OC 


a 


/(x, y)dxdy — 


"d 


^oo rd 


F (y) dy = 


/(x, y) dy dx. 


“ J 


Prueba. Como / es continua sobre M y la intégral impropia converge 
uniformemente sobre [c, d \, F es continua sobre [c, <F). Por tanto, 

P f d 

F(y)dy existe e /(x, y)dy existe para todo xe[a, go). Queremos 
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probar que 


b r d 


F ( y ) cl y = 1 i m / ( x, > ! ) d y d x ; 

b~* ce J a Je 


es decir, queremos probar que para todo e>0 existe un numéro N^a 
tal que 


F (y) dy 


b rd 


a J c 


/(x, y)dydx < e siempre que b > N. 


Ahora bien 


F (y) d y - 


b rd 


J « JC 


f(x,y)dydx = F(y)dy 


n rb 


c J a 


f(x, y)dx dy 


F(y)~ f(x,y)dx\dy . 


Como /(x, y)dx converge a F (y) uniformemente sobre [c, d], existe 

J « 

un numéro N ^ a tal que para todo > ; e[c, d] 


f(>’) 


/(x, y)dx < —-— siempre que b > N. 

d — c 


Por tanto, para todo b > N 


F (y) d y 


'b rd 


a J c 


j\x, y) dy dx 


F (y) ~ 


f(x,y)dx dy <- (d — c) —s 

d — c 


Lo que prueba que 


F(y)dy — lim 


'b rd 


b -*■ oc J a Je 


/(x, y) d y dx 


oc r d 


a je 


J\x, y) dy dx. 


5.7 Ejemplo. Sea F(y)= e “ X senyxdx, a > ü. Integrando F(u)du, 


determmese 


e~ ax — ~ C0S — dx. 


Soluciôn. Tenemos 


F (y) = e ÜX sen yx dx — lim 


b-* ce 


-e y 

- -- (a sen yx + y cos >»x) = ———; 

r + y Jo a" -y y~ 
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Como \e~ ax sen yx\ ^ e~ ax para todo ye R, segün el criterio M de 
Weierstrass la convergencia es uniforme con respecto a y sobre R. Luego 
podemos cambiar el orden de integraciôn: 


*y 


'oo 

oo 

'y 

F(u)du = 


e~ ax sen ux dxdu = 

„ — ax 

e 

sen uxdudx 

J o 

o * 

o 

o 

0 


00 


0 


— ÜX 


COS UX 


X 


y f* a) 

dx = 

0 JO 


J — cos yx , 
e -— dx 

x 


Por otra parte, 
Cy 


F(ü)du = 


o 


y u \ 7 7 

—-- du — - ln (a 2 y u 2 ) 

o a 2 Fie 2 


.2 , .Y 


= bn 

o 2 V a 


De donde 


'‘"«-“i dx = Un(“d±f 

o x 2 V fl 2 


para ye R y a > 0. 


5.8 Teorema. Si las funciones f y D 2 f son continuas sobre la jranja 


m = {(x, y) \xe[a, oo>, ye[c, d]}, 


00 


f(x i y)dx converge a F(y) sobre 


[c, d],e 


00 


a 


D 2 f(x, y)dy converge uniformemente sobre [c, d], enfonces F 


es diferenciable sobre [ c , d] y 


D , 


00 


/(x, y)dx = F'(y) = 


oc 


D 2 .f{x, y)dx. 


(* oo 


Prueba. Sea g (y) = 


I) 2 f(x, y)dx sobre [c, d]. Por el teorema 5.3 


sabemos que # es continua sobre [c, d] ya que D 2 /es continua sobre ^ 
y la intégral converge uniformemente sobre [c, d]. Por tanto, para ye[c , d], 
# es intégrable sobre [c, y] e 


g(u)du 


OO 


D 2 f(x, u) dx du . 


Segün el teorema 5.6, el orden de integraciôn puede invertirse ya que 

Ç oo 

g(y) = D 2 f(x,y)dx converge uniformemente sobre [c, y] c: [c, d]. 
J a 
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De donde 


g(u)du = 


X 


a J c 


[* oo 


ü 2 /(x, m) du dx = [/(x, — / (x, c)] dx 


« 


= F{y)-F(c) 


Segün el primer teorema fundamental del câlculo 


F'(y) = 9 (y) 


OC 


D 2 f(x, y)dx. 


Problemas 

1. Pruébese que las siguientes intégrales convergen uniformemente 
sobre el intervalo especificado. 


f* GO 


Ci) 


e x sen xy dx ; y e R 


o 


b) 


y* dx ; j/e[0, a], a < 1 


o 


c) 


x 2 e xy dx ; y < — d < 0 d) 


o 


00 e xy 


o 2' 


dx; y ^ In a, a < 2 


e) 


00 


sen xy 

2 . 2 
o x 4-} ' 


oo 


dx ; y ^ <3 > 0 /) c - v * sen x dx ; y > <3 > 0. 


o 


2 . Sea F(cî, b) 


00 


e sen bx dx , a > 0, be R. Evaluese F (a, b) y 


o 


pruébese que se puede diferenciar con respecto tanto a a como a b y, por 
tanto, evaluar: 

/'x 

xe~ ax sen bx dx 
o 


xe ax cos bx dx . 


o 


3. Sea F (y) = 


para y e <0, !>, 


00 


0 


xy x 1 dx. Pruébese que para una oe(0, 1) fija y 


F(u)du puede evaluarse cambiando el orden de 


J a 


integraciôn. Evaluese 


F(u)du y ûsese el primer teorema fundamental 


del câlculo para déterminai' F (y). 
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r <x> 


4. Sea F(y) = 


e xy dx. Pruébese que F tiene derivadas de todos los 


o 


ôrdenes sobre <( — oo, 0> : 


F in) (y ) = 


co 


0 


x n e xy dx 


Evalüese F{y) y üsese este valor para evaluar 


00 


0 


x"e xy dx. 


5. Sea F(y) = 


00 


Sen - ^ e X dx. Encuéntrese F '(>’) y evalüese la integra! 


_ o x 

para F'(y). Partiendo del valor de F' (y) determinese el valor de F (y). 

6. La funcion de Bessel modificada de segunda clase de orden cero 
puede definirse por 

„ - xr 


K 0 (x) = 


00 


V« 2 -1 


dt (x > 0). 


Demuéstrese que K 0 satisface la ecuaciôn diferencial (ecuaciôn de Bessel 
modificada) 

K 0 "(x)+-K 0 ’(x)-K 0 (x) = 0. 

X 


7. Para un entero positivo n , la funcion de Bessel modificada de segunda 
clase de orden n puede definirse por 


K n {x) - 


x 


(2n — 1 )! ! 


00 


0 


. — x cosh t 


senh 2n tdt (x > 0) 


donde (2/7 — 1)!! = 1 *3*5... (2n— 1). Pruébese que K n satisface la ecuaciôn 
de Bessel modificada 

K n "(x) + -K n '(x) - (l + LV(x) = 0. 


Sugerencia : reemplâcese cosh 2 t por 1 + senh 2 /, combinense las inté¬ 
grales, e intégrese una de las dos intégrales résultantes por partes. 


8. a) Pruébese que 


00 


dx 


o (x 2 4- a) 


-es umtormemente convergente si 

n+ ^ 


ae<d, oo ), donde 6 > 0 y n es un entero positivo cualquiera. 
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b) Pruébese que 


r° 


dx 


71 


o -h a 2 v a 


—n , a e <0, oo 


/ 


c) Diferenciando respecto a a pruébese que 


dx 


Jo (x 2 4~u) fl+1 


(2rt — 1 )! ! TT _ i« 2n + I > , n , x 

- a a e < 0, x ) 

2 n+x n\ ' ' 


para todo entero positivo n donde (2/7— !)!!= ] -3*5... (2/7—1). 


9 . Evaluese 


x — a x — hx 

e — e 


dx evaluando 


o 


e yx dx y probando que 


o 


es permisible integrar sobre el intervalo [a, b ], a > Ü. 

10 . La f unciôn gamma (ejemplo 5.5) esta défi ni da por 


(* -, 


ri y) - 


x y 1 e'~ x dx (y > 0 ) 


J 


o 


Pruébese mediante intégration por partes que 

T(> + 1 ) - vR v). 

Pruébese también que T(l) = 1. Dedüzcase de ello que para un n entero 
positivo 

T (n + 1 ) — n\. 


6. EL VALOR DE ENA INTEGRAL CONVERGENTE 


Si probamos que 

7 b 


j converge mediante el uso de la deüniciôn 


J 


f 


lim 

h — y. 


/, entonces obtenemos el valor de la intégral infinita en 


el proceso de demostrar la convergencia. Este método puede usarse solamente 


en casos en que ia intégral 


/ puede evaluarse por uno de los métodos 


considerados en el câlculo elemental. Hem os visto que los teoremas de la 
secciôn previa puedcn usarse también para la évaluation de las intégrales 
impropias. Sin embargo, este método es de aplicabilidad nuiy limitada. 

Si probamos que una intégral impropi a converge mediante la aplicaciôn 
de uno de los criterios de la secciôn 3, entonces, en general, no conocemos 
el valor de la intégral. Sabemos que podemos hallar una aproximaciôn al 


f * oo 


valor de una intégrai convergente impropia 


f con error mener que un 



6] 


El valor de una intégral convergente 


577 


numéro positivo prefijado cuaîquiera mediante ei câiculo de 


/ con tal 


a 


de tomar b suficientemente grande. En esta secciôn daremos algunas 


rb 


estimaciones sobre cuân grande debe ser b para que / se aproxime 


J a 


a 


OO 


a 


f con un grado especificado de preçisiôn. Es entonces posible 


evaluar 


r b 


f numéricamente y obtener asî un valor aproximado de 


a 


oo 


/• 


Si probamos que 


oo 


/es absolutamente convergente comparândola con 


la intégral convergente 


del error cometido al tomar 


00 


g , entonces podemos obtener una estimaciôn 


/ como aproximaciôn de 
si l/OOi ^ g{x) siempre que x > N, entonces para b^ > b > N 


oo 


/como sigue : 


a 



fb i 




't'i 


fbi r 


f ~ 

/ 

■— 


/ 


l/l ^ 

* 

» 

a 



b 

* 

b J 


G 


Por tanto 


6,1 



r oo 




rbi 

'b 

/» 


/ - 

f 

= lim 


/- 

f 


* 

a 

a 

b i —» oo 

» 

a 

a 

J 


00 


siempre que b > N. i numéro 



r. 

*b 


f - 

i 


a v 

a 


G 


se llama error de trun- 


caciôn . La desiguaidad 6.1 nos da una cota superior del error de truncaciôn. 


6.2 Ejemplo. Esthnese cuân grande debe ser b para que 



i 3 : 


dx se 


aproxime a la intégral impropia 
que I x 10 -4 . 


CO 


V* 


1 3' 


dx con error de truncaciôn menor 


Soluciôn. En el ejemplo 3.12, pâg. 560, se probô que la intégral impropia 
converge. La desiguaidad 


6.3 


x 1 
< — 


3* x r 


/'oü 


se verifica para x suficientemente grande e 


dx 


converge para r > 1 


b X 
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Si tomamos r — 2, enfonces 6.3 se verifica para todo x > 0. Para hacer 



^=!<10- 4 
x 2 b 


es necesario tomar b > I0 4 . Asi pues, si usamos r = 2, parece que debemos 

tomai b muy grande con el fin de asegurar una cota superior suficientemente 

■ 

pequena del error de truncaciôn. Si r = 3, entonces 6.3 se verifica para 
todo x > 6 e 


r oo 

b X 


dx 

3 


— 2 < IC ' 4 
2 b 2 


para b ^ 71. Si r 


4, entonces 6.3 se verifica para x > 9 e 



d- < 10" 4 

3 b 3 


para b > 15. Si r 


5, entonces 6.3 se verifica para x ^ 13 mientràs que 


00 dx 
b x 5 


— < 10- 4 
4fc 4 


para b > 7.07. Es, pues, suficiente tomar b = 13. 

Si el integrando de una intégral impropia cambia alternativamente de 
signo, entonces podemos construir una sérié alternante partiendo de tal 
intégral. El teorema 3.13, pâg. 560, nos dice que si la sérié alternante asi 
construida satisface las condiciones del criterio de la sérié alternante, 
entonces nuestra intégral converge y su valor es igual a la suma de la sé¬ 
rié alternante. Sabemos también que la suma de una sérié alternante puede 
aproximarse por una suma parcial con un error de truncaciôn menor que el 
valor absoluto del primer término omitido. 


6.4 Ejemplo. Estimese cuân grande debe ser n para que 


P(m + 3/2)n 


rt/2 


cos X 


dx 


se aproxjme a 


cc- 


cos X 


dx con error de truncaciôn menor que e. 


n/2 X 


SOLUCIÔN. 


71 


Sea {b k \ = (2 k + 1 )- y 


a k = (-1) 


k + 1 


fb k 


b k 


+ ! 


cos X 
~ 2 " 


dx 


Entonces {a k } es una sucesiôn no creciente de términos positivos con 
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lim a k — 0. De acuerdo con el teorema 3.13, 

r oo 


COS X 


-dx = 


(* 3n/2 COS X 


k/2 X 


co 


dx + Yj (“ 1)* + 1 a k 


k/2 X 


1 


y el error de truncaciôn es menor que 



r ( n+ 5/2 )ji cosx 

1 


' , (n + 5/2)7i 


dx 

^ ^ -î 


cos x dx 

J 

(n +3/2)n X 

(n + jyV 

«/ 

( n +3/2)ti 


(n + ïfn 2 

El error de truncaciôn eis menor que e si 

1 [2 3 

n > - /-. 

71 V 8 2 

En particular si e = 0.005, entonces tomariamos 

20 3 

n >-= 4.87. 

71 2 

Es decir, tomariamos n ~ 5. 

Nota. En el anterior ejemplo habriamos podido también probar la 
convergencia de la intégral mediante el criterio de comparaciôn: 


cos x 


<; 


x ‘ 


Sin embargo, si hubiéramos estiinado el error de truncaciôn usando 
este criterio, habriamos llegado a la conclusion de que 



gr 

cos X . 
dx 


J 

(n+3/2)* X 

J 


QO 


(n + 3/2)n X 


dx î 

2 (n + j) n 


< E 


1 3 

para n > -. En particular, para s — 0.0005 habriamos tomado 

7te 2 

200 3 

n > -= 62.66 o n =63. 

n 2 
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Problemas 


1. Üsese el criterio de comparaciôn para estimar cuân grande debe 


tomarse b para que 
siguientes intégrales : 


i x 


+ x‘ 


/ sea menor que a en cada una de las 


ue u du 


2 M\ 2 


o (1+0 


00 ln x 

i 1 -f x : 


1 ysJ3y 2 + 2y+[ 


œ ln x dx 
1 (l+x 2 Ÿ 


o 1 + sen x + ë 


e~ x2 dx 


e x ln x dx 


2. Üsese el criterio de comparaciôn para estimar cuân prôximo a cero debe 

pb pb | Çb Pb—Ô 

escogerse ô para que / - / o / — / sea menor 


a + <5 


que e en cada una de las siguientes intégrales : 


sen x 


o x 


o x + sen x 


o (l+x)Vx 


0 Vl+X 2 


3. Estimese cuân grande debe escogerse b para que J / — J / 
sea menor que e mediante la consideraciôn de la sérié alternante asociada 


sen x 


sen * , 

b) -- dx 

Jo 1 + x 


x sen x , 
c) - dx 

J n/2 ln X 


e x sen x dx 
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7. RESUMEN 

En este capitulo hemos considerado ciertas generalizaciones de la nociôn 

r b 

de intégral. En el capitulo 6, la intégral definida / se generalizô primero 

J a 

reemplazando el intervalo [a, 6] en R por un intervalo en R" y después re- 
emplazando [a, b] por ciertos conjuntos acotados mas generales en R". 
Àqui las generalizaciones tomaron direcciones diferentes. 

Hemos estudiado intégrales impropias —intégrales impropias de primera 
clase en que el intervalo de integraciôn es infinito e intégrales impropias de 
segunda clase en que el intervalo es finito, pero el integrando no es acotado. 
Vimos que en muchos respectos las intégrales impropias son completamente 
anâlogas a las sériés infinitas. Derivamos varios criterios de convergencia 
para las derivadas impropias y se consideraron algunos métodos para su 
evaluaciôn. 

Como otra generalizaciôn de la intégral, estudiamos también las 
intégrales, tanto propias como impropias, dependientes de un parâmetro: 

% b 

F (y) = /(x, ÿ)dx 

J <* 

donde a y b pueden ser numéros reales, funciones de y o mas o menos 
infinito. Las intégrales dependientes de un parâmetro ya se nos habian 
presentado en conexiôn con las intégrales iteradas. Aqui hemos dado 
condiciones suficientes de continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad 
de F. 


Problemas de repaso 


1. Evalüense las siguientes intégrales impropias. 



sen x 

- dx 

l — cos x 


% 00 

b ) e~~ x scnxdx 

* 0 





dx 

(\+xf 12 ' 


2. Pruébese que la région limitada superiormente por la hipérbola 
xy = 1, inferiormente por el eje X , a la izquierda por la recta x = 1, y no 
limitada hacia la derecha, no tiene area alguna definible. Pruébese también 
que si esta région se hace girar alrededor del eje X , entonces el sôlido de 
revoluciôn generado tiene un volumen definible. Encuéntrese este volumen. 
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3. Encuéntrese el ârea total limitada por la grâfica de la ecuaciôn 

x 2 y 2 + 2x 2 —4y 2 - 0 

y sus asintotas. 

4. Para m y n positives, puede definirse la funcion beta por 

x m 1 dx 

B(m , n) 


m + n 


o (1 + x) 


a) Pruébese mediante integraciôn por partes que 


B(m, n) 


m — 1 


m — 1 + n 


B(m— 1, n ) para m >1, n > 0 


b) Dedüzcase que para m y n enteros positivos. 


B(m, n) 


(m — 1 ) ! (n — 1 ) ! T (m) F {n) 


( m + n — 1 ) ! 


T (m + n) 


donde T es la funciôn gamma que introdujimos en el ejemplo 5.5, 
pâg. 570. 

5. Sean N y D polinomios de grados n y d respectivamente. Demuéstrese 

x N (x) 


que si a es mayor que el mayor cero (real) de D , entonces 
converge si y solo si d > n + 1. 

6. Determinese si las siguientes intégrales convergen o divergen. 


« D(x) 


dx 


a) 


oc 


0 


arctan x 
1+x 2 


dx 


b) 


00 


dx 


0 v'1-t-x' 


c) 


oo ,.3 


0 


x dx 

vv +1 


d) 


r* t/2 


0 


CO S X 


dx 


x 


/ X 


e) 


y%!1 x 2 


dx 


f) 


o s en x 


sen x 


r 


dx . 


0 - x v 1 — x 


7. Diferénciense cada una de las siguientes funciones : 


(* n 


a) 


c) 


cos (xy ) dx 


o 


b) sen (x — y) dx 


r*ly 2 


3 

rx 2 


cos (xy 2 ) dx 


d) 


e~ xy (y-xTdy 
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8. Sea F (y ) — 


sen (xy)dx. Evalüese F y, luego, diferénciese tanto 


o 


en la forma intégral como en la forma evaluada. Partiendo de ello, obténgase 
el valor de 


x cos (xy)dx . 


o 


9. Sea F n (y) = 


(y — x) n cos xdx donde n es un entero positivo. 


o 


b ) Encuéntrense F n '(y), F n "(y) 9 ... sin integraciôn, y pruébese que 

F ( n n) (y) = n! sen y . 

b) Basândose en los resultados de la parte a, pruébese que 

F,(y) = ni f(y) + P H - t (ÿ) 

donde P n _ x (y) = a 0 + a l y+ ... Fa n _ i y”' 1 es un poiinomio de 
grado, cuando mâs, n—\ y 

( — Vf 12 sen y para n par 
(— l)* (n+1) cos y para n impar. 


f(y) = 


c) Obsérvese que F n ( 0) = F w '(0) = ... = F rt (n) (0) = 0. Usese este 
hecho para determinar los coeficientes de P 5 (y) y luego evalüese 


Fe(y) = 


(y — x) 6 cos x dx . 


o 


10. Pruébese que las siguientes intégrales convergen uniformemente sobre 
el intervalo que, en cada caso, se senala. 


a) 


c) 


00 


cos X , 

—- -dx; yeR 

i x 2 + y 2 


00 


0 


te st dt ; s ^ ô > 0 


b) 


d) 


00 


0 


00 


0 


sen 2 (yx) 
yx 2 


dx ; y ^ (5 > 0 


t n e dt ; n ^ 0, 5 ^ Ô > 0. 


II. Sea f(s) = 


00 


0 


e st dt, para se<0, oo). 


1 


a) Pruébese que /(s) = - para se<0, oo). 

s 

b) Pruébese que es permisible diferenciar f(s) n veces bajo el signo 
intégral para ^e<0, oo). 

c) Dedüzcase que para un entero positivo cualquiera n y je<0, go), 

n ! 


t n e~ sl dt = 


o 


.«+1 





1. INTRODUCCIÔN 


Este capitulo es una breve introducciôn a las ecuaciones diferenciales 
y en él queremos conocer lo que una ecuaciôn diferencial es, y comprender 
lo que quiere decirse cuando se habla de una soluciôn de una ecua¬ 
ciôn diferencial. Nos limitamos a algunos tipos sencillos de ecuaciones 
que pueden resol verse en términos de funciones elemen taies o cuya soluciôn 
puede expresarse analiticamente en términos de una intégral definida. Los 
problemas y los ejemplos nos demuestran algunas de las formas en que se 
aplican las ecuaciones diferenciales a problemas concretos, y veremos cômo 
las ecuaciones diferenciales, mas ciertas condiciones iniciales, determinan 
soluciones ünicas. Las ecuaciones diferenciales que hemos elegido como 


5 R 5 
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objeto de estudio son también las que sirven eomo ejemplos elementales 
importantes en cieneia e ingenieria. 

Ei problema central en las ecuaciones diferenciales puede describirse en 
toda su generalidad como el estudio de un conjunto de funciones definido 
por el requerimiento de que la funcion y algunas de sus derivadas tengan 
propiedades especiales. Por ejemplo, el conjunto puede ser el conjunto de 
todas las funciones reales con la propiedad de que la derivada de cada una 
de las funciones sobre <- oo, oo> sea la propia funcion. Este requerimiento 
puede expresarse por la ecuaciôn 

1.1 y' — y sobre < — oo, oo) 

o por la ecuaciôn escrita como régla de correspondencia 

1.1' > 7 '(x) = y(x), xe<--oo, oo). 

La ecuaciôn 1.1 se Huma “ecuaciôn diferenciar, y cualquier funcion con 
esta propiedad se llama “solution” de la ecuaciôn diferencial. Sabemos 
que D(exp) = exp. Por tanto, y = exp es una solution de la ecuaciôn 1.1. 
Podemos también decir que y(x) — e* es una solution, y entender por esto 
que estamos enunciando la régla de correspondencia de una soluciôn. 

Sea c una constante cualquiera y y{x) — ce* , entonces y'(x) = ce* = y(.\). 
Por tanto, y(x) = ce* es una soluciôn para cualquier constante c . ^Tiene 
esta ecuaciôn diferencial algunas otras soluciones ? Para contestar a esta 
pregunta supongamos que u es una soluciôn de la ecuaciôn 1.1. Entonces 

u' (x) — u(x) = 0 


y 


e x (u (x) — u(x )) = D x (e X u(x)) = 0. 


De donde 


e *u(x) — c y u{x) — ce x . 


Por tanto, toda soluciôn de la ecuaciôn 1.1 sobre < — oo, oo) es de la 
forma ce*, donde c es una constante y ce* se llama “solution general” de 
la ecuaciôn 1.1. Toda soluciôn es de la forma de la solution general, y todas 
las funciones de esta forma son soluciones. 

El conjunto de funciones definido por una ecuaciôn diferencial puede 
restringirse mâs por las que se llaman “condiciones initiales” o “condiciones 
de frontera”. Volviendo a nuestro ejemplo, consideremos 

1.2 y' = y sobre < — co, oo), y(0) = 1. 


Deseamos encontrar todas las soluciones de la ecuaciôn 1.1 que satisfacen 
la condition inicial y(0) — 1. Sabemos que la soluciôn general de la 
ecuaciôn 1.1 es y(x) — ce*. Como y(0) ™ c = 1, y(x) = e* es la ünica 
soluciôn de la ecuaciôn 1.2. 
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Otros ejemplos de ecuaciones diferenciales son: 

La ecuaciôn que describe el movirniento de un péndulo: 

1.3 fl H- sen o fl ~ 0 0(t) + sen 6{t) = 0), 

La ecuaciôn diferencial para un circuito eléctrico que consiste en una 
inductancia (L), una resistencia (R) y una capacitancia (C) dispuestas en 

sérié ( q = carga; q = — = corriente; E , voltaje aplicado 
\ dt 

1.4 Lq + Rq + — 4 = E (Lq(t)+ Rq(t) 4- — <jf(0 = £(t))* 

C C 



Un par de ecuaciones diferenciales en dos funciones incôgnitas x y y: 

^ x = ax + 6 j/ /x (0 = ax (0 + 6 y (0 

y = cx-\-dy \ÿ (0 = cx(t) + dy(t) 

La ecuaciôn de Newton (1671) para el movirniento de una particula en 
el campo gravitatorio terrestre (el problema de los dos cuerpos): 

r 

1.6 mr — — k — , donde r = |r]. 

r 



La ecuaciôn de Bessel. (El primer estudio sistemâtico de las soluciones 
fue dado por Bessel en 1824): 

1.7 x 2 y" (x) +xy'(x) + (x 2 — n 2 ) y(x) — 0. 


2 

. r . 2 d y d y 

Nota, Esta ecuaciôn se escribe a menudo en la lorma x —- + x — 

dx 2 dx 

+ (x 2 — n 2 )y = 0 o, simplemente, x 2 y" + xy' + (x 2 — n 2 )y = 0. Aunque la 
notaciôn es incompleta, no debe haber dentro del contexto de las 
ecuaciones diferenciales ningun mal entendido. En lugar de la ecuaciôn 1.3 

d 2 6 

podemos escribir —- + sen fl = 0 o 0 + sen fl = 0. Se entiende, entonces, 

dt 


que 6 es una funciôn y que sen 0 es una composiciôn de funciones. 
Si quisiéramos que fuera el producto de funciones, escribiriamos 
0 + (sen t)0 = 0. Ademâs, si en la ecuaciôn 1.5 no supusiéramos que a, 
b, c y d eran constantes escribiriamos x = a(t)x + b(t)y, y — c(t)x + d(t)y. 


La ecuaciôn de Laplace (1787), introducida por Laplace en una memoria 
sobre los anillos de Saturno : 


£) i u -h [) 2 w y b) ^ u 


/ ->2 ^2 
i O U OU OU 

| -r H-r H- — 

\dx 2 ôy ôz 2 



1.8 
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La eacuciôn de Mathieu (1868), que aparece en el estudio de las 
vibraciones de una membrana eliptica: 


1.9 



+ (a + b cos 2x)y = 0. 


La ecuaciôn de Van der Pol (1922), la ecuaciôn diferenciaî de un oscilador 
triôdico: 

1.10 x-f*e(x 2 -l)x + x = 0. 

Una ecuaciôn diferenciaî aproximada para la vibraciôn torsionai de una 
estructura mecânica sujeta a amortiguamiento aerodinâmico y friccional 
(un estudio de esta ecuaciôn ayuda a comprender la sensacional faîla del 
puente colgante de Tacoma en 1940): 

1.11 6+<J{è)+gmè+0 = o. 

Las ecuaciones diferenciales para un sistema automâtico de control: 

e + + be = cz 

1.12 z = /(fcj y — k 2 z) 

ÿ + my — dè + he. 

Las ecuaciones diferenciales se dividen en dos clases: 1) ecuaciones 
diferenciales ordinarias, que definen funciones de una sola variable real, 
y 2 ) ecuaciones diferenciales parciales, como la ecuaciôn 1 . 8 , que definen 
funciones de dos o mas variables reales. Con excepciôn de la ecuaciôn 1.8, 
todas las anteriores ecuaciones son ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Nuestro interés primario en este capitulo es el estudio de las ecuaciones 
diferenciales ordinarias, y serân de la forma 

v (">) __ p (r v v ' V (m-1K 

1.13 y 1 ’ y,y ’"’ ,y } ’ 

(y (m, (t) = F(t, y(f),y'(0. - ,y 

donde y (/c) — D k y y F es una funciôn de R nm+1 en R H . Una funciôn g de R 
en R" se dice que es una solution de la ecuaciôn 1.13 sobre un intervalo J si 

g (m) = Fo (/, g, g', -, g* 1 "- 1 ») sobre J \ 

es decir, 

g (m) (0 = Fu, g (0, g'O), •••> g (m_ 1 ) ( 0 ) para todo te J. 

El rango de F esta en R" y la ecuaciôn 1.13 représenta un sistema de n 
ecuaciones. El numéro m es el orden de la derivada de orden mâs alto en 
la ecuaciôn, y la ecuaciôn 1.13 se dice que es un sistema de n ecuaciones 
diferenciales ordinarias de orden m . 
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Problemas 

Verifiquese que cada una de las siguientes funciones es una soluciôn 
sobre J de la ecuacion diferencial dada. 

1 . y = sen, y" + y = 0 , J = < — oo, oo) 

2 . y — c x sen + c 2 cos, ÿ' + y = 0 , J = < —co, co) 

3. y(x) = A sen (x + ô), /' + y — 0, J = <-oo, oo) 

4 . y(j) = c 1 sen t + c 2 cos t + \é , /' + y = e l , J — ( — co, oo) 

— e - x 

5. y(x) = senh x =-, y f! — y = 0, J — ( — oo, co) 

2 

6 . y(x) = c 2 e - *, y"-y = 0 , «/ = <-oo, cx)> 

7 . y(x) = - = L — , 2 y'-y 3 = 0 , J = <-oo, 1 > 

Vl-x 

8 . y(x) = —r , x 2 y" + 3xy' = 0, J — <0, oo) 

x 2 


9. r(0 = (cos a)t, sen œt), r + <u 2 r = 0, J = < — oo, co) 

10 . z (0 = e^ r (cos a>t + i sen œt), z — (/? + /o>)z, */ = < — oo, oo) 

11. Pruébese que e A * r es una soluciôn de 

nx + ôx + cx = 0 (ô 2 — 4ac ^ 0) 

si y solo si À 1 es una raiz de al 2 + bÀ-\- c = 0 . 

12. Verifiquese que 

u (r) = u (x, y, z) = - =L ■■ — = — , r = (x, y, z) ^ 0 

x/x 2 + / + z 2 l r ! 

es una soluciôn de la ecuacion de Laplace 

D 2 u + D 2 2 u + D 2 2 u — 0 . 


13. Verif iquese que 


es una soluciôn de 



(Vu = grad u = (DjU, D 2 u , D 3 u)). 
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Supongamos que / es continua sobre un intervalo J y que 0e J. 
Veriflquese que: 


o 


14. x(î) = 
satisface x(0) — x(0) = 0. 

Ç { (t-sY~ 1 

15. x(t) = 1 --— 

J o (n — 1)! 

que satisface x(0) = x(0) — 

16. x(t) = 


(.t — s)f(s)ds es una soluciôn sobre / de x = / que 


f{s)ds es una soluciôn sobre J de x w = / 


x (n_1) (0) = 0. 


sen (t — s) f(s)ds es una soluciôn sobre J de x + x = f 


0 


que satisface x(0) = x(0) = 0. 

« 

17. (Problema 3, pâg. 567.) Si A es una soluciôn sobre J^dex + 6x~0 
que satisface A (0) = 1, entonces 


x(t) — Xq A (f) + 


A (t — s) f(s)ds 


o 


es una soluciôn sobre J de x + bx = / que satisface x(0) = x 0 . 


2. LA ECUACIÔN ÿ = / 

La historia de! estudio de las ecuaciones diferenciales comienza en la 
ültima parte del siglo diecisiete con la fundaciôn del câlculo por Isaac 
Newton y Gottfried Leibniz. 1 En 1671 Leibniz introdujo la terminologia 
“aequatic diferencialis , 7 Newton y Leibniz habian descubierto indepen- 
dientemente los teoremas fundamentales del câlculo, y estos teoremas 
(capitulo 3, pâg. 132) proporcionaron el teorema bâsico de existencia y 
unicidad de las ecuaciones diferenciales. 


1 Es cierto, sin embargo, que John Napier (1550-1617) definiô la funcion logaritmica 
cinemâticamente, y su definiciôn era équivalente a définir la funcion L — Iogaritmo de 
Napier— como la soluciôn y (a:) — L(x) de la ecuaciôn diferencial 

iO 7 7 

y'(x) --, J ; (10 7 ) = 0. 

x 


Esto es équivalente a définir L(x) 


J 10’ 



t 


y, por tanto, 



Napier calculé una tabla de logaritmos mediante un método de aproximaciôn derivado 
de esta descripciôn cinemâtîca de su definiciôn de L. 



2 ] 


La ecuaciôn y' = / 


591 


2.1 Teorema. Si/ es continua sobre un inter valo 5/ x 0 e y si y 0 es un 
numéro cualquiera en < — oc, oo), entonces la ecuaciôn diferencial 

2.2 ÿ = f 

tiene una soluciôn ünica sobre J que satisface y(x 0 ) = y 0 . Esta soluciôn es 


y O) = + 



Prueba. Supongamos que y es una soluciôn de la ecuaci ôn 2.2 que satisface 
y(x 0 ) = >’ 0 • Entonces, de acuerdo con el segundo teorema fundamerital 



j 


XQ 


J x 0 


ÿ = 3'(x)-y(x 0 ) = y(x)-y 0 


y 

C x 

2.3 y(x) = y 0 + /. 

J X 0 

El primer teorema fundamental nos dice que la funcion definida por 2.3 es 
una soluciôn y, claramente, esta funcion satisface la condiciôn inicial. Y esto 
compléta la prueba. 

Nota . La notaciôn de la intégral indefinida se usa con frecuencia en las 
ecuaciones diferenciales. Si / es continua sobre , entonces F = j / es 
équivalente a decir que F es una soluciôn de j' = / sobre </. Asi pues, 
en este caso, j /puede usarse para denotar una soluciôn y es meramente 
una notaciôn que dénota una soluciôn. Podemos, por ejemplo, decir 
que y — J/+c es la soluciôn general de j/ = /. Esto significa que si 
conocemos una soluciôn sobre J, entonces cualquier constante mas esa 
soluciôn, es una soluciôn sobre J y todas las soluciones son de esa forma. 


2.4 Ejemplo. Se dispara verticalmente un proyectil desde la superficie de 
la tierra con una velocidad inicial de 1 000 pies por segundo. Prescindiendo 
del efecto de la atmôsfera y suponiendo la fuerza de la gravedad constante, 
esdmese la mâxima altura alcanzada por el proyectil. 


Soluciôn. Sea y(t) la distancia (en pies) del proyectil sobre la tierra t 
segundos después de haberla dejado. Aqul las condiciones iniciales son 
y (0) = 0 y ÿ(0) = 1 000. Sea g la aceleraciôn (pies/segundo 2 ) de la gravedad. 
Entonces 

• m 

y = - 9 , 


rt 


ÿ = j> (0 —j> (0) 




0 
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Luego 


Ht) = m-gt 


y(t) = y(0) + 


(ÿ(O)-ÿT) dz 


0 


= y(0) + ÿ(0)t-igt 2 . 


Portanto 


y(t) = y(0) + ÿ(Q)t-^gt 2 = j>(0 )t-\gt 2 


„ ÿ(0) 

En t = ——, y(t) = 0, y es claro [ya que ÿ(t) < 0 para todo t] que 


g 


> ; mâ* = K 0) 


ÿ(Q) j> 2 (Q) ÿ 2 (Q) 

9 2g 2 g 


La constante # es aproximadamente 32.2 pies/segundo 2 y ÿ (0) = ] 000 pies/ 
segundo. Luego 

>mâx = 155 x 10 2 pies = 15 500 pies. 


2.5 Ejemplo. Resuélvase 


y = 


y 


Soluciôn. Supongamos que la ecuaciôn diferencial tiene una soluciôn 
sobre algün intervalo. Entonces, como yÿ — 1, tenemos 

y y' = ?D{y 2 ) = î, 


y 2 (x ) = 2 x + c. 

De donde (como y debe ser diferenciable) 

y(x) = s]2 x +”c para x > ~ 


c 

2 


o bien 


y(x) = — ^/ïx-bc para x >-. 

Es fâcii verificar ahora que estas son soluciones sobre { — c/2, oo), y que, 

c 


por tanto, la soluciôn general sobre 


, oo ) es 


y(x) = % /2x+ 
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o bien 

y(x) = -y/2 x+c- 

Asi pues, si, por ejemplo, j>(0) — 1, entonces^(x) = ->j2x+\ sobre < — ), oo). 


Problemas 

1. Determinense todas las soluciones sobre < — oo, oo) de 

a) y' = 1 + cos b) y'(x ) = x 2 —3x 5 

c) u'(t) = e~ t2 d) = ln(l+5' 2 ) . 

2, Determinese la funcion definida por 

a) y'(x) = 1 jx sobre <0, oo), y(l) = 0 

b) y'(x) = 1 /x sobre < — oo, 0), y{~ 1) — 0 

sen x 

c) y = /, donde f(x ) = -- cuando x # 0 y /(O) = 1, y y(0) = 10. 

x 


3. 


La funcion sgn (léase “signo”) esta definida por 


sgn (x) = 


1, x > 0 
0, x — 0 
— 1, x < 0. 


Considérese la ecuaciôn diferencial 


y'{x) — sgn x. 

a) Determlnense todas las soluciones sobre (0, oc). 
h) Determinense todas las soluciones sobre < — oo, 0>. 

c) Determinense todas las soluciones sobre < — oo, oo). 

4. Si se supone, ademâs, que satisface la ecuaciôn diferencial del 
problema 3 sobre todo intervalo donde sgn es continuo, que y es continua, 
determinese y dado que >>(0) = y 0 . 

5. Pruébese que e ax [y r (x) +ay(x)] = D x (e ax y(x)). Partiendo de ello 
resuélvase (es decir, determinense todas las soluciones) la ecuaciôn diferencial 


a) y'-2y = 0 b) 

/(x) + 4y(x) = x, 

y( 0) = i 


/ = 2 y-y 6 


d) 


c) 

e) 


f) x + x = 0 

g) x(t) + 3x(/) = 30, x(0) = 1, x(0) = 1. 


/(x) + 3 y(x) = e* 
\y' + y = sen, 

i>(0) = o 


6. Resuélvase 


dado que r(0) = c. 


r ( t) + ar(t) = 0 
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7. Resuélvanse 

a) /'« = 32 

b) y"(t) - t + 4 

c) /'(/) — sen t 


y( 0) - 19 /(O) - 28 

J^(0) - 2 /(O) - 0 

>’(0) - 0 /(O) = 1. 


8. Supôngase que / es continua sobre un intervalo J y que Oe /. 
Intercambiando el orden de.integraciôn pruébese que 




r* 


o J 


0 


f(s)dsdt = (x —s) f(s)ds . 


o 


Pruébese, partiendo de ello, que la soluciôn de 

/ = / 


que satisface y (0) = y 0 y (0) = y 0 es 


yO) = ÿo^ + j'o + 


(x —s) f (s)ds 


O 


9. Resuélvanse 

a) y(x)ÿ(x) = x 

b) y(x)y'{x) = x >’(0) = 1 

c) y(x)y'(x) = -x y( 0) = 1 

d) y'(x) = sobre <0, oo> . 

10. Interprétense las ecuaciones diferenciales de los problemas 9 b y 9d 
geométricamente como condiciones sobre la grâfica de y. 

11. ^Hay funciones g continuas sobre { — ce, co> que satisfagan sobre 

< — 00, go) 


* X 

0 ? 

b ) 5e x = 1 + 

f*X 

g ? 

c) e 2x = 

J « 

J 

a 

J* 


12. Verifîquese quej>(x) = 0 yj;(x) = ^x 3 son soluciones sobre < — oo, go) 
de y (x) = y/xy(x) que satisfacen y(0) = 0. 

3. LA ECUACIÔN DIFERENCIAL LINE AL DE PRIMER ORDEN 

x f +px = q 

La ecuaciôn diferencial lineal general de primer orden es una ecuaciôn 
de la forma 


3.1 


Ax f + Bx = C (A(t) x'(t) + B(t) x(D = C(/)) 
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donde A, B y C son funciones. Supondremos que A, B y C son continuas 
sobre un intervalo J y que A no tiene ceros sobre J. En este caso, la 
ecuaciôn 3.1 es équivalente sobre J a (es decir, tiene las mismas soluciones 
sobre J que) 

B C 

x H- x = — , 

A A 


que es una ecuaciôn de la forma 

3.2 x'+px = q {x'(t)+p(t)x(t) = q(t)) 

donde p y q se supone que son continuas sobre un intervalo J. Probaremos 
ahora que multiplicando ambos lados de esta ecuaciôn por una îunciôn, 
a la que Ilamamos “factor de intégration”, el primer miembro de la ecuaciôn 
se convierte en una derivada y la ecuaciôn se reduce a una de la forma 

ÿ 

Para las ecuaciones lineales de primer orden se encuentra fâcilmente un 
factor de integraciôn. Sea t 0 s J y 


es decir, 



-r 

P(t) = p(s)ds para todo te J. 
J fo 


Entonces 


P' = p sobre J , 

y si x es una ecuaciôn diferenciable cualquiera sobre y, 

3.3 e P{t) (x'(t) + p(t) x(t)) — D { (e P{t) x(t)). 

Como e P(t} nunca es cero, multiplicando ambos lados de 3.2 por el factor 
de integraciôn e P{t \ encontramos que la ecuaciôn 3.2 es équivalente a 

D,(e p ^ n x(t)) = e FU) q(t). 

Si x(/ 0 ) = x 0 —y nôtese que, por definiciôn, P(t o )~0 — entonces esta 
ecuaciôn tiene, de acuerdo con el teorema 2.1, la soluciôn unica sobre J: 


e Pi " x(t) = e r "°' x 0 + 


^(7o) 




1 0 


e Pis) q(s) ds 


o bien 

3.4 


PU) , ,,-PU) 


x(t) — e + e 


e P[s> q (s) cl s 


t O 
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Asi pues, la multiplicaciôn por el factor de integraciôn e P(t) , donde 
P(t) — p, nos da un método de soluciôn. Nôtese también que hemos 

J t O 

probado el siguiente teorema de unicidad. 


3.5 Teorema. Si p y q son continuas sobre un intervalo J, si t 0 e y 
si x 0 es un numéro real 'cualquiera, entonces la ecuaciôn diferencial 

x + px = q 

tiene una soluciôn ünica sobre J que satisface x(t 0 ) ~ x 0 . 

3.6 Ejemplo. Resuélvanse 

a) x + 3a: = cos b) x(t) — 2tx(t) = e 2 \ x(0) = 1. 

Soluciôn. 

a) Un factor de integraciôn e 3t : 
e 3î (x(t) + 3x(t)) — D t (e 3t x(t)) — e 3t cos t = D t 

Por tanto, 

,3f 

f e 

e x (t) = — (3 cos t -f sen t) + c , 


e 3î 

— (3 cos t -f sen t) 
10 


x(t) = ce 3r + rô cos 1 + To sen t 


es la soluciôn general. 

b) Aqui p(t) = — 2/ y un factor de integraciôn es e ~ t2 . 


e î2 (x(t) — 2tx(t)) = D t (e ^x(t)) = e 


■t 2 + 2t 


e t2 x(t) — x( 0) = 




O 


e~ s2+2s ds, 


2 t 2 


x(t) — é +e r 


r î 


0 


s2 + 21 ds 


La intégral 


et 


o 


e s2 + 2s ds no puede expresarse en términos de las funciones 


eiementales, pero puede expresarse en términos de una funciôn muy conocida 
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para la que existen tablas extensas. La funciôn de error, denotada por 
“fer” esta definida por 



— 

e 


du . 


Ahora bien 


— s 2 + 2s 


0 


ds = 


= e 


rt 

o 

1 

- 1 
rt -1 

o 


i ) 2 


ds 


e~ u2 du 


e u du + e 


r i 


o 


e~ u2 du 


/— 

= [fer (t— 1) + fer 1] . 
2 


Por tanto, la soluciôn expresada en términos de la funciôn de error es 



x(t) = é* -f — [fer (r — 1) -h fer 1] . 


Usando tablas de la funciôn de error, puede caleularse fâcilmente una 
tabla para la soluciôn. En cualquier caso, debe recordarse que hay muchos 
métodos numéricos para calcular valores de una intégral definida y que 
con las modernas mâquinas calculadoras esto es un trabajo de rutina. 

3.7 Ejemplo. La razôn de decaimiento radiactivo de un elemento se 
encuentra que es proporcional al numéro de âtomos présentes. Asi pues, 
si N(t) es el nümero de âtomos en el instante t , entonces 

N= - AN ; 

a A se le llama la constante de decaimiento. 1 El tiempo T requerido para 
que se désintégré la mitad del nümero original se llama la vida media del 
elemento. Pruébese que la vida media T y la constante de decaimiento A 
estân relacionadas por la formula 

TA == in 2. 


1 La funciôn N esta vatuada en los enteros y a menos que sea constante no es 
continua y ciertamente no tiene derivada. Es, sin embargo, cierto que para un gran 
numéro de particulas el proceso puede considerarse continuo mas bien que discreto, 
y la funciôn continua N es un ütil tipo de aproximaciôn. Véase R. P. Agnew, Differential 
Equations , Il Edic., McGraw-Hill, pâgs. 85-90. 
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Problemas 

Resuélvanse. (Proporciônense las soluciones en 3l intervalo o intervalos 
mayores que se pueda. No hay por qué suponer que siempre sera posible 
expresar las soluciones en términos de funciones elementales.) 

1. x -y 3 x = 0 2. x — 3 a* = 0 3. x + bx = 0 

4. x + 3x = e 1 5. x + 3x = e 3t 6. x + 3x = e~ 3t 

7. x + 6x - e at 8. 4x + x = 1 9 . y' = ~—- 

x 

10. /x H-x = / , x(l) — 3 11. tx / + x = , x(0) = 0 

12. /x' + x — r, x(0) = 1 13. x' + /x = x(l) = 0 

14. x’ -tx = 0, x(0) = 0 15. x’ -tx = 1, x(0) = 0 

16. a tx — 1, x(0) = 1 17. x -f- tx — I, x(0) — 2 

18. x4~ bx = /, x(0) - 1, x(0) - 0 

19. x = x 

ÿ = x+y, x(0) - c x y v(0) = c 2 

20. x = X x x + y 

y = A 2 >% A, ^ Â 2 , x( 0) = c,, >>(0) = c 2 

21. x = x-j-jr 

y = A 2 j, Ai = A 2 , x( 0) = c l5 j(0) - c 2 

22. x = X x x 

y = x + A^, x(0) = c,, jr(0) = c 2 
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23. El torio C tiene una vida media de 61 minutos. ^Qué tiempo 
transcurrirâ para que se désintégré el 90% de torio C ? 

24. El radiocarbono (C 14 ) se forma en la atmôsfera superior por el 
bombardeo de los rayos côsmicos, entra en los sistemas vivos por un 
proceso de intercambio, alcanzândose al cabo del tiempo una concentraciôn 
de equilibrio. El radiocarbono tiene una vida media de 5.6 x 10 3 anos. 

a) Una viga de ciprés de la tumba de Sneferu en Egipto contiene 
el 55% de la cantidad de radiocarbono que tiene la materia viva. 
Estimese su edad. 

b) El carbon végétal procédante de un ârbol que muriô a causa de 
la erupcion del volcan que formé el Lago del Crâter en Oregon, 
contiene el 45% de la cantidad de radiocarbono que tiene la 
materia viva. Estimese la fecha de la erupcion. 

25. El torio A se désintégra (dejando libre una particula alfa) y 
forma torio B. El torio B se désintégra (liberando una particula beta) 
y forma torio C. El torio A tiene una vida media de 0.14 segundos. El torio 
B tiene una vida media de 10.6 horas. El torio C tiene una vida media de 
61 minutos. Si comenzamos con el torio A, ^qué porcentajes de torio B y C 
se tendrian después de una hora ? 

26. En 1701 Newton propuso una ley aproximada para la razôn con 
que un cuerpo cede calor al ambiente que le rodea. Si la capacidad calorifica 
del cuerpo es una constante, la ley (Ilamada ley del enfriamiento de Newton) 
nos dice que la temperatura de un cuerpo cambia a una velocidad que es 
proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo y el medio 
que le rodea. Un termômetro que marca 35.5°C se coloca en la boca de 
un paciente. Un minuto mas tarde la lectura es de 36.6°C, y después 
de un minuto mâs se lee 37.5°C. Estimese la temperatura del paciente. 

27. Un quimico desea enfriar un recipiente hasta 80°. Coloca el recipiente 
en una gran pila de agua corriente a 45° de temperatura. AI comienzo, la 
temperatura del contenido del vaso era de 120°. Lo agita constantemente 
y nota que después de 10 minutos la temperatura ha descendido hasta 100°. 
Estimese el tiempo total que se necesita para enfriarlo hasta la temperatura 
deseada. 

28. Considérese la ecuaciôn diferencial 

x + cx = / 

donde c es una constante y / es la funciôn definida por 


nt) = 


0, t < 0 

l, 0 < t 1 

0, t > t 
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En muchas aplicaciones fisicas se sabe que, aparté de satisfacer la ecuaciôn 
diferencial sobre cada intcrvalo donde / es continua, x es una funcion 
continua. Bajo estas condiciones determinese x dado que „v(0) = 0. Dibüjese 
la grâfica de la soluciôn (suponiendo c positivo). 

29. Supongamos que y es una funcion positiva y es una soluciôn sobre 
un intervalo J de la ecuaciôn diferencial (Ilamada ecuaciôn de Bernoulli) 

y’ +py = qy n 

donde n es una constante diferente de 0 y 1. Pruébese que z = y n ~ 1 es una 
soluciôn sobre f de la ecuaciôn diferencial lineal 

z ' + ( I —n)pz = { 1 —n)q. 


Resuélvase la ecuaciôn de Bernoulli 

y'(x) + xy(x)=y ,,2 (x) ■ 


30. Si N(t) es el numéro de individuos de una poblaciôn en el instante t 
se sabe que para poblaciones homogéneas aisladas la velocidad de 
crecimiento de la poblaciôn es aproximadamente igual a 

N f = kN(c— N) (ecuaciôn logistica de Verhulst-Pearl). 


El numéro c représenta la poblaciôn mâxima que el rnedio puede soportar. 
Se sabe, de acuerdo con los teoremas de existencia y unicidad, que esta 
ecuaciôn tiene una soluciôn ünica que satisface N(0) = N o . Usando el 
resultado del problema 29, demuéstrese que la soluciôn que satisface la 
ecuaciôn logistica es 

C c 


N(t) 


1 +be~ kct ’ 


donde b = 


N( 0) 


31. Sobre la base de los siguientes conjuntos de datos sobre el crecimiento 
de la poblaciôn en los Estados Unidos, predigase la poblaciôn en 1960. 



Censo 

Poblaciôn en millones 

a) 

1800 

5 


1850 

25 


1900 

76 

b) 

1860 

31 


1890 

63 


1920 

106 

c) 

1920 

106 


1930 

123 


1940 

132 
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32. Un tanque de mezcla de 378.5 litros de capacidad se llena de una 
salmuera que contiene 18 kilogramos de sal. La soluciôn en el tanque va 
saliendo a razôn de 37.87 litros por segundo y, al mismo tiempo, el tanque 
se esta llenando con una salmuera que contiene 90 gramos de sal por litro. 
^Cuâl es la concentraciôn de sal de la salmuera del tanque en el instante t ? 

4. EXTENSION DE LA FUNCIÔN EXPONENCIAL 

A todos nos es familiar la funciôn exponencial como una funciôn real 
de variable real (es decir, como una funciôn de R en R). En esta secciôn 
queremos extender el dominio de definiciôn de la funciôn exponencial del 
sistema de los numéros reales R al sistema de los numéros complejos C. 
Estudiaremos a continuaciôn algunas de las propiedades fundamentales de 
esta funciôn exponencial extendida. 

Comenzaremos con una definiciôn. 

4.1 Definiciôn 

e id = cos 0 + i sen 0 , ^eR. 

En el piano complejo e lB es el punto (cos 0 , sen 0 ), o si lo interpretamos 
como un vector e ld es el vector unitario cuyo ângulo de inclination con el 
eje real es 0 (figura I ). Para decirlo de otra forma, e l ° es el numéro complejo 
cuyo valor absoluto es 1 y cuyo argumento es 0 . 

Es entonces una simple consecuencia de las formulas de adiciôn para 
las funciones seno y coseno 1 que 



X 


e ld = (cos 0 , sen 6) 
FIGURA 1 


1 En el capltulo 13, secciôn 4, la funciôn exponencial e z , con z “ x + iy es un numéro 
complejo, se define independientemente de las funciones trigonométricas. Se establece 
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4.2 e l6i e ld2 = (cos 4- i sen 0j) (cos 0 2 4- i sen 0 2 ) 

= (cos cos 0 2 ~ sen sen 8 2 ) 

4- i(cos sen #2 4- cos 0 2 sen 0j) 

= cos (0, + 0 2 ) 4- i sen (^ 4- 0 2 ) = e i(01 +02) . 

Vemos también que esta ley de exponentes implica las formulas de adiciôn 
de la trigonometria y la simplicidad de operar con la exponencial compleja 
hace ventajoso trabajar con la funciôn exponencial compleja en lugar de 
con las funciones trigonométricas. 

Antes de ilustrar esto con varios ejemplos, nôtese que es una consecuencia 
directa de la définition de e l6 que 

i9 i p~ 

4.3 cos 0 = RI (e iô ) = —— 

2 

y 

e i6 -e~ ie 

4.4 sen 0 = lm (e ld ) = ___ . 

2 i 

4.5 Ejemplo. Pruébese que 2 sen a cos b = sen (a 4- b) 4- sen (a — b). 
SOLUCIÔN. 

2 sen a cos b 


_ r e i(a + b) _ g-i(a + b) ^(a-b) _ e ~i(a-b)n 
2i 

~ sen (a 4- b) 4- sen (a —b). 


= 2 


ia — ia ib . — ib 

e — e e +e 


2 i 


la ley de exponentes e z ie z i — e z i +z 2 , y se definen las funciones trigonométricas seno y 
coseno mediante 

iz | — iz 

e +e 

cos z = - 

2 

e lz — e ~ lz 

sen z =-. 

2i 

Las formulas de adiciôn para el seno y el coseno resultan una consecuencia de la ley de 
los exponentes. 
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4.6 Ejemplo. Pruébese que: 

a sen 9yb cos 6 = A sen (0 + S), 
donde a + ib — Ae ld ; es decir, A = ^Ta 1 + b 2 y <5 = Arg (a + ib). 


Soluciôn. (Figura 2.) 

(a + ib) e lB = (a 4- //?) (cos 0 H- / sen 0) 

= (a cos 0 — b sen 9) + i(a sen 0 + b cos 0). 

Ademâs, 

(û + /^)e' fl = Ae lô e l ° — /le l(ô + â) = A cos (0 +J) + //4 sen (0 + <5). 

Por tanto 

A cos (0 + ô) + iA sen (0 + S) — (a cos 6~b sen 0) + i(a sen 0 + b cos 0 ). 

Igualando las partes reales e imaginarias, tenemos 

a cos 0 — b sen 6 — A cos (0 + <5) 
a sen 6 + b cos 0 -= A sen (0 + Ô ). 

Definimos ahora e z para cualquier numéro complejo z = x + iy. 

4.7 Definicion. e z — e x e iy = e x (cos y 4- / sen j^) para todo z = x-\-iy en C. 

La funcion exponencial compleja exp definida por exp z = e z es ahora 
una funcion de C en C. Cuando restringimos z a R (es decir, cuando y - 0), 
esta funcion exponencial se reduce a la funcion exponencial real de variable 
real. 

Las siguientes propiedades se derivan fâcilmente: 


4.8 


para cualesquier z t , z 2 eC. 
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4.9 e z / 0; y (e z ) 1 = e z para todo zeC. 

4.10 e z ~ \oz = 2 7ini para algün entero n. 

4.11 c zi — e^ozj = z 2 + 27rni para algün entero n. 

En nuestro estudio de las ecuaciones diferenciales estamos principalmente 
interesados en la funciôn / definida por f{î)~e Xt , donde X es un numéro 
complejo y t es un numéro real. La funciôn / es una funciôn compleja de 
variable real; una funciôn de R en C. Denotemos por/cualquier funciôn 
de R en C, y sea / = u + iv — (w, ü) (/(?) = u(t) + iv(t)). Entonces, / puede 
considerarse también como una funciôn de R en R 2 , y el limite y la derivada 
de / —que fueron definidas para funciones de R en R 2 — estân definidas 
para /. Asi pues, / = u H- iv es continua sobre J si y solo si u y v son continuas 
sobre J . La derivada de /es f’ = u' + iv r . 

4.12 Definicion. 5/ / ~ w + iv una funciôn de R en C y si u y v son 
intégrables sobre Jf, definimos entonces para cacla a , ès/: 



C b 

f = 

u + i 

%> & 4/ 

« 


Es entonces évidente que el teorema fundamental del câlculo se verifica 
para funciones de R en C (para funciones complejas de una variable real). 

Definamos / por f(t) ~ e At para toda te R y un cierto numéro complejo 
X = ol -h ifi. Entonces 

/(t) — e 2 ' = / r (cos fit-\-i sen fit) 


y 

f'(t) — D t (e Àt ) = ae a /cos fit+i sen fit) + fie at ( — sen /ft+i cos fit) 

- OLe at e i(it + ifie at e m 

- (a + i/)e (a+Wr - 

De donde 

4.13 Z) f (c 2r ) = /te 2 L 

Como el teorema fundamental del câlculo se verifica para funciones 
de R en C, el teorema 2.1, pâg. 591, se verifica si y 0 es un numéro complejo 
cualquiera y si / es una funciôn continua de R en C. Ademâs, como 
D t (e kt ) = 2e 2r donde X es un numéro complejo, los resultados obtenidos en 
la secciôn 3 para la ecuaciôn lineal de primer orden x' +px = q se verifican 
cuando p y q son funciones complejas. 

4.14 Ejemplo. Determinese j e at cos btdt, a y b reales con a 2 +b 2 ^ 0. 





4] 


Extension de la funciôn exponencial 


605 


Soluciôn. De acuerdo con 4.13 


e (a+ib), dt = - 


1 


(û + ib)t 


a 4- ib 


Igualando las partes reales y las partes imaginarias, obtenemos 


e a1 cos btdt = RI 


1 


(a +ib)t 


a + ib 




a 2 + 6 2 


(a cos bt + b sen bt ) 


e at sen btdt = Im —-— 

a + ib 


ai 


a 2 + b 2 


(a sen bt — b cos bt) 


4.15 Ejemplo. Resuélvase 

x = ax — by 
y = bx + ay. 

Soluciôn. Sea z = x+iy. Entonces x y y son soluciones si y solo si 

z = jc + /j> = (ax —iy)+ /(&* +ay) 

= (a + ib) x + (â + ib) iy 
= (a + ib)z. 

De donde 

z(0 = Ce (a+ifc)t . 

Haciendo C = C\ +/C 2 , obtenemos 

x(t) = e at (C i cos bt — C 2 sen bt) 
y(t ) = e a ’(Ci sen bt + C 2 cos bt). 

O, haciendo C = Ae lS , obtenemos 

RI [Ae iâ = Ae at cos (bt + S) 

Im [Ae iâ e (0 + ii)t ] = sen (bt + d). 


x(t) = 
y(t) = 
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Problemas 


1. Pruébese que 

a) 2 sen a sen b = cos (a —b) — cos {a + b) 

b) sen 3 0 = -|(3 sen 0 — sen 3$) 

cj cos 4 0 = ^(3+ 4 cos 20 + cos 40) . 

2. Exprésense 

a) 2 cos 0 — 2 sen 0 

b) 5 sen 0 + 4 cos 0 

en la forma A sen (0 + 0) Obténganse A y ô tanto analitica como 
grâficamente. 


3. Pruébese que: 
a) 4.8 

4. Demuéstrese que 

2 n 


0) 4.9 


c) 4.Î0 


nf) 4.11 


û) 




imO — itiO 

e € 


cJO 


o 


2n 


0 si m + n 

2n si m — n, m y n enteros 


sen mO sen nOclO — 


o 


rin 


0 


cos mO cos nO dO 


c) 


lu 


0 


JO si m # n 
17i si m — n + 0 

cos mO sen nOdO = 0, m y n enteros. 


5. Si X es un numéro complejo cualquiera, pruébese que x(t) 
es la ünica soluciôn de 

kx x(0) = 1. 


= e 


Àt 


x 


6. Pruébese que x(/ L ) = e /A es una soluciôn de 

D n x + a ( D n ~ 1 x + ... + a„ x = 0 


si y solo si À es una raiz de 

<p(?.) = ;/ , +^ ] / M " 1 + ...+*„ - o. 

7. Pruébese que x(t) = <+ e /r + c 2 e X2r es una soluciôn de 

je — (a ! + k 2 ) x + X 1 A 2 A' — 0 . 


8. Pruébese que 

a) Si + + /. 2 , entonces c l e Àlt + c 2 e ?2t = 0 para todo /e<-oo, oo> 
implica Cj = c 2 = 0. 
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b) c l e Àlî + c 2 te Àlt = Opara todo te< — oo, oo> implica c 1 = c 2 = 0. 

(Funciones con esta propiedad se dice que son Iineaimente independientes 
sobre, en este caso, el intervalo < — oo, oo).) 

9. Si b, c, œ y A son numéros reales y z = x-hiy es una soluciôn de 

z" + bz' + cz = Ae i<ot 

pruébese que x = RI (z) es una soluciôn de 

x " -f bx r + cx = A cos cot 
y y — Im (z) es una soluciôn de 

y " -h by' + cy = A sen cot . 


10. En cada una de las esquinas de una mesita se posa una mosca. Las 

moscas miran hacia el interior y comienzan a moverse al mismo tiem- 
po y caminan a la misma velocidad, cada una de ellas hacia la posiciôn 
que en cada momento ocupa la que estâ a su izquierda. iQué camino 

recorre cada mosca ?, ^cuânto caminan antes de encontrarse ? 

11. Derivense las formulas (0 ^ 2mn) 

v ^ J a 1 a ^1 sen(« + i)0 

a) Y cos kO — 1 + cos 9 + ■■■ -F cos ni) — —|-— 

* = o 2 2 sen \9 

^ cos \9 - cos (n + i)6 

b) y sen k6 =---2- t 

k = o 2 sen ^ 0 


5. SISTEMAS LINEALES BIDIMENSIONALES. 

COEFICIENTES CONSTANTES 

Queremos estudiar aqui un par de ecuaciones diferenciales lineales de 
primer orden 


5 1 ‘ *1 “ a \l X \ +<*12 X 2 

X 2 =^ 21-^1 F ^ 22-^2 

en las dos incôgnitas x A y x 2 . Los coeficientes a 11? a 12 , a 2 i> ^22 son 
numéros reales o complejos dados (constantes). Hay dos casos en que la 
soluciôn general puede formularse linmediatamente. Supongamos que las 
ecuaciones tienen la sencilla forma 

X j — Aj Xj 

x 2 ~ 2*2 x 2 « 

Entonces, las dos ecuaciones son independientes una de otra y la soluciôn 
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general es x { (t) = c, e A{t , x 2 (t ) = r . El otro caso que es sencillo resolver, 
es cuando a l2 = 0 y las ecuaciones son de la forma 

Xj - X X Xy 

x 2 = X 2 x 2 +a 2 x x x . 

El problema enfonces es re sol ver sucesivamente un par de ecuaciones de 
primer orden : 

Xj (t) = Cj e'"* 

X 2 ( 0 = /• 2 (0 + 2 1 £ j Éî 

No formularemos en este momento la soluciôn de x 2 , sino que nos limita- 
remos a senalar que ésta es una ecuaciôn de las que sabemos cômo resol ver. 

La forma en que resolveremos el sistema general 5.1 sera mediante un 
cambio de coordenadas que lo reduzca a una de las formas senciilas que 
acabamos de mencionar. Nuestra discusiôn se simplifica en gran parte si 
introducimos la notaciôn matricial. En la section 3 del capitulo 5 
considérâmes matrices de numéros reales. Aqui tomaremos como sistema 
de numéros el campo de îos numéros complejos C y nos ocuparemos, por 
tanto, de matrices de numéros complejos. Es fâcil ver que estas matrices 
tienen las propiedades que probamos en el capltulo 5 para matrices de 
numéros reales. 



A es una matriz 2 x 2 de numéros complejos y x es una funciôn con dominio 
en R y rango en C% el espacio vectoriaî bidimensional sobre el campo 
complejo (capltulo 1, seccion 8). Podemos escribir entonces 5.1 en la forma 

5.4 x — Ax x((f) = Ax(t)). 

Asi pues, en la notaciôn matricial el sistema de ecuaciones diferenciales 5.1 
se transforma en la ecuaciôn diferencial vectoriaî de primer orden simple 5.4, 
donde y = A x es la funciôn vectoriaî cuyo valor en t es el vector y(/) = Ax(t) 
en C 2 . 

La matriz A deline una funciôn cuyo dominio es C 2 y cuyo rango esta 
en C 2 : para cualquier veC 2 , A\ corresponde a v. Tal funciôn se llama 
îransformaciôn de C 2 . Esta transformaciôn tiene la propiedad de que 

A (c‘j v 1 4- c 2 v 2 ) — c j A\ l + c 2 Av 2 

para todos los numéros complejos c,, c 2 y todos los vectores v , v en C . 
Una transformaciôn con esta propiedad se dice que es lineal. Es fâcil 
probar que la lincalidad de la transformaciôn asociada con A implica que 
cualquier combinaciôn lineal de soluciones de 5.4 es una soluciôn: sean x 1 
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y x 2 soluciones de 5.4 y sean c x y c 2 un par de constantes cualesquiera. 
Entonces x = c 1 x 1 + c 2 x 2 es una soluciôn de 5.4 ya que 

x(r) = c { x 1 (t) + c 2 x 2 (t) — c x Ax l {t) + c 2 Ax 2 {t) 

= A(c x x l {t) J rC 2 x 2 {t)) = Ax{t). 

Nuestro objetivo es encontrar soluciones de la ecuaciôn 5.4, que es el 
sistema 5.1 en la notaciôn matricial. Résulta, como veremos dentro depoco, 
que el problema de resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales 
puede resolverse como si fuera un sistema de âlgebra lineal. El problema 
algebraico es el de resolver 

5.5 Av = X\. 


Queremos encontrar un vector no trivial (no cero) v y un numéro X que 
satisfagan 5.5. El numéro X se llama valor caracteristico de la matriz A, 
y el vector v un vector caracteristico de A (v^O). El numéro X se llama 
también valor propio o eigenvalor de A, y v se llama vector propio o 
eigenvector de A. Si escribimos esta ecuaciôn Av — Xv en términos de sus 
componentes, tenemos 

«i, v x + a l2 v 2 = Xv { 
a 2 1 v x -\-a 22 v 2 = Xv 2 . 

Queremos, por tanto, encontrar soluciones no triviales de las ecuaciones 
lineales homogéneas 

(a l{ -X)v l +a x2 v 2 - 0 
«21 ^1 + («2 2 “' 0^2 = 0 . 

Sabemos que hay soluciones no triviales si y solo si 


a j ] X 
«21 


«12 

a 22 -X 


= (a xl -X) (a 22 -X)-a X2 a 2l = 0. 


Asi pues, los valores caracteristico s son los ceros del polinomio 

q>{X) = X 2 -~{a xx +a 22 )X + {a xx a 22 -a X2 a 2x ). 


A este polinomio se le llama polinomio caracteristico de A. (p(X) = 0 se llama 
ecuaciôn caracteristico de A, y los valores caracteristicos X x y X 2 se 
llaman también raices caracteristicas de A. Sean X x y X 2 las raices 
caractérisé cas de A. Entonces cp(X) — (X~X x ) (X~~ X 2 ) y 

X\ J rX 2 = a { j +#2 2 5 X x X 2 — a y x a 22 — a x 2 a 2X . 


Si a, 2 = « 2 i — 0, entonces por 5.6 vemos que X x ~a XXy X 2 = a 22 , y los 


vectores caracteristicos correspondientes son v 


1 

0 


0 

1 


. En este 


caso, como ya hemos senalado, podemos hallar la soluciôn general de la 
ecuaciôn diferencial 5.1 inmediatamente. Por tanto, excluyendo este caso 
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trivial, podemos suponer —cambiando los subindices si es necesario— 
que a 12 # 0. Entonces, correspondiéndose con el valor caracteristico X x 


tenemos ei vector caracteristico v 1 


2 



, y correspondiéndose con 


el valor caracteristico X 2 tenemos el vector caracteristico v 2 = ( 12 

Vi-aiJ 

Si X x #A 2 , es fâcil ver que v 1 y v 2 son linealmente independientes. 

Volviendo a nuestra ecuaciôn diferencial 5.1 o 5.4, suponemos, en 
primer término, que los valores caracteristicos de A son distintos (?, x ^ X 2 ) 
y que a {1 ¥ z 0. Entonces v 1 y v 2 son linealmente independientes y todo 
vector x(7) es expresable de modo ünico en la forma 


*0) = Ji(0v 1 +j 2 (?)v 2 . 


Esto es un cambio de coordenadas con los nuevos ejes de coordenadas en 
las direcciones v 1 y v 2 . Si x = y x v 1 +y 2 v 2 es una soluciôn de 5.1, entonces 

x = ÿ 1 v 1 +j) 2 v 2 = A(y x v 1 +y 2 v 2 ) = y l A\ i +y 2 Av 2 
= X 1 y l v 1 + X 2 y 2 v 2 . 


Por tanto, como v 1 y v 2 son linealmente independientes 

9 \ = 

y 2 ~ ^ 2 ^ 2 • 


El cambio de coordenadas nos lleva a este sencillo sistema cuya soluciôn es 

yi(t) = c l e Alt , y 2 (t) = c 2 e* 2t . 

Hemos, por tanto, probado que si X x ^ X 2 y a 12 # 0, toda soluciôn de 5.1 
es de la forma 

x(t) = c 1 e Alt y 1 + c 2 e À2t \ 2 


donde v' = 

5.7 


^. La soluciôn general puede también escribirse 

Xi (t) = a 12 c l e Àlt ya ]2 c 2 e Àlt 

x 2 (t) = (^i — a i i) c ! e klt + (X 2 —a xx )c 2 e X2t . 



Reciprocamente se verifica con toda facilidad que cada funciôn de esta 
forma es una soluciôn. Por tanto 5.7 es la soluciôn general de 5.1 cuando 
X\ 7*“ X 2 y ^ 0* 


5.8 Ejemplo. Resuélvase 


x = x+y 

y = x-y- 
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1 1 

Soluciôn. Aqui A = { ), y su ecuaciôn caracteristica es 


1 —A 1 
1 — 1 —A 


= A-2 = 0. 


Por tanto, A! = ,/2, v ‘ = = v2 = y la 


soluciôn general es 


'x(t) 

>’(0 




c? e 


ii 


v2-i ;• 


De donde 


x(t» = c x e y 7 * +c 2 e 7^' 
y(t) =(j2-\) Cl e V?<-( s /2+l)c 2 e-V T ' 
es la soluciôn general. 

Veamos ahora lo que sucede cuando k x — k 2 = k y ü \ 2 # 0- Aqui los 

vectores v = | ^ 12 )yu = (?) son linealmente independientes. Efectuando 

VA-flu/ \1 ) 

el cambio de coordenadas 

x(0 = 

Entonces, si x es una soluciôn de 5.1, 

x = ÿiv + ÿ 2 u = A(y 1 \ + y 2 u) = + 


= ^iV + y 2 


a 

a 


12 


22, 


Como X = = À 2 , 2X = a lx +a 22 y 


s «22/ \2k «11/ «11/ 


0 


— V + AU 


De donde 


j> lV + j> 2 u = (ky 1 +y 2 )y + Xy 2 u. 


y nuevamente, de acuerdo con la independencia lineal de v y u tenemos, 
en las nuevas coordenadas, el sistema de ecuaciones diferenciales 

y i = +y 2 

y 2 = tyi . 

De donde y 2 (/) = y (A) — (r)4-c, . Sabemos cômo resolver 

esta ecuaciôn diferencial lineal de primer orden para y x . Haciéndolo asi 
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obtenemos te Àt + c 2 e Àt . De donde, la soluciôn general de 5.1, es 

x(0 = (c 1 t + c 2 )e Àt y + c 1 e Xt u; 

es decir 

X l(0 ” a i2( C lt + C 2) e 

(0 = (A — a 11 ) (cj t + c 2 )+ Ci 
es la soluciôn general cuando A i = 2 2 = A y a 12 # 0. 

5.10 Ejemplo. Resuélvase 

x = x y 
V X+3j. 

Soluciôn. La ecuaciôn caracteristica es 

= A 2 -4A + 4 — (A — 2) 2 . 

Este es, entonces, un caso de raices iguales: A l =A 2 = 2. De acuerdo 
con 5.9 la soluciôn general es 

x(t) — — ( C i t + C 1 )c 2t 
y(t) = (c 1 t+c 2 +c 1 )c 2t . 

Sumario. La soluciôn general de 

Xj = fl u X, +^12*2 

x 2 = a 2l x l +a 22 X2, a l2 ^0 


1-Â -1 

1 3-/1 


es: 

5 j, *i(0 = a l2 c 1 e 2l ‘+a 12 c 2 e À2 ' 

s 2 (i) — ^n)ci e 1 -t (A 2 an)c 2 e 2 , si ^ À 2 • 

59 , *i(0 = a 12 (cif + c 2 )e' 1 ' 

X 2 (0 “ — ûj 1 ) (Ci t + c 2 )e “hCjC , si Ay ~ A 2 ~ A. 

Cambiando los indices, si es necesario, el ünico caso restante es x A — AyX x 
y x 2 = À 2 x 2 y en este caso la soluciôn general es= Cye xlt , x 2 (f) = c 2 e x2t . 
As! pues, hemos encontrado la soluciôn general sobre < — oo, oo> de 5.1 y 
vemos que la soiuciôn de los sistemas lineales bidimensionales x — Ax con 
coeficientes constantes puede reducirse al problema algebraico de resolver el 
problema del valor caracterlstico A\ = Av. Esta afirmaciôn se generaliza a 
los sistemas n-dimensionales de ecuaciones diferenciales lineales con 
coeficientes constantes. Las diiicultades para el câlculo aumentan tremen- 




^.x:3 Cy ùs*:*,. _ 
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damente con el aumento de dimension, pero las ideas matemâticas son 
las mismas. 

5.11 Ejemplo. Resuélvase 

x = x+y + 2z 
ÿ = 2y-\-2z 
z = x-y . 

Soluciôn. El problema del valor caracteristico es 

x ~h y H - 2 z — Ax 
2y-\~2z = Ay 
x — y ~ Az 

o bien 

(1 -A)x-iy+2z — 0 
(2 — A)y-\~2z = 0 
x—y — Az = 0. 

Para que existan soluciones no triviales el déterminante de los coeficientes 
debe ser cero : 


1 — A 1 2 

0 2 —A 2 

1 -l -A 


— (A 3 —3A 2 + 2A) = 0. 


Los valores caracteristicos son 0, 1, 2. Los vectores caracteristicos correspon- 
dientes son 


u = 




Hagamos el cambio de coordenadas 

r = xiîi + ÿv + zw, 


'x’ 

donde r — ( y ) ; es decir, 

>Z/ 


x=x+ÿ+z 
y = x + 2 ÿ + z. 
z — —x — ÿ. 

Ahora r es una soluciôn del sistema si y solo si 

r - xu + ÿv + zw = Ax = xAu + ÿAv + zAw = 0xu + ÿv + 2zw, 
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( l 1 2 \ 

donde >4 = 10 2 21. (Los numéros 0,1, 2 son los valores caracteristicos 

\1 —1 0/ 

de A y u, v, w son vectores caracteristicos correspondantes : riu = 0u, 
Av = v, A w = 2vv.) De donde 

* = A ÿ = ÿ, i = 2z 5 

y la soluciôn general es 

3c(0 = , ÿ(t) = c 2 e‘, z(t) =-• c 3 e 2t . 

En términos de las coordenadas originales, la soluciôn general es 

x(t) = c,+c 2 e' + c 3 e 2 ' 
y(t) = c 1 +2c 2 e , + c 3 e 2 ' 
z(t) = -c l -c 2 é . 

Ahora que conocemos la soluciôn general de ;5.1 es fâcil probar que: 

5.12 Teorema. Dado un numéro real t 0 y cualquier vector constante x°, 
la ecuacion x = Ax tiene una soluciôn ünica sobre < — oo, oo ) que satisface 
x(?o) = x°. 

Prueba. Vamos a probar el resultado solo para el caso de valores carac¬ 
teristicos distintos A x / A 2 y a x2 ^ 0. Como c x y c 2 son constantes arbitrarias, 
podemos escribir la soluciôn general en la forma 

x(t) = Cj e ? ' i{î ~ îo) \ l + c 2 e X2it ~ to) v 2 . 

Queremos encontrar las soluciones que satisfacen x(t 0 ) = x°; es decir, 
queremos encontrar c x y c 2 que satisfagan 

c,v 1 +c 2 v 2 = x°. 

Pero v 1 y v 2 son linealmente indépendantes, y esta ecuacion algebraica 
tiene soluciones ünicas. Por tanto, la ecuacion diferencial tiene una soluciôn 
ünica que satisface x(t 0 ) = x°. Un argumenta anâlogo puede usarse 
cuando A x = À 2 . 

5.13 Ejemplo. Determlnese la soluciôn de 

x = y 

y = ~2x—3y 


que satisface x(0) = 0, j/(0) = 1. 
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Soluciôn. La ecuaciôn caracteristica es 


-/l 1 

-2 — 3 —A 


;. 2 + 3/l + 2 = 0, 


y las raices caracteristicas son = ~ 1 y A 2 — — 2. La soluciôn general es 



o bien 

x(t) = c l e~‘ + c 2 e~ 2 ' 
y(t ) = -c, e~'-2c 2 e~ 2 '. 

Queremos que 

x(0) = c } + c 2 = 0 
>*(0) = -c, -2 c 2 = 1. 

De donde c, = 1, c 2 = — 1, y la soluciôn requerida es 

x(t) = e-'-e" 2 ' 
y(t) = —e~‘ + 2e~ 2 ' 

5.14 Ejemplo. Determinese la soluciôn de 

x = y 

y — —5x+2 y 

que satisface x(0) = 1, j/(0) = 0. 


Soluciôn. La ecuaciôn caracteristica es 


— A 
-5 


1 

2 —A 


= A 2 —2A + 5 = 0; 


2, = 1 + 2 i, Â 2 = 1 —2i. La soluciôn general es 


o bien 


) _ c 1 1 , + 1-201 
y(t) Cie li+2« 1 + t2e 


x(t) = c 1 e (,+20 ' + c 2 e (1-2i) ' 



j(<) = (l+20c 1 e (1 + 2i) ' + (l-2i)f 2 e ll “ 2i> '. 
Queremos que 

x(0) = c t +c 2 = 1 

+(0) = (1 + 2 /)cj + ( 1 — 2 /) c 2 = 0. 
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Resolviendo el sistema obtenemos, c\ = c 2 = -—-, y de aqui 

4 4 

x(l) = — e (1+2i »' + —4 (, - 2i )' 

4 4 

= e r (cos 2r-^ sen 2t) 

>’(0 — x(t) = -|e' sen 2t. 

Notese que este sistema es équivalente a la ecuaciôn de segundo orden 

x —2x + 5x =0 
con las condiciones iniciales x(0) = 1, x(0) = 0. 


Problemas 


Resuélvanse 

a) x t = — 3x\ 
= 2x 1 


b) x i = — 2xj 


= x, — 


c) Xj = -2x, rf) x = 

x 2 “ x i — 2 x 2 J> = 

e) x = 3 x — 2 y 

y = 2y, x(0) = 1, y( 0) = 5 

f) ù = 5 u — 3v 

v = 12 r, w(0) = 0, ^(0) = 0 

#) x, - “3xj 

x 2 = 2xj— 3 x 2 , Xj(0) = a , x 2 (0) = 

/?) x — x 

j) = x-/, x( x /2) = 5. y(\p£) = -7 

i) x, = ;.,x, 

2 = ^2 1 -*1 ^-2 ^ ^2 

j) x, = ;.,x, 

*2 = a 2l X[ +Â 2 X 2 , A ! = = 

£) x ! = X l x l +a i2 x 2 
x 2 = Â 2 x 2 . 


3x — 2y 

3 7 


2, / A' 


2, — A o — 


2. Determinense los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos 
correspondientes de las matrices : 


2 0 0 

1 An 


: i) 

-3 2 
6 -4 


0 

0 2, 


A i 0\ 

i a 2 ; 

4 -1 

13 -2 
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3. Una matriz 2x2,4 se dice que es auîoadjunta (o hermitiana) si 
a ij — âjt, Uj = 1,2 (âji es el conjugado complejo de aj t ). 

a) Pruébese que los valores caracteristicos de una matriz autoadjunta 
son reales. 

b) Si X x / 1 2 , pruébese que los vectores caracteristicos correspon¬ 
dantes son ortogonales. 


4. Resuélvanse los siguientes sistemas: 


a) x 1 = x x -f 3x 2 

x 2 = 2x 2 

c) x = x—y 
ÿ = 5x + 3>> 

e) x — 2 x + 2y 

y = ly 

g) x = 2x —3^ 

>' = 2x — 2y, 

h) x—y 

y = -x-\y, 

i) x = y 

y = -a 2 x-2ay, 

j) x — 5x + 3 y — 11 

y = 8x-f 3 y— 14 . 



b) 

x = — x—y 



y = x —5 y 


d) 

ù = 3 u + 6v 



v = u + v 


f) 

x = 4 x — 3 >’ 



y = 2x — 2y 

*(0) = 

1 , 

v(0) = 0 

x(0) = 

x 0 . 

y(0) = y 0 

x(0) = 

X 0 , 

*(0) = >’o 


Sugerencia: resuélvase el sistema 5x-f 3_y — 11 = 0, 8x + 3y—14 = 0, y 
traslâdese el origen al punto solution* 

k) x — -2x + e~ 2t 

y = 3x-2 y, x(0) = y (0 ) = 0. 

5. Cierta réaction entre dos sustancias se encuentra que obedece a la 
siguiente ley: 

x = —ax + by 

y = ax — by , a > 0, b > 0 

donde x(/) y j(/) son las masas de las dos sustancias en el tiempo i . 

a) Demuéstrese que la masa se conserva. 

b) Determinense los productos finales de la reacciôn suponiendo que 

x(0)+>’(0) = M. 


c) Cada solution x(î), y(t) define una curva y en el piano XY. 
Proporciônese una représentation geométrica de la reacciôn 
trazando taies curvas. Tndiquese con fléchas sobre las curvas cuâl 
es la direction de la reacciôn cuando el tiempo avanza. ^Qué 
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es lo que tiene de significative* la recta que pasa por el origen en 

> 

b 
\a 


la direcciôn I 19 


6. La probabilidad p n ( t ) de que en un contador se registren exactamente n 
particulas en el intervalo de tiempo <0, /> viene dada por 


Po(t) - 1 - a 


p 0 (T)dz 




o 


pd t) 


a 


[Pi W-Po(t)] dx 


0 


PA 0 


a 


a 


o 


[p„e)-p„-i(T)] dx 


donde a es una constante positiva. Derivese una formula para p n (j) y 


00 


pruébese que £ P n (0 = 1 para cualquier t. 

n = o 


7. Resuélvanse los siguientes sistemas: 


a) x = y-fiz 

y = x + 7 
z = x + y 



dx 


2 z 


dz 

dx 


2 w 


dw 

dx 



8. Sean x 1 y x 2 soluciones de x = Ax que satisfacen a x 1 (Q) = y 


x 2 (0) = y- A éstas se les llama soluciones principales. Pruébese que la 
soluciôn general de x = Ax es c t x 1 + c 2 x 2 . 

9. Sean x 1 y x 2 un par de soluciones de x = Ax. Pruébese que: 

a) Si x x (0) y x 2 (0) son linealmente independientes, entonces la 
soluciôn general de x = Ax es c, x 1 + c 2 x 2 . 

b) Si x 1 (/o) y x 2 (f 0 ) son linealmente independientes para algün t 0 , 
entonces x 1 (?) y x 2 (7) son linealmente independientes para todo t. 

c) Si x 1 (t 0 ) y x 2 (/ 0 ) son linealmente dependientes para algun r 0 , 
entonces x ! (f) y x 2 (r) son linealmente dependientes para todo t. 
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6. ECUACIONES DIFERENCIÀLES LINEALES DE SEGUNDO 

ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 


La ecuaciôn diferencial lineal de segundo orden con coeficientes 
constantes es 

6.1 x + bx + cx = /, 

donde b y c son constantes dadas, y / es una funciôn dada. Consideramos 
primero la ecuaciôn homogénea 

6.2 x + bx + cx = 0. 

Queremos encontrar todas las funciones x que satisfacen esta ecuaciôn. 
Haciendo x — y podemos reducir inmediatamente 6.2 a un sistema de dos 
ecuaciones de primer orden: 

x = y 

6.3 y = — cx — by. 


Este sistema lineal 6.3 es équivalente a 6.2 en el siguiente sentido: si x es 



una soluciôn de 6.2 entonces ( ) = 1 . | es una soluciôn de 6.3, y si 

y) \* 

es una soluciôn de 6.3 entonces x es una soluciôn de 6.2. Hay una sencilla 
correspondencia uno-uno entre las soluciones de las dos ecuaciones 6.2 y 6.3. 
Aqui 



y la ecuaciôn caracteristica de A es 


-X 1 
— c — b — X 


= X^ -f- bX + c — 0. 


Las raices caracteristicas son 

X\ — ^(~'b-\-^Jb 2, —4 c) 


y 

h = H-b-Jb 2 - 4 ) 

De acuerdo con las ecuaciones 5.1' y 5.9pâg. 612, vemos que la soluciôn 
general de 6.2 es 

6.4 x(t) — c 1 e Àlt +c 2 e À2t si X x ^ X 2 

y 


6.5 


x(t) = ( c 1 t + c 2 )e Àt si X x = X 2 = X. 
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Estas son las soluciones generales para funciones complejas. Los 
numéros X x y X 2 lo mismo que los c { y c 2 pueden ser complejos. El interés 
usual generalmente estâ en las ecuaciones reales (b y c reales) y las soluciones 
reales. Aclaremos la cuestiôn de las soluciones reales para el sistema 

6 6 *1 = * 11 * 1 + 012*2 

x 2 = a 2 i xiu 22 x 2 . 

Escrito como una ecuaciôn vectorial simple, tenemos 
6.7 x ~ Ax 9 


donde A — 


a 


11 


a 


12 


a 2l a 22 J 


. Supongamos que la matriz A es real, con lo que 


queremos decir que los coeficientes a ij son reales. En general, una soluciôn x 
de 6.7 puede ser compleja, y podemos escribirla en la forma x = u + /v 
donde u y y son funciones vectoriales reales. Como A es real, A u y Av son 
también reales. De donde 

x = u + zv = A( u + zv) — Au + iAv, 
e igualando las partes real e imaginaria: 

u = Aù , v = Av. 


Las partes real e imaginaria de una soluciôn de 6.7 son también soluciones. 
Supongamos, para una soluciôn cualquiera x = u + zv, que la condiciôn 
inicial x(Z 0 ) = x° es real. Entonces v(t 0 )~ 0. Como v = Av con v(/ 0 ) — 0 
tiene una soluciôn ünica, se sigue que v es la soluciôn trivial 0; es decir, 
v(z) =0 para toda t. Y hemos probado asi que: 


6.8 Lema. Si la matriz A es real y si una soluciôn de x = Ax es real en 
algün instante t 0 , entonces x(r) es real para todo t. 

El teorema de la unicidad y el anterior resultado pueden enunciarse 
como sigue para la ecuaciôn diferencial lineal de segundo orden 6.2 que 
es équivalente al sistema 6.3. 


6.9 Teorema. Dados x 0 , y 0 y t 0 hay una y solo una soluciôn de x + bx + ex = 0 
que satisface x(t 0 ) ~ x Q y x(t 0 ) =y 0 . Si b , c, x 0 y y 0 son reales , entonces la 
soluciôn de x + bx + cx = 0 que satisface x(t 0 ) — x 0 y x(t 0 ) = y 0 es real para 
todo t. 

En la hipôtesis de que b y c son reales, entonces no es dificil probar que 
la soluciôn real general de x -f bx + ex = 0 es como sigue : 

Si X x y / 1 2 son reales , entonces 

x(t) — c*i e* lt c 2 e ^ 2Î , ^ X 2 
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o bien 

x(t) = (c 1 t + c 2 )e Xi ‘ , Â 1 =Â 2 , 

donde c x y c 2 son reaies. Si X x y X 2 son compiejos , enfonces X 2 — k x y 

x(t) — RI (c x e Xit ) 

donde c x es un numéro complejo cualquiera. 

Asi pues, en el caso de raices complejas (À x =P+ico,À 2 = p — ico) la 
soluciôn general puede expresarse en la forma 

x(t) = e^ t (a l cos œt+a 2 sen œt) 


o en la forma 


x(f) — Ae cos {oot+Ô), 

donde a x , a 2 , A y ô son numéros reaies arbitrarios (problema 3). 


6.10 Ejemplo. Obténganse todas las soluciones reaies de 

x+co 0 2 x — 0 , donde co 0 es un numéro real distinto de cero. 


Soluciôn. La ecuaciôn caracteristica es 

A 2 -}- ù) 0 2 = 0 

de forma que las raices caracteristicas son X x = ico 0 , À 2 = — ico 0 . La soluciôn 
general es 

x(t) = c 1 e i(O0t + c 2 e~ i<û0t . 

La soluciôn real general es 

x(t) = RI (c x e ia>ot ). 

Si c x = a x — ib x , entonces la soluciôn real general es 

xr(f) = a x coscü 0 / + ^j. seneo 0 / 


o bien 


x(f) = a cos (co 0 1 4- S ), 

donde ae 10 = a x —ib x . Nôtese, en partïcular, que x(t) = cos co 0 1 es la soluciôn 

1 

que satisface x(0) = 1, x(0) = 0, y x(t) = — sen œ 0 t es la soluciôn que 

co 0 


satisface x(0) = 0, x(0) = 1. 


6.11 Ejemplo. Obténganse las soluciones de 

x — a> 0 2 x — 0 , donde œ 0 es un numéro real distinto de cero, 
que satisfacen: a) x(0) = 1, x(0) = 0; b) x(0) = 0, x(0) = L 
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Soluciôn. La ecuaciôn caraeteristica es 

X 2 — œ 0 2 — 0 , 

de modo que k x = œ 09 X 2 — — oj q . Por tanto, la soluciôn general es 

x(t) = c l e <û ° t + c 2 e ~ <ûot . 

a ) x(0) — cj + c 2 “ 1 

x(0) = coqCj — cu 0 c 2 — 0. 

Por tanto, c x = c 2 = }, y la soluciôn que satisface esta condiciôn inicial es 

e œ ot 

x(t) = - = cosh œ 0 t. 

2 


b) Aqui 


Ci + c 2 — 0 
(Oq C ! — (Oq c 2 — 1 , 


y 


2œ 0 


Asi pues 


Problemas 


x(t) = 


ç œot — e~ œot 


2œ 0 


= — senh œ 0 t. 
œ 0 


1 


Resuélvanse 

a) x — x = 0 
c) x—2x+3x 


e) 



dy 

dx 



b ) x + x = 0 
d) 9x+9x+2x = 0 

/) Z) 2 x-b6Dx*f-9x — 0 . 


2. Resuélvanse 

a) je — 4x — 0, x(0) = 0, x(0) — 10 

b) x + 4x = 0, x(0) — 0, x(0) — 10 

c) x-f 3x = 0, x(0) = x 0 , x(0) = x 0 

d) 4x-f4x + x = 0, x(0) — 2, x(0) = —1 

e) x-f4x + 5x = 0, x(0) = 2, x(0) = 0 

/) 4x+12x + 25x = 0, x(0) = 5, x(0) = — 3 . 

3. Si b y c son reales y las raices caracteristicas de x-f-6x + cx = 0 son 
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complejas, demuéstrese que las soluciones reales de esta ecuaciôn diferencial 
son de la forma 

a) x(t) = c t e^ + Uo), + c l 

= lé' RI (c, e i<at ) 

b) x(t ) = e^'(a, cos a)t + a 2 sen coi) 

c ) x(t) = ae 111 cos (a>t + ô). 

(Exprésense (j y io en términos de b y c.) 

4. Si* > 0 y c > 0, pruébese que les valores caracteristicos de 

x -ybx + cx = 0 

tienen partes reales negativas. i Qué significa esto respecto al comporta- 
miento de las soluciones cuando t tiende a infinito ? 

5. Discütase la equivalencia entre las soluciones reales del sistema 

* =y 

y = -x 

y las soluciones de 

z + iz = 0. 

Sea z = x+iy. Obténganse de aqui las soluciones reales del sistema. 

6. Generalicese el problema 5 comenzando con 

z + (a+ib)z = 0 

7. Usando la sustituciôn y{z) = x(e x ) redûzcase el problema de resolver 
(la ecuaciôn equidimensional) 

b c 

x (t) H— x(0 + — x(0 = 0 sobre <0, oo> 
t r 

al de resolver la ecuaciôn lineal homogénea 

ÿ + {b~\)ÿ + cy = 0. 

8. Resuélvase 

a) t 2 x(t) — 2tx(t) + 2x(t) = 0 sobre <0, oo> 

1 n 2 

b) x(t) 4- -x(î) -- x(t) = 0 sobre <0, oo), n ^ 0 

t t 2 

c) t 2 x{t) + tx(t) — 0 sobre <0, oo). 

9. Resuélvase 

a) 2x-x-?>x = 0 
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b) Lq-\-Rq H —-q — 0 dados 

C 

L = 100x 10~ 6 , R - 30x 10 2 , C = lOOx 10” 12 , 
q{0 ) - 100 x 10 “ î0 , q (0) - 0 

c) Resu él vase b eu an do R = 0. 


7. LA ECUACIÔN COMPLETA x = Ax + î 

El sistenia de ecuaciones diferenciales 

7 x *i = a u x ] + fl 12 * 2 +/i 

*2 = *2 1*1 +<* 22*2 + fl 

se llama sistema “completo” en contraste con el sistema 

7 2 ^\ ~ a \\ X \ Jra \2 X 2 

x 2 = a 2 \X x +a 2 2X 2 

que se llama sistema "homogéneo”. Con 



estos sistemas pueden escribirse 

7.3 x = Ax + f 

y 

7.4 x - Ax. 

Suponemos que f es continua sobre < — oo, oo). Sera claro, sin embargo, 
que la discusion puede restringirse a cualquier intervalo J en el que f sea 
continua. 

La introducciôn de la notacion vector-matricial nos permitirâ ver que la 
teoria del sistema lineal 7.1 no es mas dificil que la de la ecuaciôn simple 

x = ax + f. 

Aqui e~ at es un factor intégrante: 

e~“'(x(t)-ax(t » = —(e~ a, x(t)) = ); 

dt 


y 


X(0 = ce M + e al 


r r 


O 


e’ as f (s) d s 


es la soluciôn general de la ecuaciôn compléta. 



7] 


La ecuaciôn compléta x = Ax + f 


625 


Definiremos ahora la exponencial matricial e At y demostraremos que 
es un factor de integraciôn de 7.3. 

Una matriz se dice que es no singular si Ax = 0 implica x — 0. Denotemos 
el déterminante de A por det ( A ), es decir 


« / . v Æ » i ^12 

det (A) = = a \ \ a 22 ~ Û I 2 ü 2 i 

a 2\ Ü 22 


En esta notaciôn la ecuaciôn caracteristica de A es 


<p(Â) = det (A — AI) = 


a x ! — a 


X = °’ donde 1 = (o 1 


Una matriz A se dice que tiene una inversa si existe una matriz A 1 
con la propiedad de que 

A~ l A = AA' 1 = /. 

A' 1 se llama el inverso de A. Es fâcil demostrar que A~ ] es ûnico. Supon- 
gamos que A es también un inverso. Entonces 

A* = A*(AA~ l ) = (zi*/!)/T 1 = /T 1 . 

Si A tiene una matriz inversa entonces 

Ax = 0 => zf _ 1 (Ax) = 0 

=> (A~ l A)x = /x — x — 0. 

Asi pues, si /t( tiene una inversa entonces zt es no singular. También puede 
probarse io reciproco. Por lo que sabemos acerca de la soluciôn de ecua- 
ciones algebraicas lineales vemos que una matriz A es no singular (^4x =0 
solo si x =0) si y solo si det (A) =£ 0. Asi pues, si A es no singular, entonces 
dada y la ecuaciôn 

y = Ax 


tiene una soluciôn unica 


x = 


det (A) 


— a 


y = £y. 


Es fâcil comprobar que AB~BA = I y, por tanto, que B=A'~ i . Esto 
compléta la prueba del siguiente lema. 

7.5 Lema. Una matriz A es no singular si y solo si tiene una inversa. 

Sea X = (Xij) una funciôn matricial (con valores matrices) definida por 

w.x . ... /.x, i X u(t) X l2 (t)\ 


X(t) = (Xy( 0) = ( Xn 

\ X 2 1 


(0 x 22 (t) 
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Los conceptos y operaciones sobre funciones matriciales son !os mismos 
que los correspondientes sobre funciones vectoriales. Consideraremos la 
matriz como un vector tetradimensional : X{t) es continua sobre un 
intervalo J si todos los .v w son continuos sobre 

X(t) - (x 0 (/)). 


e 


Por ejemplo 


d_ 

dt 


h 

X(t)dt = 




cos t sen / 
— sen î cos (, 


/ — sen t cos t 
y -cos / —sen t 


/ 0 1\ / cos t 

y — 1 0/ ^-sen i 


sen t 
cos t 


De donde X(t) = 


/ cos / 
y —sen t 


s en t 
cos / 


« 

es soluciôn de A 7 = 




A'. 


Se prueba entonces fâcilmente (problema 1) que 


7.6 


— (XY) = XY+XŸ 
dt 


7.7 


—-(X\) = Xv+Xv. 
dt 


Consideremos ahora la ecuaciôn diferencial matricial 
7.8 X = AX, 


donde A es una matriz constante. Como 


AX 


Ü i i X 5 ü i 2 X 2 i # 1 1 1 2 ~b ^ 1 2 X 2 2 
U 2 i X j [ + U 2 2 X*2 j ^2 | 2 + ^22 *2 2, 


vemos que X es una soluciôn de 7.8 si y solo si 







es decir, si y solo si los vectores columna de X son soluciones de la ecuaciôn 
diferencial vectorial 


7.9 


x = Ax. 
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Esta es exactamente nuestra razôn para introducir la ecuacion matricial. 
Es un lenguaje conveniente (que puede generalizarse para n dimensiones) 
parahablarde un par de solucionesde 7.9 (o, en general, de n soluciones de 
un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales). Las dos soluciones 
en que estamos intere^ados son las soluciones de 7.9 que satisfacen 




Se llaman a éstas las soluciones principales de 7.9. 


La soluciôn matricial principal de 7.8 es la solution de 7.8 que satïsface 
Z(0) = /. Denotemos por P a la soluciôn matricial principal de 7.8. Las 
columnas de P son las soluciones principales de 7.9. 

Como las soluciones matriciales de 7.8 se corresponden con pares de 
soluciones de 7.9, sabemos, segün el teorema 5.12 (pâg. 614) que: dada 
una matriz constante X Q hay una mat riz soluciôn y solo una mat riz soluciôn 
de 7.8 que satïsface a Z(0) — X 0 . Usamos ahora este resultado de existencia 
y unicidad para demostrar que la soluciôn matricial principal P tiene las 
propiedades de una exponencial. 

Definamos la funciôn matricial Y por Y(t) = P(t + 1 ), donde r es un 
numéro real cualquiera. Entonces 


Ÿ{t) = — [ p( t + x )] = P(t + t) = APU + t) = AY(t), 
dt 


lo que nos dice que Y (t) es la soluciôn de 10.8 que satisface FfO^/^r). 
Ahora bien, Z{t)~ P(t) P( t) es también una soluciôn de 7.8 que satisface 
la misma condiciôn inicial: Z(0) = ^(0) P(x) = IP{t) = P(t). De donde 
Z = F; es decir 

7.10 P(t) P{ t) - P(t- ht) 

para toda t y toda t. Esta es la ley de los exponentes y, como P {t ) = AP(t) 
y P(0) = /, la soluciôn matricial principal se escribe a menudo como una 
exponencial: 

P {t ) == 

y, por analogia con la exponencial real y compleja, se llama exponencial 
matricial. Podemos entonces escribir 7.10 en la forma 

Al Ax A(t+x) 

e e = e 


Nôtese entonces que 

e At e~ At - == e° - P( 0) = /. 

De donde P(t) ~ e Ax es no singular para toda / y P ~ 1 (/) = e ~ At . 

Con esta matriz exponencial podemos fâcilmente resolver la ecuacion 
compléta 


7J1 


x = /tx-f-f. 
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Como— (e At ) = ~P( — t) = ~ P(~t) =—AP( — t)=—Ae At , podemos 
dt dt 

imaginarnos, basândonos en lo que sucede en el caso unidimensional, 
que e~ At es un factor de integraciôn de 7.11. Para comprobarlo, necesitamos 
saber que A y e~ At conmutan; es decir, que Ae~ Aî = e~ At A. Sean 

Y (fi) = Ae~ A \ Z(i) = e~ At A. 

Enfonces 

Ÿ(t) = -A 2 e~ At = -AY(t) 


y 



- AZ(t ). 


Como Z(0) = Y(0) = A , usando de nuevo el argumento de la unicidad, 
tenemos Z = F. De donde Ae~ Ât = Por tanto, 

j 

— (e~ At x(t)) = e _j4f x(0 —-4e~ ^x(t) = —e -/4 ',4x(0 

d/ 

- <T^(x(0~--4x(0). 


Supongamos que x es una solution de la ecuaciôn compléta 7.11 que 
satisface x(0) = c. Enfonces 

e~ Ai (x(t)-Ax(t)) = e~ At f(t) 


o bien 

e- A, x(t )) = 
dt 


Por tanto 


y 

7.12 


e~ x ‘x(r)-x(0) 



e /,s f(s)rfs 


x(t) = e^'c + j e A(, ' s) f(s)ds. 


Es fâcil comprobar que x(t) es una solucion de 7.11 y que x(0) — c. De 
donde 7.12 es la solucion de la ecuaciôn compléta 7.11 que satisface 
x(0) = c; es la solucion general de 7.11. El término e At c es la solucion 

f r 

general de la ecuaciôn homogénea y e At e~ As f(s)ds es una solucion 

J o 
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particular de la ecuaciôn compléta [es la soluciôn de 7.11 que satisface 
x(0) =0, problema 5]. 

7.13 Ejemplo. Resuélvase 

x + co 0 2 x = sen cot, co # 0, co Q ^ 0. 

Soluciôn. Un sistema équivalente es 

x = y 

y — — co 0 2 x + sen eut . 


Aqui A=[ ** 2 il» f(0 = ( ^ )• Las soluciones principales de la 

~o) 0 0 J y sen œt J 

ecuaciôn reducida son (véase ejemplo 6.10, pâg. 621) 


/I 


x* = 


COS C0 0 t 
— co 0 sen co 0 t1 ’ 


x = 


sen co 0 t 


\ 


œ 0 

^ cos c o 0 î j 


La soluciôn matricial principal es 


/ 


P(t) = e At = 


COS C0 0 t 


1 


sen co 0 t 


\ 


CO 


O 


\ — co 0 senco 0 t cos co 0 f J 


Usando 7.12 tenemos que 

/ 1 


\ 


x(t) 

AO. 


cos œ 0 t œ sen co 0 t 
\ — co sen aj 0 t cos co 0 t j 


I 


+ 


rt 


o 


1 


cos œ 0 (t — s) — sen to 0 (t - s) 

co 0 


\ 


o 

sen cos 


ds 


\ ~ojq sen co 0 (t — s) cos to 0 (/ — s) J 


Como estamos solamente interesados en x, tenemos 

»t 

sen co 0 (t — s) sen cos ds . 


1 1 

x(t) = c 1 cos c o 0 M-c 2 sen co 0 r + — 

o) o co 0 


0 


t 



630 


Ecuaciones diferenciafes 


[Cap. 11 


Por tanto, si co / co 0 , 


l 


(JÜ 


x(t) = c i COS OJ 0 t H- c 2 squoj 0 î — 9 

co 0 w 0 (co 0 -ta") 


se n co 0 t 4- 


sen eût 


œ 


o 


co 


— k x cos co 0 t + k 2 sen œ 0 t H---- sen cot. 

a> 0 -co 


Si c o = cu 0 , 

x(r) = /cj cos œ 0 t + k 2 sen co 0 r-— ? cos a> 0 t . 

2<o 0 

Si m = co 0 , tenemos lo que se llama resonancia. Si co / eu 0 , las oscilaciones 
son acotadas para todo t y oj fijo, aunque la ampiitud del término sen ojî 
tiende a oo cuando co->œ 0 . En el caso de resonancia oj = co 0 , lim x(t) 

t —* OC 

no existe. Este fenômeno de resonancia se discute con mas detalie en la 
secciôn 11. 


Problemas 


1. Pruébense: a) 7.6 b) 7.7 


2. Pruébese que : — X' 1 

dt 



3. Pruébese que 




c) 




(cosh î senti t 
\^senh t cosh / 




/ cos t sen t 
y —sen t cos t 


4. Resuélvase: 

a) x = y 

y — —x — 2 y + e’, x(0) = y(0) = 0 

b) x = y 

ÿ — x + te~x(0) = 1, j(0) = 0 
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c) x — x—y + t 

y = -x+y + t 2 , x(0) = 1, y(0) = 3 

cl) x — ax — by 

ÿ = bx + ay + e~ a \ x(Q) = x 0 , y{ 0) = yy * 


5, Pruébese que 


x(0 = 


rr 


o 


e Mt S) ï(s)ds 


es la soluciôn de x = Ax + f que satisface x(0) =0 


6. Pruébese que 


X 


Ai 


I -vr 


n = 0 ni 


8. LA ECUACIÔN COMPLETA x + bx + cx =f 


La ecuaciôn diferencial ïineal de segurtdo orden 

8.1 x+bx + cx = / 

es, desde luego, un caso particular de! sistema que estudiamos en la secciôn 7. 
Pero es un caso particularmente importante, y la soluciôn general tiene 
una forma sencilla. Un sistema équivalente es: 

8.2 x — y 

y = - cx-by + f . 


Suponemos que /es continua sobre <( — oo, co>, o bien podiamos suponer 
que/es continua sobre J y restringir la discusiôn a J . Sean 



Sabemos cômo obtener las soluciones principales p 1 




del sistema homogéneo 



8.3 


x = >> 

y ~ —cx~by. 


La funciôn p u es la soluciôn de la ecuaciôn homogénea 


8.4 


x + bx + cx — 0 


que satisface x(0) = 1 y x(0) —0. Anâlogamente p x2 es la soluciôn de 
8.4 que satisface x(0) = 0, x(0)= 1. Sabemos, por tanto, que la soluciôn 
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matricial principal P{t) = {p ij (t)) = e At y, por la ecuacion 7.12, la soluciôn 
general de la ecuacion compléta 8.2 es 


8.5 

A qui 



e A( c 


+ 


Mt-s) 


f(s) ds 


0 


/ Pu(t-S) P 12 (r/ 0 \ 

\Pzi(t-s) P22O-5)/ \f(s)J 


Nuestro interés estâ en x(t) y la soluciôn general de la ecuacion compléta 8.1 
es 


8.6 



c \ Pi 1 (0 + c 2 Pi 2 (0 + 


C { 

JO 


P\2(t~s)f(s) ds. 


Haciendo v(t) = p x x (t) y w(t) = p x2 (t)> tenemos 


8.7 Teorema. Sean v y w las so lu clones de x -f- bx ~h ex = 0 que satisfacen 
v(0)—\, v(0) = 0 y tn(0) = 0, w (0) — 1. Entone.es la soluciôn general de 
x + bx-\- ex — f es 




x (/) — v{t) + c 2 w(t) + 


w(t — s) f ( s)ds . 


La intégral 


w(t — s) f(s)ds es la soluciôn particular de x + bx + cx = f 


0 


que satisface x(0) = jc( 0) = 0. (Véase en conexiôn con esto el problema 3, 
pâg. 635.) La diferencia entre dos soluciones cualesquiera de la ecuacion 
compléta es una soluciôn de las ecuaciones homogéneas. Podemos por ello 
enunciar; la soluciôn general de la ecuacion compléta es la soluciôn general 
de la ecuacion homogénea mas una soluciôn particular cualquiera de la 
ecuacion compléta. 


8.8 Ejemplo. Resuélvase x + 2x + x = e x y x(0) — x(0) ~ 0. 

Soluciôn L La ecuacion caracteristica es 

/ 2 + 2A+l = (2+ l) 2 = 0 


y — 1 es una raiz multiple. De donde la soluciôn general de la ecuacion 
homogénea es (c x ôrc 2 t)e~ t , y vemos que w{t) — te~ t . Por tanto, 

n 



(t — s)e S) e s ds 


= te 


~ t 


t*t 


0 



= ie‘-i(l+2t)e-', 


que es la soluciôn buscada. 
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Soluciôn 2. Busquemos una soluciôn particular de la forma ce 1 . Entonces, 
sustituyendo en la ecuaciôn diferencial, tenemos como ecuaciôn para c 

c + 2c + c — 1 o c = \. 

De donde la soluciôn general es 

x(t ) = (c, + c 2 t)e~* + ie*. 

Las condiciones iniciales son 

x( 0 ) = c | + 4 = 0 

x(0) = —+ £*2 d - ^ ^ 0. 

Por tanto, c, = — c 2 = — y la soluciôn buscada es 

x(t) = ~i(l J r2î)e~ t + \ë. 


8.9 Ejemplo. Resuélvase x+x = f , x(0) = x(0) = 0, donde 



t < 0 
0 ^ t < n 
n ^ t <2n 
2 TT < t . 


Soluciôn. La soluciôn w de la ecuaciôn honiogénea que satisface w (0) = 0, 
w( 0) = 1 es 

w(t) == sen t. 

De donde 


x(t) = 


f (s) sen (t — s)ds . 


o 


Por tanto 


x(t) = 


0, r < 0 


5 sen (t — s)ds, 0 ^ t < n 


o 


rn 


s sen (t — s)ds 4- 


o 


(2 7i — s) sen (t — s)ds , n < t < 2 n 


1T 


rt 


5 sen (r — s)ds + 


o 


f* 2n 


n 


(2n ~s) sen (t — s)ds, 2n ^ t 
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0, t < 0 

î — sen f, 0 ^ t < n 

< 

2 n — t — 3 sen î , n ^ t < 2 n 
— 4 sen /, 2n ^ t. 

La funciôn/, que en una aplicaciôn, puede ser una fuerza o voltaje aplicado, 
puede considerarse como una energia de cierto tipo que entra en un 
sistema (figura 3). En el instante t = 0 el sistema esta parado en su posiciôn 
de equilibrio; y la soluciôn x puede verse como la energia de salida 
(figura 4) que corresponde a la de entrada /. 




Problemas 

1. Resuélvanse: 

a) x + 3 x + 2 x = î 1 — î, x (0) = x (0) = 0 

b) x + 2x + x — cos /, x(0) = x(0) = 0 

c) 2x + 7x4-3x = 5-V, x(0) - 0, x(0) - 1 

d) x + 4x = e\ x(0) = x 0î x(0) = x 0 
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e) x + c 2 x ~ e\ x(0) = x 0 , x(0) = x 0 

/) —j - ~ 2y = 3e x , y(l) = y'(l) = 0 

dx~ dx 


g) x + 2x + 2x = /, x(0) — x(0) — 0, 


donde f(t) = ? 


0, 

U 

1, 


t < 0 
0 ^ t < 1 
I < t . 


2. Pruébese que para el caso œ ^ œ 0 (no resonancia), la ecuaciôn 
diferencial 


x -f co 0 2 x = a cos coi 


tiene una solucion periôdica de periodo —. Trâcese la amplitud (el valor 

œ 

mâximo) de esta solucion periôdica como funciôn de œ. 

3. Una funciôn se dice que es continua a trozos sobre un intervalo [a, b] 
si / es continua en todos, salvo un numéro finito de puntos, y en cada 
punto de discontinuidad existen limites a la derecha y a la izquierda. 
Decimos que/es continua a trozos en < — oo, oo> s if es continua a trozos 
sobre todo intervalo [a, b]. Cuando/es continua a trozos sobre < — oo, oo), 
decimos que y es una solucion de (*) x-f -bx + cx = f si y es continua sobre 
< — oo, oo) y satisface (*) en todo punto donde / es continua. Bajo la 
hipôtesis de que / es continua a trozos sobre < — oo, oo) pruébese que 

ç t 

x (t) = Ci v(t) + c 2 w(t) + w(t — s)f(s)ds es la solucion general de (*) 

J o 

sobre < — oo, co>; v y w definidos como en el teorema 8.7. 


Nota. Esta es la extension a impulsos de entrada continuos a trozos/ del 
teorema 8.7. Si g es continua a trozos sobre f a, b ], entonces g es intégrable 

Çt 

sobre [«, b]. Si g es intégrable sobre [a, /?] entonces G(t) = g es 

J a 

continua sobre [a, b] y en cada punto t de [a, b] donde g es continua 
G'{t) = g{t). 


4. Resuélvase 


donde 




m = 




x + x = /, 

x(0) = x(0) = 0 


0, 

t < 0 

1 

o 

A 

o 

1, 

0 ^ t < 1 

b) f(t) = • 

t, 0 < t < 1 

0, 

t ^ 1 


0, t > 1 

/O, 

t < 0 



1, 

t ^ 0. 




i 
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Trâcese la grâfica de los impulsos de entrada / y de las soluciones * (las 
“saiidas”)- 

5. Supongamos que f y g son continuas sobre un intervalo J con Oe J. 
La funciôn f * g definida por 


(/*£)(0 = f(t-s)g(s)ds 

se llama convoluciôn de / y g. Pruébese que f * g = g * /; es decir, 

rt çt 

f(t-s) g(s)ds = f(s) g(t-s)ds. 

J O J O 

Nota. Este resultado puede a veces simpliücar el câlcuio de 
f w(t — s) f(s)ds. La convoluciôn puede también definirse por 


(f*g)(t) = 


fi*-s) g(s)ds. 


Las dos definiciones son équivalentes si f(t) = g(t) ~ 0 para /<0. 

6. Resuélvase 

ic + 3x + 2x = /, x(0) = x(0) = 0, 

donde / es 

a) la / del problema 4 a 

b) la / del problema 4 b 

c) la / del problema 4c. 

7. La funciôn u del escalôn unitario es la funciôn definida por u(t) = 0, 
t < 0, y u(t)= 1, t ^ 0. Sea j la soluciôn de x + àx + cx = u que satisface a 
x(0) = x(0) = 0. (a y se le llama la respuesta del sistema a la funciôn del 
escalôn unitario) 

f r 

a) Pruébese que sobre [0, oo]y = w y, por tanto, y(t) — w(s)ds , 

J o 

donde es la funciôn dada en el teorema 8.7. Asi pues, se sabe 
o puede medirse la respuesta de este sistema lineal a una funciôn 
de escalôn unitario, entonces puede calcularse la respuesta 

't 

x(t) — w(t — s) f(s)ds a cualquier impulso de entrada /. 

J o 

b) La respuesta de un sistema a una funciôn de escalôn unitario 
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es (para ?> 0) 1— (l+t)e *. Deterimnese la respuesta de este 
sistema lineal al pulso cuadrado 



t < 0 
0 ^ t < ô 
t > ô . 


9. EL PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÔN 

El principio de superposiciôn, que en esta secciôn probaremos y 
discutiremos, es la propiedad caracteristica de los sistemas lineales. Es la 
falta de este principio la que complica el estudio de los sistemas no lineales. 
Hasta cierto punto, este principio ha llevado a un estudio de los sistemas 
lineales completamente separado de las ecuaciones diferenciales, lo que ha 
probado ser causa de confusion. Los métodos lineales son adecuados dentro 
de su rango de aplicabilidad, pero no sirven en general mas que para sistemas 
lineales y no se debe esperar poder, en general, aplicar métodos lineales 
al estudio de sistemas no lineales. No queremos asegurar con esto que el 
estudio de los sistemas lineales no es importante. Las rectas son el punto 
de partida mas natural para el estudio de la geometria, las ecuaciones 
lineales son el punto natural de partida para el estudio de las ecua¬ 
ciones algebraicas y trascendentes y, de igual modo, lo son las ecuaciones 
diferenciales lineales para el estudio de las ecuaciones diferenciales. Pero es, 
sin embargo, de esperar que la no linealidad plantearâ nuevos problemas, 
requerirâ métodos diferentes y que los sistemas no lineales exhibirân 
comportamientos que no podrân encontrarse en los sistemas lineales. 
El comportamiento no lineal no es forzosamente indeseable. En realidad, 
lo que quiere decirse es que en los sistemas no lineales pueden esperarse 
que ocurran cosas que en los sistemas lineales nunca ocurrirâ. Significa 
también que para muchos propôsitos la aproximaciôn lineal de un sistema 
no puede por si misma ser adecuada para la explicaciôn de ciertos fenômenos. 

Consideremos el sistema lineal 

9-1 x(?) = A(t) x(?) + f(?), 

donde suponemos que la funciôn matricial A y la funciôn vectorial f son 
continuas sobre < — oo, oo). El principio de superposiciôn es, como 
veremos, una consecuencia directa de la linealidad de y4(?)x(?): 
A (?) [c l x 1 (?) + c 2 x 2 (?)] = c 1 A (?) x 1 (?) + c 2 A (?) x 2 (?). 

9,2 Teorema. (El principio de superposiciôn.) Si y 1 es una soluciôn de 
x(?) = A(t) x(?)-f f 1 (?) y y 2 es una soluciôn de x (?) = A (?) x (?) -h f 2 (?), 
enfonces y = c x y 1 + c 2 y 2 es una soluciôn de 

x(?) = A(t) x(?)-f-c 1 f 1 (?) + c 2 f 2 W- 
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Prueba. y — C l ÿ 1 +c 2 y 2 = c x Ay x + c x f l + c 2 /ly 2 + c 2 f 2 

= Alcrf 1 +c 2 y 2 ] + c l f 1 + c 2 f 2 
= zfy + c*, f 1 + c 2 f 2 - 

En la hipôtesis de que /I y f sean continuas sobre < — oo, co) (o sobre cual- 
quier intervalo J) se sabe que 9.1 tiene una soluciôn ünica x sobre 
< — oo, oo) (o sobre J) que satisface x(t 0 ) — x 0 (t 0 e Hemos mostrado 
esto para coeficientes constantes y aceptamos el resultado mas general sin 
prueba. Supongamos que el sistema comienza en su posiciôn de reposo 
x(0) —0. Entonces la ecuaciôn 9.1 tiene una soluciôn ünica y que satisface 
esta condiciôn inicial. Considerando a A (t) como una funciôn matricial 
fija asociamos entonces con cada funciôn f continua sobre < — oo, oo) la 
soluciôn y. Denotamos esta correspondencia por L — {(f, y)} y 

y - L( f). 

L es una transformaciôn definida sobre el espacio de funciones f continuas 
sobre < — oo, oo). La funciôn f se llama a veces entrada (figura 5) y, la 
soluciôn y, salida. El principio de superposiciôn afirma que L es una 
transformaciôn lineal: 


L(c x t l + c 2 f 2 ) = C] L(V) + c 2 L(f 2 ). 



FIGURA 5 


Es fâcil de ver esto. Las funciones y 1 = L(f *) y y 2 = L(f 2 ) son las soluciones 
de x — zfx + f 1 y x = Ax + f 2 que satisfacen x(0)=0. Por el principio de 
superposiciôn c 1 y 1 +c 2 y 2 es una soluciôn de x = Ax 1 + c x f 1 4- c 2 f 2 y satisface 
x(0) =0. Por tanto, L(c x f 1 +c 2 f 2 ) = c\ y 1 + c 2 y 2 = c x L(f 1 ) + c 2 L(f 2 ). 

En términos de entradas y salidas el principio de superposiciôn afirma 
que: si las entradas son anadidas , las salidas se afiaden (L(f [ + f 2 ) = 
L( f 1 ) + L(f 2 )); si la entrada es multiplicada por una constante , la salida es 
$ multiplicada por la misma constante (L(cï) — cL( f)) (figura 5). 

Si P es la soluciôn matricial principal de 

-*(0 ^ 

sabemos (problema 4) que y = L(f) viene dada por 

* 

9.3 y (t) = P(t)P~'(s)f(s)ds, 

Jo 
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y en el caso particular en que A es una matriz constante 

f f 

9.4 y (t) — e Ait ~ s) f(s)ds. 

Jo 

Observemos una propiedad de la salida y que uno espera de un sistema 
fisico real. El valor présente y(t) de la. salida debe depender solamente de 
los valores pasados de la entrada. El sistema no puede prever la entrada. 
El sistema comienza en el tiempo / — O, el tiempo en que la entrada es 
aplicada, de modo que f (t) —0 para t < 0. Luego y(t) = 0 para t < 0 y en 
cualquier / > 0 vemos, por 9.3, que la salida dépende solamente de los 
valores pasados de la entrada f . 

Desde el punto de vista que estamos ahora tomando podemos ver una 
diferencia entre los coeficientes constantes y los coeficientes no constantes. 
El sistema lineal esta caracterizado por la matriz A{t). Si A es constante 
tenemos un “sistema estacionario”; no cambia con el tiempo. Con coefi¬ 
cientes no constantes el sistema cambia. Asi pues, para un sistema 
estacionario, esperamos, independientemente de cuando sea el momento en 
que la entrada se aplique, puesto que la salida debe ser la misma. Se dice a 
veces que “el sistema es invariante respecto a un cambio en el origen del 
tiempo 1 ’. En forma mâs précisa lo que se quiere decir es que si y = L(i) y 
y* = L(f*), donde f*(t) — f(/ — ô) y f(/)~0 para / < 0, entonces y*(/) = 
y (/ —d). Si la entrada de un sistema estacionario se cambia en el tiempo en la 
cantidad ô > 0, entonces la salida es cambiada en el tiempo la misma cantidad. 
Esto sigue fâcilmente de 9.4 por un simple cambio de variable en la 
intégral : 

y* (t) = j e M, ~ s) î(s-ô)ds = I (s-ô)ds 

Jo J ô 

t-Ô 

e A (, = 

En términos de la soluciôn matricial principal P la diferencia entre coefi¬ 
cientes constantes y coeficientes no constantes es ésta: para A una matriz 
constante 

P(t)P~ 1 (s)^P(t^s); 

para matrices no constantes esto no es cierto (véase el problema 5). 

Nota . En la anterior discusiôn nos limitamos a funciones f continuas 
sobre < — oo, co>. Todo lo que aqui hemos dicho puede extenderse a 
funciones intégrables sobre < — oo, oo). Si f es intégrable sobre < — oo, oo), 
entonces x se dice que es una soluciôn de x ~ Ax + f sobre < — oo, oo) 
si x es continua sobre < — oo, oo) y satisface la ecuaciôn diferencial en 
todos los puntos en que f es continua. 
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Si g es intégrable sobre < — oo, oo) la siguiente extension del teorema 


fundamental del eâlcuio es cierta : si G(t) 


g(s)ds, entonces G es 


o 


continua sobre ( — oo, x> y en cada t donde g es continua G'(t) ~g(t ). 
Se sigue de ello que 


rt 


x(r) = P(t)c + P(t) P ' 1 (s)f(s)ds 


0 


es la soluciôn sobre < — oo, oo> de x(t) = À (t) x(7) + f(/) que satisface 
x(0)~c. En particular, no debe tenerse duda alguna en cuanto a lo 
correcto de aplicar lo que aquî hemos aprendido a entradas continuas 
a trozos (problema 3, pâg. 635). 

Debe tenerse présente que la ecuaciôn diferencial lineal de segundo orden 
9.5 x(r) + /?0) x(/) + c(t) x(t) = f{t) 


es un caso especial del sistema 9.1. Un sistema équivalente es 

9 6 ao = y(t) 

>’(')= -c(t) x(t)-b{t)y(t)+f(t). 


Aqul x = 






La soluciôn x de 9.5 


es el primer componente de x. Asi pues, el teorema de superposiciôn nos 
diee que, si x ( es una soluciôn de x(t) + b(t) x(t) + c(t) x(f) = fit), 

« n 

entonces ^ c l x i es una soluciôn de x{t)-\~b{t) x(/) + c(f) x(t) = ^ <:*./,•(/). 

i 1 j = i 

Para coeficientes constantes b y c\ correspondiéndose con 9.4, tenemos que 


9,7 


x( t) = w(t — s) f (s)ds 

J 0 


es la salida para una entrada /, donde w es la soluciôn de x(t) + bx(t) + 
cx(t) — 0 que satisface u-(0) = 0, w( 0) = 1. 





FIGURA 6 
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9,8 Ejemplo. Determinese la respuesta (la salida) de 

x4-6x + 5x = / 

al impulso de entrada cuadrado 

0, t<0 

fit) = • 1, 0 ^ t < l 
[0, t > 1 . 

Soluciôn. La ecuaciôn caracteristica es A 2 H- 6 A + 5=0, y las raices 
caracteristicas son A — —1, —5. Encontramos entonces que 

w{t) = 

Sea « la funciôn de escalon unitario (u{t) = 0, t<0, u(t) = 1, 0). 

Entonces el pulso cuadrado f{t) — u(t) — u(t— 1) (figura 6). La respuesta >> 
a la funciôn de escalon unitario es (problema 7, pâg. 636): j>(r) = 0 para 
t < 0 y 

'r ft fi 

y (t) — w? (7 — s) u (s)ds = (s) m ( t — s) ds = w? (s) ds 

J 0 J 0 J a 

u 

= i (e~ s -e~ 5s )ds 

J 0 

= H-^o e“ 5f para f^0. 


5 4 


Este es un sistema estacionario (de coeficientes constantes). Luego la 
respuesta y* correspondiente a la entrada u(t— 1) es y*(t) = y{t— 1). Por 
tanto, la respuesta x al impulso cuadrado es 

x{t) = y(l)-y(t- 1). 

Esta salida se ha representado en la figura 7. 


Respuesta a una funciôn 
sî de escalon unitario 


Respuesta a un pulso cuadrado 


i\ 2 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 


FIGURA 7 
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Algunas consecuencias simples del principio de superposicion son: 

9.9 Corolario. Cualquier combinât'ion iineal de soluciones de la ecuaciôn 
homogène a x(/) = A (t) x(t) es también una so lue ion. 

Prueba. Hâgase f 1 ~ f 2 =0 en ei teorema 9.2. 

9.10 Corolario, La so lue ion généra ! de la ecuaciôn compléta x(f) = 
A (t) x(7) + f(0 es la solution general de la ecuaciôn homogénea mâs cualquier 
soluciôn particular de la ecuaciôn compléta . 

Prueba. Sea y una soluciôn (particular) de x = Ax + ï y sea x cualquier 
otra soluciôn. Entonces, segun el principio de superposicion x —y es una 
soluciôn de la ecuaciôn homogénea. De donde x(/) —y(/) = P(t )c y 
x(t) — P(t)c + y(t). De nuevo, segun el principio de superposicion, toda 
funciôn de esta forma es una soluciôn de la ecuaciôn compléta, de donde 
ésta es la soluciôn general. 


Problemas 

1. Determinense las respuestas x y x de 

a) je 4- 10.1 x + x = / 

b) x+110x + l 000x - / 

donde / es el pulso cuadrado del ejemplo 9.8. Grafiquense las respuestas 
x y x. 


2. Resuélvase el ejemplo 9.8 con 


3. 


a) f(t) 


0, t < 0 

1, 0 ^ t < i 

0, 


Determinese la respuesta x de 


a) f(t) 


0, / < 0 

f, 0 ^ / 


x + 


b) f(t) = 


0, 

1, 

0, 


10x + 24x = f 

0, 

b) f{t) - \ /, 

1, 


t < 0 

0 < t < 5 

5 < 

donde 

t ^ 0 
0 < t < 1 
1 < t 


r 



c) 



t < 0 
0 s* t ^ 1 

1 ^ t < 2 

2 ^ t. 


Dibüjense las grâiicas de las entradas y salidas. 
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4. Suponiendo la unicidad de las soluciones, pruébese que si P(î) es 
la soluciôn matricial principal de X(t) — A(t) X(t), entonces 9.3 es la 
soluciôn de x(/) = A(t) x(/) + f(/) que satisface x(0) =0. 

5. Supongamos que A(t) es continua para todo /. Sea P la soluciôn 
matricial principal de X = A{t)X. Pruébese que, si P(t)P~ l (s) = P(t — s) 
para toda t y toda s, entonces A (?) es una matriz constante. 

6. Si ioj no es un valor caracteristico de A , pruébese que 

x(r) = e At c + (iû)I~-A)' 1 be i0,t 
es la soluciôn general de 

x = Ax + be iœt . 

Conclûyase de aqui que, si A no tiene valores caracteristicos imaginarios 
pures, entonces 

n 

x(t) -■ e M c + £ (ico k I-A)~ l b k e lti>kt 

i 

es la soluciôn general de 

n 

x(î) = j4x(t) + X b k e iù>kt . 

k — 1 

7. Determinese una' soluciôn particular de cada una de las siguientes 
ecuaciones diferenciales: 

a) x(t) — 2 x(t) — y{t) b ) x = x-hy — 2 cos 

y(t) = x(/)+j ? (/)-f 4 cos 3/ j) = x—— 4 sen 

c) x(/) = x(/) + y{t) — cos 2? x(?) +5 x(?) + 3x( 0 = cos 10/ 

y(t) ~ x(t)~ y(t) + sen 3/ 

é) 3x(/) + 7x(/)-h9x(/) = cos cos 3/. 

10. OSCILACIONES LINEALES. x = Ax + t 

Al estudiar el sistema lineal 

10.1 x = Ax + f 

A ha sido una matriz compleja y f una funciôn vectorial compleja. La 
principal razôn para tomar como sistema numérico el campo complejo fue 
la de introducir valores caracteristicos y vectores caracteristicos. Nuestro 
interés, sin embargo, recae primariamente en los sistemas reales y en las 
soluciones reales. Supondremos por ello en toda esta secciôn que A es una 
matriz constante real y f una funciôn vectorial real continua sobre < — oo, oo). 
Lo que queremos es investigar en forma mas detallada que anteriormente 
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el caràcter de las soluciones reales de 10.1. Nos interesaremos particular- 
mente en las soluciones periôdicas. 

Comenzaremos por discutir las soluciones reales de la ecuaciôn 
homogénea 

10.2 x = Ax. 

Sean z, y À 2 îos valores caracteristicos de A. Pueden, desde luego, ser 
reales o complejos. Si son complejos, entonces, conio A es real, son 
complejos conjugados uno de otro. El caràcter de las soluciones dépende 
de la naturaleza de y l 2 . 

Caso L /j, a 2 reales y distintos (k x # k 2 ). 

Designemos por z { a la mayor de las dos raices (2, > À 2 ), y sean v 1 
y v 2 vectores caracteristicos correspondientes. Como A y sus valores 
caracteristicos son reales, los vectores caracteristicos son reales. Supon- 
dremos, lo que desde luego podemos hacer, que los vectores caracteristicos 
v 1 y v 2 son unitarios. La soluciôn general de 10.2 es 

10.3 x(/) = c l e Àlt v 1 -hc 2 e À2t v 2 . 

Toda soluciôn x de 10.2 define una curva y en el piano. Queremos 
investigar primero lo que sucede a la direcciôn de y cuando Moo y 
cuando — oo. Si Ax° = 0, entonces el punto x° se llama estado de 
equilibrio o punto crïtico del sistema 10.2. Asi pues, si x° es un estado 
de equilibrio x = x° es una soluciôn de 10.2 y la curva soluciôn y es 
simplemente un punto. Si z 1 y k 2 son distintas de cero, entonces A es no 
singular y el ünico estado de equilibrio es el origen. Si = 0, entonces 
Ay 1 =0 y todo punto sobre la recta que pasa por el origen y tiene la 
direcciôn de v 1 es un estado de equilibrio. En cualquier punto que no 
sea un estado de equilibrio, la curva soluciôn y tiene un vector tangente 
unitario 


I 1 „A2f«.2 


C j À ] e 1 V “h C 7 À y € 


2 


x(0 = _ 

X(t)I (c 1 2 k l 2 e 2Xit +2c l c 2 k i k z e {Al + X2)t y 1 - y 2 + c 2 2 k 2 2 e 2 * 2t ) i/2 


c,;v 1 +c 2 / 2 c U 2 " Ai) n 2 


(c 2 k 2 +2c, c 2 k { k 2 e (;i ''' l]t y ] * y 2 ~\-c 2 2 k 2 2 e 2{À2 ~ Àl)t ) 1/2 


Como k x > Â 2 , vemos que 

i) Si c j/ij^O, la tangente unit aria a la curva soluciôn y tiende 
a ± v 1 cuando t —► oo. 

Anâlogamente, 

i i) Si c 2 k 2 0, la tangente unitaria a la curva soluciôn y tiende 

a +v 2 cuando t — ► — oo. 
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Esto esta ilustrado en las figuras 8 y 9. El significado de c x — 0 es claro. 
Si Cj =0 la soluciôn comienza sobre la recta 2 a través del origen en 
la direcciôn v 2 (ecuaciôn 10.3) y perinanece en esta recta. Si À x = 0, 
entonces todas las curvas soluciôn son rectas paralelas a \ . 



FIGURA 8 Nudo estable (À 2 < Â x < 0) 


1 a) Vci/ores caracteristicos negativos ( À 2 < À 1 < 0). Se sigue entonces 
de 10.3 que 

iii) Toda soluciôn %(t) -* 0 cuando t-+ oo. 

El estado de equilibrio en el origen se dice entonces que es frt asintôtica- 
mente estable”. No importa hasta qué punto el sistema esté perturbado, 
siempre tiende a volver al estado de equilibrio. Ademâs 

iv) |x(f)| —► oo cuando — oo (x(0) ^0). 

(Ton la informaciôn obtenida (i-iv) podemos dibujar las curvas soluciôn 
(figura 8). En este caso, el estado de equilibrio 0 se llama nudo o nodo 
estable. 
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FIGURA 9 Punto de ensilladura ( À 2 < 0 < /j) 


I b) Valores caractensticos positivos (À. l > X 2 > 0). Es anâlogo al 1 a) 
si reemplazamos t por — t. Las fléchas en la figura 8 tienen que invertir 
su direcciôn. Todo lo cerca del origen que queramos hay soluciones que 
dejan la vecindad del origen (cualquier vecindad dada). El estado de 
equilibrio se dice que es “inestable” y se llama nudo o nodo inestabie . 

le) Un valor caracteristico positivo y otro negativo (A 2 <0<2 1 ). 
Vemos, por 10.3, que hay solamente dos curvas soluciôn que tienden al 
origen. Éstas se corresponden con c 1 = 0 y c 2 > 0 o c 2 < 0 . Todas las 
otras soluciones tienden a infinito cuando t-+ oo. El origen es “inestable” 
y se llama punto de ensilladura (figura 9). 

Caso 2. Raices complejas. X x — À 2 = fi — iœ. 

Aqui en el piano, que es real, no tenemos ya vectores reales 
caractensticos. Con A real las raices son complejas conjugadas una de 
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la otra y asi lo son los vectores caracteristicos. De donde las soîuciones 
reales estân dadas por 

x ( t ) = c x y l e { ^ io}t ^c x y l e^' ia)l 

- 2Rl(e, \ l e {fi+i<a)î ) 

donde c , es un numéro complejo arbitrario. Sea v 1 = u + /v donde u y v 
son vectores reales linealmente indépendantes (problema 3), y 2c, = ae iô . 
Entonces la soluciôn general real es 

10.4 x(0 = a^'fcos (cur-fd)u — sen (cof4-d)v]. 

De donde, cuando tot-\~ô = kn, la soluciôn esta en la direcciôn u. 
Cuando cor + â = \(2k -f1 )n la soluciôn esta en la direcciôn v. Los 
componentes en las direcciones u y v oscilan y estân 90° fuera de fase. 
2 a) Rai ce s imag inarias paras (2, = ko, a 2 = — iœ). Aqui 

x (/) — a [cos (tôt + <ï) u — sen (ojt + 6) v], 

y toda soluciôn es periôdica con periodo Info). Las curvas soluciôn son 
curvas cerradas. Si u y v fueran ortogonales, serian elipses con centro 
en ei origen. De otra forma, son elipses distorsionadas (figura 10). Las 
soîuciones que comienzan cerca del origen permanecen cerca de él. 
El origen es “estable” y se llama centro . 



2b) Partes reales negaticas (fi < 0). Observando 10.4 vemos que 
x(t) 0 cuando t -► ce. Las intersecciones sucesivas con las rectas 
que parten del origen en las direcciones u y v se mueven hacia el origen 
a medida que el tiempo aumenta, y las curvas soluciôn se enroscan en 
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espiral alrededor del origen. El origen es asintôticamente estable y se 
llama foco estable (figura 11). 

2c) Partes reales positivas (fi < 0). Aqui las soluciones se enroscan 
en espiral alrededor y hacia afuera del origen. El origen es inestable y 
se llama foco inestable. Las curvas soiucion son como las de la figura 11 
con las fléchas en direcciôn contraria. 

Caso 3. Ralces iguales (z { = X 2 ). 

Como X { = X 2 , las ralces son reales. Si las ralces son negativas, todas 
ias soluciones tienden a cero cuando /-> oo. El origen es asintôticamente 
estable y el cuadro no es muy diferente del que aparece en la figura 8 
(figura 12). Las soluciones no oscilan y el origen es una vez mas un 
môdiilo estable. Si las ralces son positivas, el origen es inestable y se llama 
no do inestable. 

Oscilaciones forzadas . Deseamos discutir las soluciones periôdicas de la 
ecuaciôn compléta 10.1 cuando f#U. Las soluciones periôdicas se llaman 
“oscilaciones forzadas”. Sea g una funciôn vectorial definida sobre 
<— oo, oo>. La funciôn g se dice que es periôdica si para algûn T ^ 0, 
g(r-f T) = g(t) para todo / en { — oo, oo). El numéro T se llama periodo 
de g. Las funciones periôdicas triviales son las funciones constantes. Si g es 
una soiucion periôdica no trivial, tiene un periodo positivo mlnimo T. 
Llamaremos a tal periodo positivo mlnimo, simplemente periodo mlnimo. 

Hemos visto que la ecuaciôn homogénea x = Ax tiene soluciones 
periôdicas no triviales si y solo si las ralces caracterlsticas de A son imagi- 
narias puras. Cuando X — ico , todas las soluciones (salvo la soiucion trivial) 
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son periôdicas con periodo minimo 2njco. Estas son las llamadas 
“oscilaciones libres” del sistema. Queremos ahora discutir las oscilaciones 
forzadas. Son éstas, como hemos dicho, las soluciones periôdicas de 

10.5 x = ,4x + f, f^O. 

Observamos primero que si debemos tener soluciones periôdicas necesitamos 
suponer que el término forzante f es periôdico. 

10.6 Lema. Si x = 4x-ff îiene una solution periôdica de periodo minimo 
T 0 , eut onces f es periôdica de periodo T 0 . Si T es el periodo minimo de f , 
entonces T 0 — kT para algün entero positivo k. 

Prueba. Sea x una soluciôn periôdica de 10.5 de periodo minimo T 0 . 
Entonces x es también penôdica de periodo T 0 . Como f(?) = x(/) — Ax(t), 
se sigue que f es periôdica de periodo T 0 . Si f es periôdica de periodo 
minimo T, entonces sus unicos periodos positivos son T, 2T, kT, ... 
Por tanto, para algün entero positivo k , T 0 = kT. Y esto compléta la prueba. 
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En conexiôn son este lema, si T 0 = kT con k > 1 la solucion periôdica 
se llama subarmônica de orden k. Se dice que es “suh” porque la frecuencia 

de la soluciôn periôdica es — = —, que es un L-ésimo de la frecuencia del 

T 0 kT 

término forzante. Por ejemplo, la soluciôn general de 
10.7 x + x — cos 21 

es a cos + cos 2t. El periodo minimo del término forzante cos 2 1 es 
7i. Si a 0, la soluciôn tiene un periodo minimo igual a 2 y estas 
soluciones son subarmônica de orden 2. La un ica soluciôn de periodo n 
es — 3 cos 2 L que corresponde a a — 0 . 

Si 10.5 ha de tener soluciones periôdicas, de acuerdo con el Jema 10.6 
debemos suponer que f es periôdica. Pero esto en si no implica, sin embargo, 
que habrâ soluciones periôdicas. Un ejemplo es 

x Ex = cos t. 

La soluciôn general es a cos (t + S) 4 - ^ / sen /, y no hay soluciones periôdicas. 
Lo que es particular en este ejemplo es que hay una oscilaciôn libre cuyo 
periodo es el mismo que el del término forzante. Lo que queremos demostrar 
es que si no es éste el caso, siempre hay soluciones periôdicas. Llegamos 
a este resultado a través de varios lemas que en si mismos son de interés. 


10.8 Lema. La ecuaciôn homogénea x — Ax tiene una soluciôn periôdica 
distinta de cero de periodo T si y solo si l — e AT es singular. 


Prui-ba. La soluciôn general es x(t) = e At c. Hay entonces una soluciôn 
periôdica de periodo T si y solo si e A(t+n c = e AI c para todo t o 
e AT e A 1 c = e At le para toda t. Por tanto, hay una soluciôn periôdica distinta 
de cero si y solo si la ecuaciôn 

(/ — e A1 )c — 0 


tiene una soluciôn distinta de cero c. Esto es cierto si y solo si l — e AT 
singular. 


es 


Lo que nos interesa respecte a lo que acabamos de afirmar no es que 
nos dé un criterio sobre la existencia de soluciones periôdicas de x = Ax. 
Esto ya era conocido. Lo que es importante es que, como sabemos acerca 
de soluciones periôdicas de x — /tx, el lema 10.8 nos da un criterio sobre 
la no singularidad de / — e Aî . 


10.9 Lema. Supongamos que f es periôdica de periodo T. Entonces una 
soluciôn x de x — A x — f es periôdica de periodo T si y solo si x(0 ) — x( T). 


Prohba. La necesidad de la condiciôn es trivial; si x es periôdica de 
periodo T, entonces x(/+7h = x(/) para todo t. y por tanto, x(T) — x(0). 
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Para prabar la suficiencia de la condiciôn supongamos que x es una solution 
y que x(0) = x(T). Definamos y(/) — x(tt+T). Entonces 

Ht) = -x(H-T) = x(t+T) 
dt 

— Ax(t + T) + i(t+T) 

= Ay(0+f(0 , 

y y es también una soluciôn. (Aqui hemos usado el hecho de que f es 
periôdica de periodo T.) Como y(0) = x(T) = x(0), tenemos, segün la 
unicidad de las soluciones, que x(/ + T) = y(/) = x(t) para toda t. Y esto 
compléta la prueba. 

Llegamos ahora al resulcado principal. 

10.10 Teorema. Sea f continua y periôdica de periodo T. La ecuaciôn 
x — Ax + f îiene una soluciôn periôdica ünica de periodo T si y solo si la 
ecuaciôn x = Ax no tiene soluciôn periôdica alguna dis tint a de cero de 
periodo T . 

Prueba. La soluciôn general de x = ,4x + f es 

C* 

x(t) ~ e At c + e A(t ~ s) f(s)ds. 

Jo 

De acuerdo con el lema 10.9, hay una soluciôn periôdica de periodo T si 
y solo si 

/* T 

c = e AT c + e MT ~ s> i(s)ds; 

Jo 

es decir, si y solo si para algun c 

(I-e AT ) c = j e A{T ~ s) i(s)ds. 

Asi pues, hay una soluciôn periôdica ünica si y solo si la anterior ecuaciôn 
tiene una soluciôn ünica c. Esto es cierto si y solo si f -e AT es no singular, 
y la conclusion de este teorema se sigue del lema 10.8. 

Nôtese que el anterior teorema implica la existencia y unicidad de una 
soluciôn periôdica de periodo T . Por ejemplo, la ecuaciôn diferencial 
homogénea correspondante a 10.7 no tiene ninguna soluciôn periôdica 
distinta de cero de periodo n. La ecuaciôn compléta tiene una soluciôn 
periôdica ünica de periodo te, pero una infinidad de soluciones periôdicas. 
Tenemos, sin embargo, como una sencilla consecuencia del anterior 
teorema y del lema 10.6: 
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10.11 Corolario. Sea f continua y periôdica con periodo mmimo T. Si 
x = Ax no tiene ninguna soluciôn periôdica de periodo kT para ningün entero 
positivo k\ enfonces x = zfx + f tiene una soluciôn periôdica unie a, y esta 
soluciôn periôdica tiene periodo T. 


Prueba. Segün el lema 10.6 las ünicas soluciones periôdicas posibles son 
las de periodo kT donde k es un entero positivo. De acuerdo con eî 
teorema 10.10 hay, para cada k — 1, 2, ... una soluciôn periôdica ünica de 
periodo kT. De donde, como la soluciôn periôdica de periodo T tiene 
también periodo k T para cualquier entero positivo k , ésta es la ünica 
soluciôn periôdica posibîe. 

Las condiciones de este corolario son ciertamente satisfechas si las 
raices caracteristicas de A tienen partes reales no nulas. También se satis- 
facen si hay raices caracteristicas imaginarias puras ±ico(a)> 0), pero 
In/co^kT para k — 1,2, ... Sin embargo, en este ültimo caso de raices 
imaginarias puras hay una infinidad de lo que se llaman soluciones fct casi 
periôdicas 1 ’ que se comportât! en cierta medida como soluciones periôdicas. 

Supongamos que las raices caracteristicas de A tienen partes reales 
distintas de cero. Entonces hay una soluciôn periôdica ünica de x = Ax + f 
y esta soluciôn periôdica tiene periodo T. (Àun estamos suponiendo, 
desde luego, que f es periôdica de periodo T.) Denotemos esta soluciôn 
periôdica por x(/). Si hay una raiz caracteristica de A con parte real 
positiva, entonces hay soluciones y de x — Ax con la propiedad de que 
|y(0l —» oC' cuando f —► oo. Àhora bien, cy -f x es una soluciôn de x = Ax + f 
para toda c. Asi pues, arbitrariamente prôximas a la soluciôn periôdica 
hay soluciones que no permanecen prôximas, y la soluciôn periôdica se 
dice que es DnestableT Si todas las raices caracteristicas tienen partes 
reales negativas, entonces toda soluciôn y de x = Ax tiene la propiedad 
de que y(/)->0 cuando r -> oo. Toda soluciôn de x = Ax + Ï es de la forma 
y+ x, de donde toda soluciôn tiende a la soluciôn periôdica x cuando t oo. 
Esta soluciôn periôdica x se llama, entonces, soluciôn de estado estable. 
Asi pues, si x es una soluciôn cualquiera que satisface x(0) = x°, entonces 
x = y + x, donde y es la soluciôn de x = Ax que satisface y(0) — x° —x(0). 
A la soluciôn y se le llama transitoria , ya que tiende a cero cuando /-> oo 
y describe la forma en que la soluciôn se aproxima a la soluciôn de estado 
estable. 


10.12 Ejemplo. Determinese la soluciôn de estado estable de 

x -y 2 oex y x = cos /, 
cuando a) ot = 100, b) oc = 0.001. 

Soluciôn. Para un termine forzante sinusoidal es particularmente fâcil 
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encontrar la soluciôn de estado estable. Consideremos la ecuaciôn mas 
general 

10.13 x-h2ocx + œ 0 2 x = cos œt. 

El polinomio caracteristico es (p{X ) = À 2 -b2od + m 0 2 , y vemos para a > 0 y 
oj 0 2 >0 que las raices caracteristicas tienen partes reales negativas y hay 
una soluciôn de estado estable. Una sencilla forma de determinar la soluciôn 
de estado estable es considerar la ecuaciôn 


10.14 x + 2ax + œ 0 2 x = e lC0t , 

y buscar una soluciôn particular de la forma ae lv)t . Sustituyendo en la 
ecuaciôn nos da 

ae lo>t ((ico) 2 + 2a(im) + m 0 2 ) = a(p(ia>)e l0)t — e i<ot . 

Como no hay raices caracteristicas imaginarias, (p (iœ) ^0 y 



1 

cp(iœ) 


iot 

e 


Esta es enfonces la soluciôn de estado estable de 10.14 (podemos ahora 
decir que esto es una consecuencia del teorema de superposiciôn) y la 
soluciôn de estado estable x{t) de 10.13 es 

x(t) = RI |—1— e to, \ 

\(p{i(o) J 


Para la ecuaciôn particular de este ejemplo (co = co 0 = I) 




1 

— sen t. 
2a 


La salida tiene la misma frecuencia que la entrada (a esto se le llama 
resonancia ), y la salida esta 90° fuera de fase respecto a la entrada. La 
derivada x esta en fase con la entrada. La amplitud de la soluciôn de estado 
estable dépende inversamente de a. Las soluciones son: 

a) x{î) = 0.005 sen /. b) x (t) = 500 sen t. 


Problemas 

1. Determlnese para cada uno de los siguientes sistemas la naturaleza 
del equilibrio estable (nodo estable, foco estable, punto de ensilladura, etc.) 

a) x = 2a" + 4y b) x = x~y 

y ~ 5x + 3 y y ~ 3x + ly 

c) x ~ 3x~2y d) x = x— 5y 

y = ~~4x + ly y — 12 x—y 



654 


Ecuaciones diferenciales 


[Cap. 11 


é) x — 2x — 3y f) x = x + 5y 

y = 6 x — y ÿ = 12 x — y 

g) x = x-3y 
y = 6x — 2y . 

2 . Pruébese que el estado de equilibrio del sistema 

i = a u x + a i2 y 
y = a 2l x + a 22 y 


es estable si 


inestable si 


a {1 a 22 ~~a }2 a 2i > 0 y a n +a 22 < 0; 
^ 11^22 ^ 12^21 ^ d O # 11+^22 > 0. 


3. Pruébese que: 

a) Si u + /v y u — iv son vectores linealmente independientes, donde u 
y v son vectores reales, entonces u y v son linealmente indepen¬ 
dientes. 

b) Si A es una matriz real con valores caracteristicos complejos, 
entonces las partes real e imaginaria de un vector caractenstico 
son vectores linealmente independientes (es decir, si w = u + /v es 
un vector caractenstico de A , con u y v reales, entonces u y v son 
linealmente independientes). 

4. Determinese la soluciôn de estado estable de 

a) jc-h3x + 25x = cos cot 

b) x + 0.003 x-h 25 x = 1 + cos cot 

c) x = x + 2 y A- cos t 

y — —3x — 2y + sen î . 

5. Determinese en qué frecuencia angular co la amplitud de la soluciôn 
de estado estable toma su valor mâximo y determinese la amplitud mâxima. 

a) x + 5x = cos œt 

b) 10x + 25x+ 160x = cos cot 

c) lOx + O.OOl x+ 160x = cos œt 

d) 10x +0.001 x-f 160x = cos (cot + S). 


6 . Determinese la soluciôn de estado estable de x + x + 2x = / donde/ 
es periôdica de periodo 1 y 


fit) = 


1 , 

0 , 


0 ^ t < ô 
ô ^ t < 1 . 


7. Pruébese que si f es periôdica de periodo T y si x = Ax + f tiene una 
soluciôn acotada para todo t ^ 0, entonces el sistema tiene una soluciôn 
periôdica de periodo T. 
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11. OSCILACIONES LINEALES. x + 2ax + ù) 0 2 x - / 

El estudio de las oscilaciones (vibraciones) de los sistemas mecânieos y 
eléctricos siempre envuelve una idealizaciôn considérable del sistema 
fisico, y una aproximaciôn primera al sistema bastante natural es suponer 
que éste es lineal. El comportamiento de los sistemas simples (un grado de 
libertad) puede a menudo describirse por una ecuaciôn diferencial de la forma 

11.1 x + 2olx + cü 0 2 x ~ f 

donde a y oj 0 son constantes positivas. Un ejemplo mecânico tipico es el de 
una masa m unida a un muelle “elâstico” con frenamiento “viscoso” 
(figura 13). Los términos “elâstico" y “viscoso” indican que el muelle y 



FIGURA 13 


el frenamiento se supone que son lineales. Denotemos por x(t) el desplaza- 
miento de la masa m desde su posiciôn de equilibrio a su posiciôn en el 
instante t. La fuerza del muelle es — kx(t ) y la fuerza de freno es — fix(t). 
La constante k mide la rigidez del muelle y se llama “constante del muelle'’ 
y a P se llama “constante de freno 1 ’. Sea F(t) la fuerza aplicada (externa) 
en el instante î. La ecuaciôn vectorial de movimiento esta de acuerdo con 
la segunda ley de Newton 

mx{t) = — px{t)~~kx{t)F F(t) 

o bien 

11.2 mx + flx + kx ~ F. 

Una analogia eléctrica de este oscilador mecânico simple es un circuito 
con una resistencia, una bobina y un condensador en sérié (figura 14). 
Sea q{t) la carga del condensador, /'(/) = q(t) es la corriente, y E{t) es el 
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voltaje aplicado. Los très elementos estân îdealizados como elementos del 
circuito linealmente colocados. La caida de voltaje a través de la bobina es 

LD t i(t ) = Lcj(t), y la caida de voltaje a través del condensador es — q(î). 

C 


Por la segunda ley de Kirchhoff 


11.3 


Lq + Rq H q = E . 

C 


A L se le llama “inductancia”, a R “resistencia”, y a C “capacitancia”. 

El comportamiento de cada uno de los anteriores sistemas esta descrito 
por una ecuaciôn diferenciaî de la forma 11.1 con coeficientes positivos. 
En el ejemplo mecânico: 

2oc = fi/m, co 0 2 = kjm , y /= F/m. 

En ei ejemplo eléctrico 

2a - R/L , co 0 2 - 1/LC, y /= L/L. 

R L 

C 

FIGURA 14 



Movimientos libres . Suponemos aqui que no hay fuerzas (o voltajes) 
externas: f = 0. La ecuaciôn diferenciaî es entonces la ecuaciôn homogénea 

11.4 x + 2 ocx 4- m 0 2 x — 0. 

Consideremos priméro el caso en que no existe frenaje alguno : a = 0. 
Entonces la ecuaciôn diferenciaî es 

x~\~oj 0 2 x — 0 , 

cuya soluciôn general es 

x(7) = a cos (co 0 î -h ô ). 

La frecuencia de la oscilaciôn es to 0 y se le llama frecuencia natnral de 
oscilaciôn del sistema. De donde para los sistemas mecânicos y eléctricos 
la frecuencia natural de oscilaciôn esta dada por 

fk 

û> 0 = / — 


11.5 


m 


1 

y «o = 

sjLC 
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La frecuencia natural oj 0 no dépende de las condiciones iniciaies y es una 
caracteristica importante del sistema. Nos daremos mas cuenta de la 
importancia de esto a medida que nuestra discusiôn progrese. La ampîitud A 
y la fase ô de la oscilaciôn libre dépende de las condiciones iniciaies. 

Con frenaje (a > 0) la ecuaciôn caracteristica para las oscilaciones 
libres es 

11 «6 (p[A) — A 2 ~j-2 ocA-b cüq 2 — 0 

donde (a = jff/2 m, a = Rj2L). 

Las raices caracterîsticas son 


11.7 A j = — a + y-a — cu 0 , A 2 = — a — ^/'a — co 0 • 

Queremos discutir las curvas solution en el piano asi como las grâficas 
de x, y para esto introduciremos el sistema équivalente 


11.8 


x = y 

y = — œ 0 2 x — 2xy. 


Aqui A = 


0 


— üj 


0 


— 2a 


Los valores caracteristicos de A estân dados por 

n , /i 


11.7 y vectores caracteristicos correspondientes son v 1 = 


A 


V 2 = 


En el ejemplo mecânico x es el desplazamiento y y la velocidad. En el 
ejemplo eléctrico x es la carga y y la corriente. El origen (x = 0, y = 0) es 
el ünico punto de equilibrio del sistema bajo nuestra hipôtesis de que a > Oy 
co 0 2 > 0, que se aplica a nuestros ejemplos fisicos. Las raices caracterîsticas 

tienen partes reaîes negativas. El estado de equilibrio [ *) - (° | es 


y. 


o 


asi ntôtica mente estable: con frenaje todo movimiento libre tiende al origen 
(el estado de equilibrio) cuando t tiende a infinito (x(/) —> 0 y x(0-o 
cuando t co). 


Caso L Asentamiento. a 2 > w 0 2 {fi 2 > 4km , R 2 C > 4L). 

Las raices caracterîsticas A,, A 2 son reales y negativas ( A 2 < A x < 0) y los 
vectores caracteristicos son reales. La solucion general es 






-4 c 2 e 



2 . 


es decir, 

x(/) — ci e **-j- c 2 e 2 

y(t) = x(t) = c l A x e ; ‘ lT 4-c 2 A 2 e À2t . 


El origen es un nodo estable. Las curvas solucion se muestran en la 
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figura 16. Para el circuito eléctrico generalmente se estâ mâs interesado en 
la corriente (es mâs facil de medir) y se puede grafïcar y = x en lugar de x. 
La figura 15 muestra el comportamiento tanto de x como de x. 

Caso 2. Oscilaciones amortiguadas a 2 < co 0 2 (/i 2 < 4km, R 2 C<4L). 

Las raices caracteristicas son complejas con partes reales negativas. 

El vector caracterïstico v 1 es 

« 



— oc+ iœ 1 


^ 'y 

donde coL — œ 0 —a . 


De aqui que v 1 = u+/v, donde u = 
general es (10.4, pâg. 647) 




y la soluciôn 



ae at [cos (co Y t + <5) u — sen (w { t + ô) v] ; 


Y=X 
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1. Estado inicial en el primer cuadrante (figura 15): 

2. estado inicia! sobre el eje X; 

3. estado inicial en ef cuarto cuadrante debajo de ^ z 

FIGURA 16 

es decir, 

x( t) = ae~ zt cos (œ 1 t-\-ô) 

x{t) = y(t) = cos (oj 1 f+ <5) + cu t sen (oj, f + <5)]. 

El origen es un foco estable (figura 17) y tenemos oscilaciones amortiguadas 
(figura 18). 



FIGURA 17 a 2 < 00 o 2 
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Caso 3. Frenaje critico. 

Es éste el caso frontera entre el asentamiento y las oscilaciones 
amortiguadas. Aqui = À 2 = ~ol . Hay una sola direction caracteristica 



FIGURA 19 ol 2 = (jo 0 2 




La sokiciôn general es (pâg. 612) 




(c j +c 2 t)y l + c 2 



es decir 

x(t) = (c, + c 2 t)e~ at 
y(t) = (c 2 — aCi — ac 2 /)e~ ar 
El origen es an nodo estable (figura 19). 



Osciiaciones lineales. x 4- 2ai 4- co 0 2 x = f 
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Osciiaciones forzadas . Sabemosporlo que hemos aprendido en la section 
precedente que, como las raices caracteristicas tienen partes reales negativas, 
la ecuacion 

x 4- 2ai -\-oj 0 2 x = f 

tiene una soluciôn de estado estable para cada tërmino forzante periôdico/. 
Toda soluciôn entonces tiende segûn que /->oo a esta soluciôn de estado 
estable. Es particularmente fâcil determinar la soluciôn de estado estable 
para entradas sinusoidales cos cot. Consideramos las ecuaciones 

11.9 c(x 4- 2 ax H- ojq 1 x) = a cos cot 

y 

11.10 c(x 4-2 ax + cv 0 2 x) = ae lü)t , don de c = m o L. 

La parte real de la soluciôn de estado estable de 11.10 es la soluciôn de 
estado estable de 11.9. Busquemos una soluciôn de estado estable de 11.10 
de la forma 

x(t) = he iü>t . 

Sustituyendo en 11.10 obtenemos como la ecuacion para h 

c((iœ) 2 4- 2a(iœ)-\-aj 0 2)he u>t = ae UJf 

o bien 


(p(iw) 

donde cp(A) = c(A 2 4-2ai4-a> 0 2 ) es el polinomio caracteristico. De donde 
la soluciôn de estado estable de 11.10 es 


x(t) = 


a 

- e 

(p(ioj) 


iu)l 


Haciendo (p(iœ) — p(œ)e lô(0) \ obtenemos como soluciôn de estado estable 
de 11.9 


x(t) = RI 


^ ttoî 

- e 

= RI 

_(p(iœ) 



a 


L p((o) 


— £(io)) 


donde 


-cos (ojt — Ô(co )), 

p(OJ) 


p 2 (co) = | (p (ico )\ 2 = [4a 2 (o 2 4 -(co 2 — co 0 2 ) 2 ) c 2 


y 


9(cu) = arg (cp(ico)) = 4- arg [2aco 4- i(co 2 — (o 0 2 )]. 
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La solution de estado estable tiene el mismo periodo que el término forzante. 
Su amplitud es la de la entrada amplificada por el factor k(co) = l/p(co), 
y su fase estâ corrida respecto a la de la entrada en d(co) radianes. Ahora 


11.11 


< p(ioj ) — 


ico 


2ot H-(co —co 0 ) c. 

CO 


En el ejemplo mecânico c = m, a = fi/2m, co 0 2 = k/m> y 


(p(ico) = ioj il corn-J . 

V (o J 


En el ejemplo eîéctrico c = L, a = R/2L, co 0 2 = XjLC y 


coC 


(p(ico) — /co Æ + /I coL — 


Estudiaremos primero el factor de amplification /c(co) = l/p(co).' Encon- 
tremos donde es un mâximo Ar(co), que es donde p(co) es un minimo. 
Nôtese que 

A a 2 [p 2 (co)] = 2c 2 (2a 2 + co 2 -co 0 2 ). 

Caso J. co 0 2 < 2 a 2 . Entonces co 2 + 2a 2 —co 0 2 > 0 para co>0: p(co) 
aumenta con co y el minimo de p(co) ocurre en co ~ 0. De donde 
k màx = l/p(0) - 1 /co) 0 2 (figura 20). 

Caso 2. co 0 2 > 2a 2 . El minimo de p(co) ocurre en co 2 = co 0 2 —2a 2 , y 
1 

k méLX —-- — — (figura 21). Nôtese que cuando oc 0, cOj = 

2 ac Vco 0 2 - y 2 

v r co 0 2 -2a 2 co 0 y k méLX -> co. El mâximo de /c(a>) ocurre en la 
frecuencia cOj, que es siempre menor que la frecuencia de resonancia. 
(Ésta corresponde a la amplitud del desplazamiento de estado estable 
y la carga del estado estable.) 



FIGURA 20 Amplification (desplazamiento, carga) 

y frecuencia 
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FIGURA 21 Amplification(desplazamiento, carga) 

y frecuencia (œ 0 2 < 2a 2 ) 


El corrimiento de la fase <5(a>) == + arg| 2 a H—(co' 

_ et) 

muestra en la figura 22. 




co 




se 



FIGURA 22 Corrimiento de fase (desplazamiento, carga) 

y frecuencia (co 0 2 > 2a 2 ) 


Cuando se discute e! circuito eléctrico, se estâ mas interesado, en general, 
como antes senalâbamos, en la corriente. La corriente corresponde a x, 
y el estado estable x es 


x(0 = RI 


ico 

cp(ico) 



La cantidad z(œ) = (p(iœ)/iw se llama impedancia del circuito. Entonces 
el estado estable x es 

x(t) = R] -Z— é mt 

L z (tu) 

2 2 1 

(co — œ 0 ) \c. Para el oscilador mecânico 

/ p 

z(co) = fi + i ( com - 

V CO 


donde z(cw) = 2a + 




co 
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y para el oscilador eléctrico 

z(eu) = R + il coL -— 

V (OC 

La impedancia de una resistencia es /?, la impedancia de una inductancia 
es koL , y la impedancia de un condensador es 1 /icoC. La impedancia de 
ios elementos en sérié es la suma de las impedancias. 

Haciendo z(tu) — y(co)e l6Uü) , tenemos para el estado estable x (velocidad 
o corriente) 

x(t) — -cos (cot — 6(co)), 

y (tu) 



c 2 y 0(œ) = arg(z(tu)) = 

[2atu + i (tu 2 — tu 0 2 )]. 

El minimo de y (tu) siempre ocurre en resonancia (tu = tu 0 ) y, por tanto, 
el mâximo del factor de amplificaciôn 1 /y(eu) ocurre en tu = tu 0 . El factor 
de amplificaciôn l/y(tu) y el corrimiento de fase 6(co) se muestran en las 
figuras 23 y 24. 


O 

FIGURA 23 Amplificaciôn (velocidad, corriente) 

y frecuencia 


2 


O 

JT 

_ _ 

FIGURA 24 Corrimiento de fase (velocidad, corriente) 

y frecuencia 

11.12 Ejemplo. Encuéntrese la soluciôn del estado estable de 

0.5 x + 0.1 x + 50x — 1 + sen 3 coî 

en co = tu 0 = 10. 



X 



donde y 2 (tu) = |z(cu)| 2 


A 2 I tUo 

4 a -F tu — — 


2 \ 2 


tu 




11 ] 


.. 2 r 

Oscilaciones lineates. x + ocx + co 0 ~ J 
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SOLUCIÔN. 


j . * / ia>f — io>t\3 

sen cot = — (e — e ) 



3 icot 


-3 


e“° r + 3e 


itot _^ — 3ta>f ^ 


= 2R1 



3 i(Ot 



Queremos, pues, resolver 


11.13 


0.5x + 0.î x + 50x = RI 


1 




Aqui 


(p(ico) = — 0.5&> 2 + 0.1 ico + 50, 


y la solueiôn de estado estable de 

0.5x + 0.1 x+ 50x = ae mî 


es 


a 


(p ( ico ) 




lû>t 


De donde, de aeuerdo con el principio de superposiciôn, la solueiôn de 
estado estable de 11.13 es 


x(t ) = RI 


1 


-U- 


jœt 


1 


.3 io)t 


L<p(0) 4\(p(i<y) cp(3ico) 


En particular, queremos la solueiôn de estado estable correspondiente a 
co = 10. Obtenemos, entonces, 


1 


x(t) = — - RII -( - J10r 
50 




1 


i30f 


-400+3? 


1 3 1 

=-cos 10 1 H- 

50 4 4(16 x 10 4 + 9) 


(3 cos 30/+ 400 sen 30/) 


De donde x(7) = cos 10/ es una buena aproximaciôn de la solueiôn 

de estado estable. 
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Problemas 

1. Dibüjese en el piano (x, x) (el piano fase) las curvas soluciôn de 

a) x + 5x + 6x = 0 

b) x + 2x + 5x — 0 

c ) x + 2x + x = 0. 

2. El sistema x + 5x + 6x~0 comienza en el instante / = 0 con x (0) = 1 
y x(0) = v. /.Para qué valores de v permanece positivo x(t) para: 

a) todo i > 0 ? 

b) todo / ? 



Determlnese la soluciôn de estado estable para x y x de 

a) 10 3 x + 5x + 10 5 x = cos 3/ 

b) 10 3 x + 5x + 10 5 x = sen 3/ 

c ) x + 16x + 36x = a cos œt 

d) x + 16x + 36x — a co$> (œt + ô) 

e) x + 0.03x +100x = sen 10/+sen 3 10/ 

/) 5c + 3x + 2x = |cos/| 

g) x + 7x + 14x + 8x = sen œt 

} X d A x , ci 3 x t ^ d 2 x tr ^dx 

h) —— + 6 —~ + 13 —r + 12 — + 4x = cos œt, 

dt dt 3 dt dt 


4. Determlnese la soluciôn general de 

a) x + 4x + 4x = e~ t cos 3 / 

b) x + <x> 0 2 x — e~ 2at cos w 0 / 

c) x + 3x — lOx = a cos œt . 

5. Determlnese la amplitud de la corriente de estado estable i = q para 
el circuito cuya ecuaciôn diferencial es 

a) 0.10 q + 100// + 2 x 10 4 </ = E cos 12071/ 

b) 0.10// + 0.104 + 14 x 10 4 // — E cos 12071/ 

c ) 0.10 + \ 0 5 q + 34 x 10 4 // — E cos 12071/ . 

6 . Una boya cilmdrica de a centimetros de diâmetro, pesa W kilogramos. 
Flota en una posiciôn vertical en agua cuya densidad es a gramos/cm 3 . 
Proporciônese una formula para su periodo natural de oscilaciôn. 

7. En muchos instrumentos sencillos de medida el impulso de entrada 
a medir es /(/) = c para / ^ 0, y la lectura co 0 2 y del instrumento satisface 
la ecuaciôn diferencial (/ ^ 0) 

ÿ + 2<xÿ + œ 0 2 y = c, +(0) = y(0) = 0. 

Demuéstrese que si a > 0, entonces co 0 2 y(t )—► c cuando /-> oo. El error x(/) 
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en un momento cualquiera / ^ 0 es entonces x(t) — c — oj Q 2 y(t). Para t > 0 

je+ 2 ax + œ 0 2 x = 0 , ,v(0) = c, x(0) = 0 


Una medida de cuân râpidamente el error tiende a cero es 


(* oo 


0 


x(t)| 2 dt. 


Determinese el valorde a que para todo c minimiza 


GO 


0 


x(t )| 2 dt. 


8. Con la notaeiôn del problema 7 supongamos que x(0) = 0, x(0) = v. 


Determinese el valor de a que minimiza 


OO 


0 


x(t)\ 2 dt para todo v. 


12. ECUACIONES EXACTAS 

En toda esta secciôn F(x , y) representarâ una funcion real con derivadas 
parciales de primer orden continuas sobre un conjunto abierto ê del 
piano R 2 . A(x, y) y B(x, y) serân un par de funciones reales continuas 
sobre <#. Usamos y para denotar una curva diferenciable en $ cuya para- 
metrizaciôn es x = u(t ), y = v(t ), t en ^). La ecuaciôn diferencial 

12.1 A(x,ÿ)x + B{x,y)ÿ = 0 

es entonces una ecuaciôn diferencial de curvas y con la propiedad de que 
en cada punto (x, y) la curva y es ortogonal a (A{x, y), B(x, y)). 
Estrechamente asociada con esta ecuaciôn diferencial tenemos la forma 
diferencial A(x, y)dx+ B(x, y)dy. Nuestro primer objetivo es ver cuâl es la 
relaciôn entre la forma diferencial A(x, y)dx~\- B(x, y)dy y la ecuaciôn 
diferencial 12.L 

Recuérdese (pâg. 000) que la forma diferencial A (x, y)dx+B(x, y)dy se 
dice que es exacta sobre S si hay una funcion F con la propiedad de que 

12.2 dF(x, y; dx , dy) — A (x, y) dx + B (x , y) dy 

para todo (x,y) en ê y cualesquier dx , dy. En lugar de 12.2 escribimos 

dF = A (x, y)dx + B(x, y)dy. 

Segün la definiciôn de la diferencial, se sigue entonces que A{x, y)dx + 
B(x , y)dy es exacta sobre ê si y solo si hay una funcion F que sobre S es 
una soluciôn de 

12.3 — = A(x> y), — = B(x , y). 

ex dy 

12.4 Ejemplo. Determinese si las siguientes formas diferenciales son o 
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no exactas. 

a) cos ydx — x sen ydy 
b ) ( y + x 2 ) dx + x dy 
c) xdy — ydx . 

Soluciôn. a) Supongamos que dF — cos ydx — x sen ydy. Entonces, 

dF ÔF 

— = cos y y — = — x sen y . 

dx ô v 

* 


La primera de estas ecuaciones implica que F(x, y) — x cos y A-u(y) para 


un u(v) arbitrario. Entonces -— 

°y 


- x sen y + u (>’) y vemos, tomando 


u = 0, que dF = d(x cos y) = cos ydx — x sen ydy. La forma diferencia! es 
exacta sobre R 2 . 

b) Observemos que d(xy) = ydx + xdy y que d(jx 3 ) = x 2 dx. De donde 
d(xy + -jx 3 ) = (r Fx 2 )dxyxd)\ y la forma diferencia! es exacta sobre R 2 . 

c) Supongamos que xdy — ydx es exacta con dF = xdy — ydx. Entonces 



x y 


dF 

dx 



La primera de estas funciones implica 

F(x, y) = xy + u(x) 

para alguna funciôn u. La segunda ecuacion implica que 

ôF , 

— - y + u (x) - -y. 

dx 


Esto no puede verificarse sobre ningün conjunto abierto de R 2 y, por 
tanto, la forma diferencial no es exacta sobre ningün conjunto abierto de R 2 . 

Si dF = A (x, y )dx + B(x, v)dy sobre diremos que F(x,y) = c es una 
soluciôn sobre â de la ecuacion diferencial 


12.5 A (x, y)dx + B(x , y) dy — 0. 

Asi pues, las soluciones sobre S de 12.5 son las curvas de nivel F(x, y) = c 
en ê. Por ejemplo, las soluciones sobre R 2 de xdx + ydy = 0 son los circulos 
de la familia de circulos x 2 + y 2 = c 2 . 

Vimos, en el ejemplo 12.4c, que xdy — ydx no* es exacta. Sin embargo, 
el dividir esta forma diferencial por x 2 la hace exacta (x^O): 



x dy — y dx 
x" 


d 


x 
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Si hay una funciôn p(x, y) que es continua y no se anula sobre ë y tal 
que fx(x, y) A(x, y)dx + p{x, y) B(x, y)dy es exacta sobre ë con dF = 
gAdx + jiBdy, diremos también de rtuevo que F(x, y) = c es una soluciôn 
sobre ê de 12.5. La funciôn jx se llama factor de integraciôn. Todo esto 
parece puro formulismo, pero ahora veremos por qué esta justificado este 
lenguaje. 

Una soluciôn x = u{t ), y — v(t) de 

12.6 A(x, y)x + B(x, y)ÿ = 0 

define una curva y. Hay, por tanto, una sencilla relaciôn entre las curvas 
soluciôn y y las curvas de nivel F(x, y) = c que son soluciones de 12.5. 

12.7 Teorema. Sea F(x , y) = c una soluciôn sobre ë de 

A (x, y) dx -b B (x, y) dy = 0. 

Si y es una curva soluciôn en ë de A(x, y)x +B(x, y)ÿ — 0, enfonces se 
encuentra sobre una curva de nivel F(x, y) — c. Reciprocamente , si y es una 
curva diferenciable que se encuentra sobre una curva de nivel F(x, y) = c, 
enfonces y es una curva soluciôn de A (x, y)x + B(x, y) y — 0. 


Prueba. Como dF = p(x, y) {A(x, y)dx+ Z?(x, y)dy}. 


dF cF 

— = D t [F(u(t), 17(0)] = — u'(t) + 

dt ôx 



= fi(u(t ), v(t)) { A(u(î ), v(t)) u (t) + B(u(t), v(t)) v(t)} . 

Bajo la bipôtesis de que la curva y: x = u(t), y = u(r), te {a, es una curva 

dF 

soluciôn de A(x, y)x-\- B(x, v) y = 0, se sigue que — = 0 sobre (u, b ). De 

dt 

donde, para alguna cierta constante c, F(u(t ), v(t)) = c para todo /e<a, 6); 
es decir, y esta sobre la curva de nivel F(x, y) ~ c. Reciprocamente, y sobre 

dF _ 

F(x, y) = c implica — = 0. Como g(x, y) es un factor de integraciôn 

dt 


sobre ë, g(x, y) no se anula sobre ë; de donde — = 0 implica 

dt 


A(u(t), v(t))u'(f)~t v(t)) v'(t) = 0. 

La curva y es una curva soluciôn de A (x, y)x + B(x, y)y = 0. Y esto com¬ 
pléta la prueba. 

El anterior teorema nos dice que si F(x, y) — c es una soluciôn sobre ë de 

A(x, y)dxF B(x, y)dy = 0, 
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entonces todas las soluciones de A(x, y)x + B(x, y)y = 0 estân dadas 
implicitamente por F(x, y) = c. En relaciôn con esto senalamos que 
como una consecuencia del teorema general de existencia para las 
ecuaciones diferenciales, résulta que para cada (x 0 , y 0 ) de â hay funciones 
u y v diferenciables sobre alguna vecindad ,A r = (—à, à) taies que 
F(u{t), v(t)) — F(x 0 , >’ 0 )para todo î en A\ Imponiendo condiciones un poco 
mâs fuertes sobre F, este teorema de la funciôn implicita se prueba 
en el problema 4, pâg. 707. 


12.8 Ejeniplo. Determinense todas las curvas ortogonales a la familia de 
circunferencias x 2 A y 2 — c 2 . 


Soluciôn. En un punto (x, y) la tangente a la circunferencia es paralela 
a (—y, x). La ecuaciôn diferencial de las curvas que buscamos es, por 
tanto, 

(-y, x ) • (x, y) = xÿ-yx = 0. 

Consideramos entonces la ecuaciôn diferencial 


xdy—ydx = 0. 


Esta ecuaciôn sabemos que no es exacta (ejemplo 12.4c). Sin embargo, 



x dy — y dx 



x # 0 


1 y 

y — es un factor de integraciôn. De donde, para x ^ 0, - = c es una 
x x 

soluciôn. Las curvas son rectas que pasan por el origen. 


Ecuaciones séparables . Sea un rectângulo (intervalo) abierto. Si hay un 
factor de integraciôn // sobre M tal que 

fi(x, y) A(x, y)dx + n(x, y) B(x, y)dy = f(x)dx+g(y)dy, 


entonces decimos que las ecuaciones 12.5 y 12.6 son séparables. Es claro 
que f(x)dx+g(y)dy es exacta sobre 0t. Para verlo basta définir para 
un (x 0 , y 0 ) en M fijo 


E(x, y) 


rx 


XQ 


f (s) ds + 


y o 


g (s) ds. 


Entonces dF = f (x) dx A g {y) dy . 


12.9 Ejemplo. Obténganse soluciones de 

a) ydx — xdy — 0 

b ) x 2 (ye x — y)dx+y 2 x* sen ydy = 0. 
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Soluciôn. a) (Compârese con el ejemplo 12.8.) Dividiendo por xy tenemos 

dx dy ___ 
x y 

De donde ln \x\ — ln \y\ = k para x #0, y ^ 0. Y podemos escribir esto 
x 

como - = c. 

y 

b) Dividiendo por x 2 y obtenemos 


- ( e x — 1) dx -h y sen y dy = 0. 
x 


En el primer cuadrante (x > 0, y > 0) tenemos como una soluciôn 


F(x, y) 



s 1 e s ds — Jn x -f sen y — y cos y 


c . 


Una condition necesaria para la exactitud sobre un conjunto abierto . 

En el capitulo 5, pâg. 299, se probô que si f — (A, B)eC 1 sobre un conjunto 
abierto y hay una funciôn F tal que Y>F — f sobre S, entonces FeC 2 
sobre S y, por tanto, 


d 2 F 


ô 2 F 


sobre ê. 


dy dx dx ôy 


dF 

como — 
dx 

12.10 



= B sobre é>, obtenemos 


ÔA 

dy 


dB 

dx 


sobre S 


como una condiciôn necesaria para la exactitud de la forma diferencial 
A(x, y)dx + B(x, y)dy sobre el conjunto abierto ê. 


Una condition suficiente para la exactitud sobre un rectângulo . 

Supongamos que A y B tienen primeras derivadas parciaies continuas sobre 
un rectângulo & y que la condiciôn 12.10 se satisface en Sea (x 0 , y 0 ) un 
punto cualquiera en M y definamos 


Entonces 


F(x, y) = 


A (s, y 0 )ds + 


Xo 


B(x, s)ds 


y o 


dF_ 

dx 


= A{x, y 0 ) + 


dB(x, s) 


ds sobre . 


yo 


ex 
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Usando 12.10 tenemos sobre .A que 


ô F 


ex 


i * 


A (x, y 0 ) + 


oA(x, s) 


ds = A (xj’o) + A (x,y) - A ( x. y 0 ) = A (x,y). 


>’0 


CS 


Anâlogamente podemos verilicar que 
hemos demostrado que 



= B(x , y) sobre PA. Con lo que 


12.11 ïeorema. Si A y B tien en primeras derivadas parciaies continuas 
sobre un rectângulo abierto M y si 

cA ÔB . 

— = _ sobre /A , 

^ '-S 

o y ex 

enfonces la forma diferencial A(x, y)dx + B{x, y)dy es exacta sobre A. 

12.12 Ejemplo. Resué Ivan se 

a) (3 x 2 v 2 + 4 y -f 1 ) dx + (2 .y 3 y + 4 x) dy = 0 

b) 3 cos y dx — x sen v dy ~ 0. 


o ' <3/4 7 d B 2 * 

Solucion. a) — = 6x"vH-4, — = 6x y+ 4. La ecuacion es exacta 

dy ex 

sobre R 2 . Defmamos 


f x 


f (x, y) = 


A (s, 0 ) ds -f 


o 


l* v 


0 


Æ(x, s)ds — 


ds + 


o 


(2x 3 s + 4 x) ds 


0 


— x + x 3 y 2 ~\ 4xy . 

De donde x + x 3 v 2 +4xv = c es una solucion sobre R 2 . 

b) Esta ecuacion no es exacta. Busquemos un factor de integraciôn 
p (x, y). Podemos hacer esto si es que podemos encontrar una solucion de 

d(pA) d(pB) ., 

-- = —x:—_ ; es decir, queremos una solucion de 

dy ex 

_ X dp / . dp 

— 3 (sen v) p + 3 cos y — = — (sen y)p — x sen y — . 

dy dx 


Vemos que si hacemos p (x, y ) — p (x) (una funciôn de solo x), entonces 
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Una soluciôn es p(x) = x 2 , y x 2 es un factor de intégration para x^O. 
La forma diferencial 3x 2 cos ydx — x 3 sen ydy es exacta, y podemos ver 
inmediatamente que una soluciôn para x / 0 es 

x 3 cos y = c. 


Ecuaciones de primer orden, B (x, y) 


dy 

dx 


+ A (x, y) = 0. 


Esta ecuaciôn es un caso especial de 12.1. Aqui nos restringiremos a 
una curva y que es la grâfica de una funciôn: x = t, y = v(t ), te(a,b). 
Si dF= A (x, y)dx~h B(x, y)dy sobre ê\ entonces la grâfica de cada soluciôn 
de 

12.13 ô(x, y) — + A(x, y) = 0 

dx 


en ê estâ sobre la curva de nivel F(x, y) = c . Reciprocamente, si la grâfica 
de y — r(x) en $ estâ sobre una curva de nivel F(x, y) — c y v es diferenciable, 
entonces r(x) es una soluciôn de 12.13. Las soluciones de 12.13 estân dadas 
implicitamente por las curvas de nivel F(x, y) = c. 


12.14 Ejemplo, Determinense todas las soluciones de 



dx 


Soluciôn. Consideremos la ecuaciôn diferencial 

dy — y 2 dx — 0. 


Esta ecuaciôn es separable para y # 0. Dividiendo por y 2 tenemos 

y~ 2 dy — dx = — d(y~ l +x) 

y para y ^ 0 las soluciones vienen dadas implicitamente por 

1 

- + x = c , 

y 


de donde las soluciones para y # 0 son 

1 

y = -• 

c — x 

Nôtese que para x < c\ y tiende a infinito cuando x-»c. La soluciôn que 
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satisface j>(x 0 ) = y 0 ^ 0 es 



1 



+ x 0 —x 


Si y Q > 0, la soluciôn que satisface y{x Q ) = y 0 estâ definida para 
x < y 0 ~ 1 +x 0 . Si y Q < 0, la soluciôn estâ definida para x > y 0 ~~ 1 4- x 0 . Por la 


ecuaciôn original 


dy 

dx 



vemos que si y 0 = 0, la soluciôn es y = 0. 


Problemas 

1. Resuélvanse 

a) (2x+y)dx + (x + 2y)dy — 0 

b) x 3 dx~y 3 dy = 0 

c) (y + x 3 )dx — xdy — 0 

d) y 3 dx— x 3 dy — 0 

e) (3x 2 j 2 + 3 sen y)dx-\~(2x 3 y + 3x cos y)dy — 0 

f) (y — 2) dx -1- xy dy — 0 

g) xdx+yf a 2 — x 2 dy = 0. 

2. Supongamos que A (x, y) y B(x, y) tienen primeras derivadas parciales 
continuas en un rectângulo Supongamos que p(x) y q(y) son continuas 
para todo x y para todo y. Definamos P(x) = J p(x)dx y Q(y) = j* q(y)dy. 
Pruébese que 

p(x 9 y) = e P(x) + Q ^ y) 

es un factor de intégration de A(x, y)dx + B{x, y)dy sobre PÀ si y solo si 

ôA , x . SB A 

— + q(y)A = — + p(x)B sobre 0t . 

dy dx 

3. IJsese el resultado del problema 2 para resolver las siguientes 
ecuaciones : 

a) ydx—(2x+y)dy = 0 

b) (p (x) y — q (x)) dx ^ dy = 0 

c) (y + xy + y 3 ) dx + (2 x + 4y 2 )dy = 0 . 

4. Considérense dos familias de curvas definidas por F(x, y) = c y 
G(x 9 y) = c. Si en cada punto de una curva de la familia F(x, y) = c la 
curva es ortogonal a una curva de la familia (7(x, y) = c, entonces hablamos 
de ellas como familias ortogonales de curvas. 

Si A (x, y)dx + B(x, y)dy = 0 es una ecuaciôn diferencial de la familia 
F(x 9 y) — c, pruébese que B(x, y)dx — A(x, y)dy = 0 es una ecuaciôn 
diferencial de la familia (7(x, y) = c ortogonal a la F(x, y) = c. 
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5. Encuéntrese la familia de curvas ortogonales a 

a) x 2 —y 2 = c 2 

b) 4x — 2 y = c 

c) circunferencias por el origen con centros sobre el eje X 


a 2 + c b 2 + c 

e) elipses con centros en el origen y vértices en (— 1, 0) y (1,0). 

6. ^Encuéntrense las curvas de descenso mas râpido sobre la superficie 
de s ilia de montai' z = xy. 


13. FORMAS DIFERENC1ALES E INTEGRALES LINEALES 


El estudio que aqiii hemos hecho de ecuaciones exactas y formas 
diferenciaies esta estrechamente relacionado con las intégrales curvilineas 
(seccion 8 del capîtulo 5), y es nuestro propôsito examinar ahora esta 
conexion. 

Sea S un conjunto abierto y conexo de R 2 , y supongamos que A y B son 
funciones reales continuas sobre S. Sea y una curva lisa a trozos en ê 
descrita por x = u(t), y ~ v(t) 9 te[a,b}. Con la forma diferencial 
À = A(x, y)dx+ B(x, y)dy y la curva y asociamos la intégral curvilînea 


13.1 


A (y) 



[Adx + B dy^ ; 


es decir, definimos, 


A (y) = 


rb 


a 


[A(w(f), v(t)) u (0+ B(u(0, v(t)) r'(0] dt 


13.2 Ejempio. Evalüese 


A(y) = 


\_x 2 dx + (x 2 — y 2 ) dy ] 


a lo largo del arco de parâbola y: x — y = t 2 , /e[0, 1], 

* i 


Soluciôn. A (y) = 


[t 2 -f (t 2 -t*)2i\dt = 
o 2 


Esta asociacion de una intégral curvilînea con una forma diferencial nos 
permute dar una interpretaciôn de una forma diferencial A. A es una funciôn 
real con ecuaciôn 13.1 como régla de correspondencia y el conjunto de 
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todas las curvas y Usas a trozos en ê como dominio. Sabemos (secciôn 8, 
capitulo 5) que 

A(~?) = -A(y). 

Jnvirtiendo la orientaciôn de y cambia el signo de la intégral curviiinea. 
Si y = yj -f y 2 + + y n es la union de un numéro finito de curvas Usas y, 

entonces, pâg. 296, 

A(y) = A(y, +y 2 + + y„) = A(y,) + A ( 72 ) + "' + A (yJ- 

13.3 Ejemplo. Evalüese 

[(x + y 3 ) dx H- xv dy~\ 
a lo largo del cuadrado y que se muestra en la figura 25. 


X 

FIGURA 25 

Soluciôn. Tomando la parametrizaciôn obvia para cada uno de los 
segmentos rectiüneos, tenemos 




FIGURA 26 FIGURA 27 


Recuérdese que una curva y se dice que es Usa a trozos (figura 26) si 
y — y j “F y 2 * “F y n es la union de curvas Usas 

y,-: x = m,(0, / = 1, 
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donde el punto terminal Q, = 1^(6 J) de y x es el punto inicial 

P i+ , = (w i+ 1 0 (+ i), v i+ 1 («i+1)) de y i+ ,, / = l,..., n -1 . Si, ademâs, el punto 
terminal Q„ de y n es el punto inicial Pi de y Xi la curva y se dice que es 
una curva cerrada lisa a trozos (figura 27). 

Supongamos ahora que À = A (x, ÿ)dx + Æ(x, y)dy es exacta sobre S 
con À = dF. Sea y una curva lisa a trozos en S que va del punto P al punto Q 

dF 

(P es el punto inicial de y y Q es el punto terminal). Entonces Ax + By — — 

dî 

la derivada de F a lo largo de y, y 


13.4 




dF 

— dt = F(Q)-F(P). 
dt 


Decir que A es exacta con À = dF es équivalente a decir que ( A , B) — AF. 
Este resultado sobre las intégrales curvilineas nos da un medio sencillo de 
evaluar algunas de ellas. Nos dice también que si A es exacta en ê entonces 


la integra! curvilinea 


A dépende solamente de cuâles sean los puntos 


J y 

inicial y terminal de y y no de cuâl sea la curva particular en S que una los 
dos puntos a lo largo de la cual la intégral se calcule. 


13.5 Ejemplo. Evalüese 


/* 

A (y) = (y sen xy dx + x sen xy dy) 

J y 


a lo largo de la curva y: x — e t{t n) cos r, y — e* 2 sen /, t€[0, n]. 


Soluciôn 1 . Si nos damos cuenta de que d( —cos xy) — y sen xy dx-Y 
x sen xydy, entonces, como la curva va de (1, 0) a (— 1, 0) sabemos, puesto 
que A es exacta, que A (y) = — cos 0 + cos 0 = 0. 


Soluciôn 2. — y sen xy — —x sen xy en R 2 . Por tanto A es exacta en R 2 

dy dx 

y la intégral curvilinea es independiente de la trayectoria. Integrando a lo 
largo del segmento rectilineo de (1,0) a (—1,0), vemos que, como y — 0 
a lo largo de esta curva, A (y ) = 0. 

Estos resultados tienen muchas interpretaciones fisicas importantes. Sea, 
como en la seccion 9 del capitulo 5, F(x, y) = (A (x, y ), B(x, y)) una funciôn 
vectorial continua con un dominio S en el piano R 2 . Supongamos que F(x) 
es la fuerza que actüa sobre una particula unitaria en el punto x = (x, y). 
La forma diferencial A = A (x, y)dx-\~ B(x, y)dy puede escribirse entonces 
como 


A = F(x) • dx, 
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donde x = (x, y) y dx — (dx, dy). La intégral curvilinea 


J y 




A 


J y 


F (x) ■ dx 


es el trabajo efectuado al mover la particula a lo largo de y desde su posiciôn 
inicial hasta el punto terminal. El campo F se dice que es conservativo 


en S si 



ni y J y 


F(x)-dx es cero a lo largo de toda curva cerrada y 


contenida en ê\ es decir, el trabajo efectuado ai mover una particula a lo 
largo de una curva cerrada es cero. Por curva e.itendemos aqui una curva 
Eisa a trozos. 

Supongamos que el campo F puede ser derivado como el gradiente de 
una funciôn escalar (es decir, real; valuada en los reales) U. A U se le llama 
funciôn potencial. Entonces 


F — Grad U = V U en S , 


i ■ n • dU a y a ÔU 

lo que quiere decir que — = — A(x, y) y — 


— B(x, y) en ê. As! pues, 


ex o y 

decir que F es igual al gradiente de una potencial U es équivalente a afirmar 
que la diferencial A = F(x) • dx es exacta con F(x) • dx ~ dU. De donde, 
si en ê puede derivarse el campo F como el gradiente de una funciôn potencial U , 
entonces el campo F es conservativo en S y el trabajo hecho al mover una 
particula unitaria de P a Q a lo largo de una curva en es igual a la diferencia 
en potencial entre los dos puni os. 

La introduccion de la intégral curvilinea y lo que conocemos acerca de 
ella arroja nueva luz sobre el teorema 12.11. Tal teorema afirma que, 
si A y B tienen primeras derivadas parciales continuas en un rectângulo 
abierto M entonces 


13.6 


dA ÔB 


oy 


ex 


en b 


es una condiciôn suficiente para que A = A(x, y)dx-\-B(x, y)dy sea exacta 
sobre PA. Se demostrô que si 13.6 se satisface en PÀ entonces A = dF donde 


F(x, y) 


X 


J XQ 


A{s, y 0 )ds + 


yo 


B(x , s) ds . 


Esto puede ahora interpretarse como una intégral curvilinea a lo largo de 
una curva y. Es la intégral curvilinea de A a lo largo del segmento rectilineo 
de (x 0 ,y 0 ) hasta (x, y 0 ) mas el segmento rectilineo de (x, y 0 ) hasta (x, y). 
La hipôtesis de que A es un rectângulo abierto nos asegura que esta curva y 
esta en -A. Como A es exacta. la intégral curvilinea que deline F no dépende 
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de la trayectoria y F puede calcularse a lo largo de cualquier curva lisa a 
trozos que se desee con tal de que esté en M y vaya del punto fijo (x 0 , >’ 0 ) 
al (x, y). 

13.7 Ejemplo. Resuélvase 

A = (x 2 ~\~4xy~y 2 ) dx+{2x 2 — 2xy+y 2 )dy = 0 


SOLUCIÔN. 


dA 

ôy 


4x — 2y 


dB_ 

ôx 


y por tanto A es exacta sobre R 2 . Integrando a lo largo del segmento 
rectilineo de (0, 0) a (x, y): 

{(/*, ty) | te[0, 1]}, 


entonces 

A — (t 2 x 2 -\-4txty — t 2 y 2 )xdt + {2t 2 x 2 ~2txty+t 2 y 2 )ydi 
y tenemos 

’ i 

F{x,y) = [t 2 (x 2 ±4xy-y 2 )xdt + t 2 (2x 2 -2xy + y 2 )ydt] 

J o 

= -j(x 2 + 4 xy — y 2 ) x + y (2 x 2 — 2xy + y 2 ) y 

= i* 3 +2 x 2 y-xy 2 +yy i . 

Por tanto -^-x 3 +2x 2 y — xy 2 +^ 3 = c. 

Probemos ahora que si 13.6 se verifica sobre un conjunto abierto 
convexo ê entonces A es exacta sobre S. (Un conjunto es convexo si el 
segmento rectilineo que une un par cualquiera de puntos del conjunto 
esta todo él contenido en el conjunto.) 


13.8 Teorema. Si A y B tienen derivadas partiales primeras continuas en 
un conjunto abierto y convexo ë y si 


13.9 


ÔA 

dy 


dB 

ôx 


en ë, 


entonces A — A (x, y) dx-\-B(x, y)dy es exacta en ë. 

Prueba. Podemos suponer que el origen esta en el conjunto ë. Si asi no 
fuera podemos trasladar un punto de ë al origen y esto no afecta la 
convexidad de ë ni la exactitud de A. Definamos F(x , y) como la integra! 
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curvilinea de À a lo largo del segmento recîilineo que va de (0, 0) a (x, y). 
Entonces 


E(x, y) 


' i 

[xA(tx, ty) + yB(tx , ty)] dp, 


y 


ÔF 

ôx 


" 1 

[d (fx, ty) + txD { A (/x, ty) + lyD { B(tx , ty)] dt. 


Usando 13.9 vemos que 


FF 

CX 


n 



d 

— (M(/x, /v))c// = d(x, y). 
dt 


Anâlogamente 


dF 

— = F(x, v). 

3 y 


13.10 Ejemplo. Pruébese que 

A = v x 2 — y [2 y (4x 2 — y)dx + x (2 x 2 — 5y)dy] 

es exacta para y < .y 2 . 


Sol uc ion . 






ex 


(8x 4 + 5 y 2 — 16x 2 



La région ê definida por y < x 2 esta f liera de la parâbola y no es un conjunto 
abierto convexo. En realidad no podemos encontrar ni un solo punto (x 0 , y Q ) 
de S' con la propiedad de que ei segmento rectiüneo de (x 0 , y 0 ) a (x, y) esté 
en â para todo (x, y) en â. Sin embargo, sabemos que alrededor de cada 
punto de S hay un circulo en el interior del cual 13.9 se satisface y, por 
tanto, À es localmente exacta (exacta en una vecindad de cada punto). 



X 


FIGURA 28 
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i No sera À, entonces, exacta en todo S ? (Esto no es en general cierto como 
veremos dentro de un momento.) Definamos F(x, y) como la intégral 
curvilinea de À a lo largo de la parâbola x = xt , y = yî 2 desde (0, 0) a (x, ÿ) 
(figura 28). 


F(x, y) = yp -ÿ 


r 1 


o 


[(8>’x 


-2 


= 2 xy(x 2 -y) 


3/2 


2y 2 )t 5 xdt + (2x 3 — 5xy)2t 5 y dt'] 


Es entonces fâcil verificar que dF= À para y ^ x 2 . 

Hemos probado, pâg. 671, que (3.9 es una condiciôn necesaria para 
que À sea exacta sobre un conjunto abierto S. Como senalamos en el 
anterior ejemplo, si esta condiciôn se satisface en un conjunto abierto é% 
entonces À es localmente exacta; es decir, À es exacta en una vecindad 
de cada punto. PJantea esto el problema de si 13.9 es un a condiciôn suficiente 
para que À sea exacta en S (exacta globalmente). El siguiente ejemplo 
muestra que en general esto no es cierto. Consideremos la forma diferencial 


13.11 



x dy — y dx 

2 . 2 
x + y 


x 2 + y 2 / 0. 


Se verifica fâcilmente (problema 6) que 13.9 se satisface en todo el piano 
excluyendo el origen, y A y B tienen derivadas parciales continuas de todos 
los ôrdenes para x 2 -\-y 2 # 0. Calculando 




A(y) = 


xdy~~ y dx 


x 2 -\- y 


2 


alrededor de la circunferencia y: x — acosO, 
obtenemos 


My) 


r2n 


JO 


(cos 2 0 + sen 2 6) dO ~ 


2tc 


O 


y = a sen 0, 6^e[0, 2n] 


dO = 2n . 


La intégral curvilinea no se anula alrededor de ninguna circunferencia con 
centro en el origen y, por tanto, no puede ser exacta en ninguna région que 
contenga una circunferencia con centro en el origen. 

Asi pues, para resumir, sabemos que 13.9 es una condiciôn necesaria 
para la exactitud sobre conjuntos abiertos $, pero no siempre es suficiente . 
Si ê es un conjunto abierto convexo , entonces 13.9 es tanto necesaria como 
suficiente. No proseguiremos con el estudio de este problema. El îector 
interesado puede consultar las referencias [6] y [16], 
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Problemas 



Evalüese A (y ) = f 


£x dx 4* ( x 


y 2 )dy ] a lo largo de 


J y 

a) La recta y de (0, 0) a (1, 1). 

b) La parâbola x — y 2 de (0, 0) a (1, 1). 

c) El arco poligonal de (0, 0) a (0, 1) a (1, 1). 

d) El arco poligonal de (0, 0) a (1, 0) a (1, 1). 


2. Evalüese À (y) = 
problema 1. 


[y 2 dx + 2xy dy] a lo largo de las curvas del 


J y 


3. Evalüese A (y) = 


[xydx + x 2 dy] en direcciôn de las manecillas del 


w * 

reloj alrededor del cuadrado y con vértices (0, 0), (0, 1), (1, l), (1, 0). 


4 . Evalüese J [xy dx — y 2 dy] donde 

a) y:x — t,y = t 2 ,te[ 0,1], 

b) y es el segmento rectilineo de (0, 0) a (1, 1). 

c ) y es el triângulo de vértices sucesivos (0, 0), (0, 1), (1, 0). 


5. Evalüese J (xdx + y dy) a lo largo de las curvas y del problema 4. 

6. Pruébese que la forma diferencial 13.11 satisface la condiciôn 13.9 
en todo el piano con excepciôn del origen. 


7. Sean = r l (cos 0 X , sen 0^, P 2 = (cos 0 2 , sen 0 2 ) puntos en el 
semiplano superior; 0 l , ti), r l > 0, r 2 > 0. Sea y una curva lisa a 

trozos situada en el semiplano superior que va de Pj aP 2 . Pruébese que 

x dy - y dx = Q _ Q 

2,2 2 1 ’ 

Jv x 


8. Evalüese 


xdy — y dx 

2 , 2 
x +y 


donde y es cualquier curva simple cerrada 


del piano que no pasa por el origen. 


9. Pruébese que el carnpo de fuerza F (x, y) = (sen y, x cos y) es conser- 
vativo y calcülese el trabajo hecho al mover una particula del punto (0, n) 
al punto (2 k, — n). 


10 . Determinese cuâl o cuâles de los siguientes campos de fuerza son 
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conservativos. Cuando sea posible exprésese el campo de fuerza como el 
gradiente de una funciôn potencial. 

a) F(x, y) = (3x 2 y 2 -3y 2 , 2x 3 y~6xy) 

b ) F(x, y) = (y 2 cos xy + x 3 , xy cos xy + sen xy) 

c) F(x, y) = (2x sen (x—y), x 2 sen (x—y)) 

d) F (x,y) = e x (2x+x 2 +y 2 ,2y). 

11. Sean 

y: x = u(t), y = v{î), îe[a, b] = J 

y*: x = u*{t) 9 y = v*(t), te[a *, b*] = J* 

un par de curvas lisas. Si hay una funciôn q> con las siguientes propiedades: 
1) cp transforma J> sobre »/* = ./*), 2) (p tiene una derivada continua 

positiva sobre J, y 3) (u*(<p(t)), v*(cp(t))) = («(/), v(t)) para todo t en J, 
entonces las curvas y y y* se dice que son diferencialmente équivalentes. 
Pruébese que: si y y y* son diferencialmente équivalentes, entonces 
À (y) = A (y*). 

12. Supongamos que A y B tienen primeras derivadas parciales continuas 
sobre un conjunto convexo y abierto S. 

a) Pruébese que /i( x, y) es un factor de integraciôn de 

A = A(x,y)dx + B(x,y)dy 

si y solo si ji no se anula y es una soluciôn sobre ê de 

(dA ÔB\ n ôpi A ôfi 

fil - \ ~ B - A — . 

\dy dxj dx dy 

b) Obténgase una condiciôn necesaria y suficiente para que ji{x) 
sea un factor de integraciôn de À. ^Qué es el factor de integraciôn? 

c) A se dice que es homogène a de grado k sobre & si A(tx, ty ) = t k A(x, y) 

para todo (x, y) en i y todo t con la propiedad de que ( tx , ty) 
esté en ê. Si A y B son, ambas, homogéneas de grado k sobre 
entonces se dice que À es homogénea de grado k. Bajo las 
hipôtesis de que À es homogénea de grado k sobre S y de que 

g(x,y) = xA(x,y)-\-yB(x,y) 

no se anula en ê, pruébese que g~ 1 es un factor de integraciôn 
(sobre ê) de A. 

d) Si A es tanto exacta como homogénea sobre , resuélvase A = 0. 
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14. CURVAS INTEGRALES 


En esta secciôn queremos discutir un sistema 

X = P(x, y) 

y = Q(x, y) 


de dos ecuaciones diferenciales de primer orden para las funciones 
desconocidas x y y. Para relacionarlo con lo que antes hemos estado viendo 
reemplazamos P por B y Q por —A. El sistema es, entonces, 


14.1 


x - B(x,y) 

9 = -A(x,y), 


y suponemos en todo lo que sigue que A y B son continuas en un conjunto 
abierto ê de R 2 . El espacio R 2 se llama espacio fase o espacio estado . Cada 
punto (x, y) del espacio fase se corresponde con un estado del sistema. Las 
ecuaciones diferenciales 14.1 describen la manera en que el sistema cambia 
con el tiempo. Una solution x = w(/), y — v(t\ te (a, b}, define una curva y 
en el espacio fase. 

Piénsese del sistema 14.1 como si definiera un flujo en el espacio fase. 
En cada punto (x, y) la velocidad de una particula en el flujo es 
(x, y) = (£(x, y), —A(x,y)). Una solucion describe el movimiento de una 
particula en el flujo y la curva y es una trayectoria de una particula en el 
flujo. Toda solucion de 14.1 es obviamente una solucion de 

14.2 A(x, y)x + B(x, y)y = 0, 


pero lo retiproco no es cierto. No toda solucion de 14.2 es una solucion 
de 14.1. La razôn de esto es que 14.2 solamente afirma que la curva y 
definida por una solucion de 14.2 esta en cada punto (x, y) en la direcciôn 
( B(x , y), — A (x, y)). Nada se dice acerca de la magnitud de la velocidad del 
movimiento en esa direcciôn. El campo vectorial (B(x, y), —A(x,y)) es un 
“campo direccional” segun 14.2, pero un “campo de velocidades” segün 14.1. 

Para sistemas no lineales no siempre podemos ser capaces de dar 
soluciones generales en términos de funciones elementales, ni aun en 
términos de funciones de aquéllas de cualquier clase para las que se hayan 
calculado tablas o cuyas propiedades hayan sido estudiadas con anterioridad. 
Es, sin embargo, posible a menudo obtener una gran cantidad de information 
acerca de las soluciones sin resolver las ecuaciones. Lo que estamos a punto 
de discutir e ilustrar es como puede obtenerse informaciôn acerca de las 
trayectorias definidas por las soluciones incluse cuando estas ültimas no 
nos son conocidas. 


14.3 Définition. Una funciôn real F(x, y) definida sobre un conjunto 
abierto S de R 2 se dice que es una intégral de 14.1 si F es constante a lo largo 
de toda solucion. Esto significa que si ( u(t ), v(t)) es una solucion de 14.1 en S 
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para te(a,b} enfonces F(u(t), v(t)) = c para alguna constante c y para 
todo te (a, b}. Las curvas de nivel F(x, y) = c se iiaman curvas intégrales 
de 14.1. 

Cualquier funciôn F que es constante sobre ê es, desde luego, una intégral, 
pero es una intégral trivial sin ningün interés. Probaremos ahora que una 
soluciôn F{x,ÿ) — c de A(x, y)dx+B(x, y)dy = 0 nos da una intégral 
de 14.1. 

14.4 Teorema. Supongamos que A y B son continuas sobre un conjunto 
abierto ê de R 2 . Si F(x, y) — c es una soluciôn en S de 

14.5 A(x, y)dx + B{x, y)dy — 0, 

enfonces F es una intégral sobre S de 

x = F(x, y) 
y = —A(x, y). 

Prueba. Como toda soluciôn de 14.1 es también una soluciôn de 14.2, 
este teorema es una consecuencia de lo que probamos en la secciôn anterior. 
Una prueba directa es también simple e instructiva. Nuestras hipôtesis 
sobre F implican que 

X = B{x, y) = y) 

Ôy 

A , , ôF(x,y) 

y = -A(x, y) = -fi (x,y )—-- 

dx 

donde g no se anula en ê. Por tanto, a lo largo de las soluciones de 14.1 

dF dF . dF . 

— = — x H-~ ü . 

dî ôx ôy 

F es constante a lo largo de las soluciones y es una intégral. Y esto compléta 
la prueba. 

Estudiemos el movimiento de una particula a lo largo de una recta y 
sujeta a la fuerza restauradora x + x 2 , donde x es la distancia dirigida de la 
particula a un punto 0. La segunda ley de Newton nos dice que, entonces, 

mx + x-l-x 2 — 0. 

mx, el momento, esta ecuaciôn es équivalente al sistema 

mx — y 
y = - x — x 2 . 


Con y ~ 

14.6 
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La ecuaciôn diferencial para una intégral es 

(x + x 2 ) dx + m ~ 1 y dy = 0. 


De donde vemos que H (x, y) = ~x‘ 

2 


1 3 1 

+ -x 3 + —y 
3 2 m 


es una intégral y las 


soluciones de 14.6 se encuentran sobre las curvas intégrales //(x, y) = c. 
Las curvas intégrales se muestran en la figura 29. Fisicamente //(x, y) es 
la energla total del sistema. La cantidad ^x 2 +-jx 3 es la energia potencial 

1 2 1 2 . . 

del sistema y — y — -mi es la energia cinética. A H se le llama intégral 

2 m " 2 

de energia , y el hecho de que H sea constante es la ley de conservaciôn de 
la energia. Por la figura 29 vemos que un conocimiento de las curvas 
intégrales nos da una gran cantidad de informaciôn acerca del comporta- 
miento del sistema. Las fléchas muestran la direcciôn de las soluciones 
cuando el tiempo transcurre. Esto se détermina fâcilmente por 14.6. Por 
encima del eje X, x > 0 y x es creciente. Por debajo del eje X, x < 0 y x es 
decreciente. Nôtese particularmente la diferencia entre el comportamiento 
del sistema cerca de (0,0) y de (—1,0). Estos estados son “estados de 
equilibrio” del sistema: (0,0) y (—1,0) son soluciones de 14.6. En estos 
puntos el campo de velocidades ( y , — x —x 2 ) se anula. Si el sistema se 
inicia en cualquiera de estos dos estados, permanece en ese estado. Si el 
sistema esta en el estado (0, 0) y se perturba ligeramente, se moverâ a una 
de las curvas intégrales vecinas, pero permanecerâ cerca del estado de 
equilibrio. El estado de equilibrio es i ‘estable ,, y por las curvas cerradas 
a su alrededor se llama un “centro”. Las curvas cerradas corresponden a 
soluciones periôdicas (problema 6, pâg. 707). Si la energia total no es 


c = 0 


C=4 


c — — 
6 


\ c= h 


h 


FIGURA 29 
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demasiado grande, el sistema oscila alrededor del estado de equilibrio. Para 
valores grandes de la energia total las soluciones pueden escapar y tender 
al infinito cuando t tiende al infinito (problema 3, pâg. 693). Si el sistema 
esta en el estado de equilibrio (—1,0) y es perturbado ligeramente, no 
necesariamente permanecerâ cerca del estado de equilibrio. Con la excepeiôn 
de las dos curvas intégrales que tienden al estado de equilibrio, una pertur- 
baciôn sera causa de que el sistema escape u oscile alrededor de (0, 0). 
A causa de la naturaleza de las curvas intégrales cerca de (—1,0), este 
estado de equilibrio se llama “punto de ensilladura”, y es “inestable”. Los 
valores mâximos de las oscilaciones de x(t) corresponden en donde las 
curvas intégrales cerradas intersectan el eje X. Para determinar Ios periodos 
de estas oscilaciones se necesitaria un anâlisis mas profundo. 

Este ejemplo y el que a continuaciôn daremos nos muestran la riqueza 
de informaciôn que puede obtenerse sin resolver la ecuaciôn, y sirve también 
para demostrar la complejidad de comportamiento que puede esperarse en 
los sistemas no lineales. Ambas ecuaciones (la 14.6 y la ecuaciôn del 
ejemplo 14.7) tienen la misma aproximaciôn lineal x — y, y= —x, pero 
se comportan muy diferentemente. La aproximaciôn lineal résulta que nos 
da en ambos casos informaciôn acerca del comportamiento cerca del 
origen pero ni incluso esto sucede en general. Por ejemplo, x = y, 
y = — x+y 3 tiene un estado de equilibrio ünico en el origen, que es inestable, 
y toda soluciôn tiende a infinito cuando î tiende a infinito. Hay casos en 
que una aproximaciôn lineal da alguna informaciôn local acerca del 
comportamiento de los sistemas no lineales. Lo que aqui hemos dicho debe, 
sin embargo, hacernos ver el cuidado que es necesario tener al usar aproxi- 
maciones lineales. 


14.7 Ejemplo. Obténgase una intégral de 

x = y ( l-x 2 ) 
ÿ = -x(l-y 2 ) 

y dibüjense las curvas intégrales. 


Soluciôn. Consideremos la ecuaciôn diferencial 

x(l — y 2 )dx+ j(l — x 2 )dy = 0. 

La ecuaciôn es separable. Separando variables obtenemos 

xdx ydy 

+ -^-4 = 0 , 


i -* 2 i -y 

ln |1 —x 2 | ln 11 — y 2 \ = ln c, 
(l-x 2 )(l -y 2 ) = c. 


En lugar de dejarnos arrastrar por el hecho de que la ecuaciôn es separable 
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habria sido mejor que hubiésemos notado inmediatamente que la ecuacion 
es exacta. Obtenemos entonces la integra! ( 1 — jc 2 ) ( 1 — J^ 2 ) sin que se nos 
presenten problemas acerca de la anulaciôn de (1 —x 2 ) (I —y 2 ). Las curvas 
intégrales aparecen en la figura 30. El sistema tiene cinco estados de equilibrio 
obtenidos al igualar el campo de velocidades (y (i — x 2 ), — x(l — y 2 )) a cero. 
Son: (0, 0), (1, 1), ( —1, I), (— 1, — 1) y (1, — 1). Otro término para designar 
los estados de equilibrio es “punto crïtico’\ Como en ei estudio de los 
valores mâximo y mmimo de las funciones, hay también puntos criticos 



en la intégral. Las curvas cerradas alrededor del origen corresponden a 
soluciones periôdicas. Si el estado inicial esta en el interior del cuadrado, 
el sistema oscila alrededor del origen. Fuera del cuadrado las soluciones, 
con excepciôn de aquellas que tienden al estado de equilibrio, tienden a 
infinito cuando / tiende a infinito. Estas soluciones excepcionales son 
altamente inestables. Una figera perturbaciôn lleva el sistema a una soluciôn 
que tiende al infinito u oscila. Los cuatro estados de equilibrio en los 
vértices del cuadrado son puntos de ensilladura y son inestables. 

En el proximo ejemplo estudiaremos el clâsico problema de mecânica 
del movimiento de un péndulo. Veremos como un conocimiento de las 
curvas intégrales nos da alguna informaciôn cuantitativa y una buena 
vision de los aspectos cualitativos del comportamiento de un péndulo. 

14.8 Ejemplo. Discütase el movimiento de un péndulo simple despreciando 
la fricciôn. 
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Soluciôn. Consideremos un péndulo de longitud / y masa m (figura 31). 

y 



FIGURA 31 



Sea ((x(/), y(t)) la posicion de la partîcula en el instante t. De acuerdo con 
la segunda ley del movimiento de Newton 

ma = m (x, y) = (0, — mg) 


sujeto a la constricciôn x 2 +y 2 = l 2 . Ahora bien, 

x — I sen 6 
y = l—l cos 6 , 


de modo que 


De donde 


x = ~IÔ 2 sen G + IÔ cos 6, 
y = K) 2 cos 0 + iÔ sen 0. 

10 = cos 6x + sen Oÿ = — g sen 0 


y la ecuaciôn diferencial para el ângulo 6 es 

10 +g sen 6 — 0. 

Haciendo el cambio t — oct en la unidad de tiempo, y w(t) — 0(oct), la 
ecuaciôn diferencial para el ângulo corno funciôn del nuevo tiempo es 

a _ 2 lu -F g sen u — 0. 

Con a 2 = !jg la ecuaciôn diferencial para el ângulo u es 

u" H- sen u — 0 . 

El ângulo u y el tiempo t son cantidades sin dimension. Podemos ver tanto 
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directamente en la ecuaciôn diferencial como en el sistema équivalente 

u' — v 

v' = — sen u, 

que vv' +u' sen u = D x (\v 2 +1 — cos u) = 0 y 

}v 2 + (l — cos u) 

« 

es una intégral y de nuevo una intégral de energia. Las curvas intégrales 
pueden escribirse 

y 2 + 4 sen 2 - = 2 c 2 . 

2 


Estas curvas intégrales estân dibujadas en la figura 32. Observemos ahora 



FIGURA 32 


lo siguiente: 

1) Los estados de equilibrio, que corresponden a v = 0, sen u = 0, 
estân en los puntos E k = (kn 9 0); k, un entero cualquiera. Fisicamente éstos 
corresponden a los dos estados de equilibrio del sistema. Los puntos 
E 2/c corresponden a las posiciones mas bajas del péndulo con el péndulo 
inmovil. Estos son centros y son estables. Los puntos E 2fc + x corresponden al 
péndulo inmovil en su posiciôn mas alta (6 = n). Estos puntos son puntos de 
ensilladura y son inestables. Esto confirma lo que sabemos fisicamente 
acerca de un péndulo en equilibrio en la posiciôn vertical 0 = n. 

2) Si el estado inicial de los sistemas se encuentra cerca del origen 
dentro del area sombreada de la figura 32 (c 2 < 2) el péndulo oscila para 
atrâs y adelante alrededor de su estado de equilibrio E 0 . En el caso llamado 
de las “pequenas oscilaciones”, donde u permanece pequeno, podemos 
aproximar sen u por u y las curvas intégrales son casi circunferencias: 
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v 2 + u 2 = 2c 2 . La aproximaciôn lineal de la ecuaciôn diferencial para 
pequenas oscilaciones es u" + u = 0, y 

u( t) = a sen (r + <5), v(x) = a cos (t + â), a = yjïc. 

El periodo de las pequenas oscilaciones es aproximadamente 2n. En tiempo 
real t el periodo es 2iiyj\Jg. 

3) A medida que el estado inicial del péndulo se aproxima a la frontera 
de la région sombreada (que c 2 tiende a 2), las curvas intégrales tienden a 

tomar la forma de la frontera ^t; 2 = 4 cos 2 ^, y no pueden seguir 
aproximândose por circunferencias. 

4) La frontera de la région sombreada corresponde a las condiciones 
iniciales para las que el péndulo se aproxima al estado de equilibrio Ej 0 E_ t . 
Podemos esperar a medida que las oscilaciones se aproximan a la frontera 
que los periodos de las oscilaciones tiendan a infinito. Mas adelante, en 7), 
hablaremos mâs de esto. 

5) Si el estado inicial se encuentra fuera de la région sombreada, entonces 
el péndulo déjà de oscilar adelante y atrâs y entonces gira. Las revoluciones 
son en direcciôn contraria a las de las manecillas del reloj por encima de la 
région sombreada y en la direcciôn de las manecillas del reloj debajo. 

6) Los valores extremos de u (las amplitudes de las oscilaciones) ocurren 
donde las curvas intégrales cortan al eje X (u = w' = 0), y los valores 
extremos de u' pueden determinarse por las intersecciones de las curvas 
intégrales con el eje v (u = 0) y la recta vertical u = 7t. 

7) Supongamos que w(0) = 0, y(0) = w'(0) = v Q ; donde 0 < v Q < 2, de 
manera que el péndulo oscila. Sea (/9,, 0) el punto donde la curva intégral 
en la direcciôn de t creciente encuentra por primera vez el eje u. Entonces 9 X 
es la amplitud de la oscilaciôn. Sea x x el tiempo para que el sistema vaya 
del estado (0, v 0 ) al estado (0,0). Entonces w(tj) = 0, y por razones de 
simetria el periodo de la oscilaciôn es 4 t 15 o en tiempo real, el periodo 

es T = 4 - tQ ueremosahoraobtener una formula para el periodo como 

V g 

una funciôn de la amplitud 0 . Por la intégral de energia tenemos 

î; 2 (t) + 4 sen 2 —— — 2c 2 = v 0 2 — 4 sen 2 —= 4 sen 2 — 

2 2 2 


donde u( t), ü(t) son las soluciones correspondantes a w(0) = 0, r(0) = v 0 . 
De donde 
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donde k - \ v Q = sen . De esto obtenemos 


\_ 

2 




T . 


Haciendo el cambio de variable sen - = k sen cp, vemos que 

2 


T 


ffc(T) 


0 


d(p 

(1 — k 2 sen 2 ( p) i/2 


donde k sen h( t) = sen . Esta intégral es una intégral eüptica de primera 


clase, y la funciôn definida por la intégral es 

dxp 


F(z, k) 


o (1 — k 2 sen 2 cp) 


1/2 


Existen tablas muy extensas de esta funciôn y de acuerdo con ellas podemos 
calcular los tiempos empleados en moverse de un punto a otro a lo largo 
de las curvas intégrales. Reciprocamente, dada r podemos calcular el 

71 

ângulo w( t). En particular, como u{t x ) = 9 U sen ^(ti) = 1 y /î( t i) = ED 



FIGURA 33 Periodo ante amplitud 
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periodo de la oscilaciôn de amplitud 0 l5 (0 < 9 X < n) es At x = 4F^-, sen 
En tiempo real t el periodo T(Q X ) es 



T(0,) 



Se sigue del problema 10, pagina 567, que T(0) tiende a oo cuando 0 X tiende 


71 


71 


l 


a 7t. Como Fl - , 0 = - , y F es continua, 2n /-es una buena aproximaciôn 


9 


71 


para pequenas oscilaciones (figura 33). F^-, ^ ) se H ama intégral eliptica 
compléta de primera clase. 


Problemas 

1. Escribase cada una de las siguientes como un sistema de dos ecua- 
ciones de primer orden, obténgase una intégral y dibüjense las curvas 
intégrales : 

a) je -f x = 0 b) x — x = 0 

c) ic-fx + x 3 = 0 d) x — x + x 3 — 0 

e) x + sen =0 f)x — x(2y 3 — x 3 ) 

y = -y(2x 3 -y 3 ) 

2 . La ecuaciôn de un oscilador (ecuaciôn de Van der Pol) es 

x-\- p(\ — x 2 )x + x — 0 

Pruébese que 

X = fi[y~(x~^x 3 )] 

1 

y = - -x 
n 

es un sistema équivalente. Discütanse las trayectorias definidas por 
soluciones en el caso en que p es muy grande por un estudio del flujo 
definido por la ecuaciôn diferencial en el piano fase. Una gran p résulta 
en las que se Ilaman “oscilaciones de relajaciôn”. 

3. Demuéstrese que hay soluciones de 14.6 que tienden a oo cuando 
t -> oo. 





1. INTRODUCCIÔN 

Continuando con nuestro estudio introductorio de ecuaciones diferen- 
ciales, abordaremos en primer lugar el problema de la existencia y unicidad 
de soluciones de las ecuaciones diferenciales. Al hacer esto introduciremos 
dos tôpicos de considérable importancia matemâtica: los teoremas de 
punto fijo y las aproximaciones sucesivas. Probaremos primero un teorema 
de punto fijo para espacios vectoriales finitodimensionales y luego 
mostraremos cômo es que este teorema puede extenderse a espacios en que 
los elementos son funciones. Estos espacios de funciones son espacios 
vectoriales infinitodimensionales, pero vemos que para estos problemas la 
dimension del espacio no juega papel alguno. El teorema del punto fijo 
para espacios de funciones nos da un teorema de existencia y unicidad 
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para las soluciones de las ecuaciones diferenciales. ïlustraremos después 
cômo es que este teorema de existencia y unicidad nos lleva a la definiciôn 
de funciones por ecuaciones diferenciales, y aprenderemos un poco 
acerea de cômo podemos estudiar las propiedades de funciones definidas 
por ecuaciones diferenciales. EJ capitulo se concluye con un estudio de 
un sujeto intimamente relacionado con los tratados: las sériés de Fourier 
y las aproximaciones de Fourier. Aqui, de nuevo veremos una analogia 
entre espacios de funciones’ y espacios vectoriales finitodimensionales. 


2. TEOREMA DE PUNTO FI JO : APROXIMACIONES 

SUCESIVAS 


El método de Newton para resolver la ecuaciôn 

f(x) = x 2 — 2 = 0 

consiste en convertir el problema en él al équivalente por resolver 

x — T(x) = x ~ — - + - donde /(x) = x 2 —2. 

/'(*) 2 x 

Una soluciôn de x — 7(x) se llama punto fijo de 7; comenzaremos con una 
aproximaciôn inicial x 0 y definiremos una sucesiôn de lo que esperamos 
sean aproximaciones sucesivas de un punto fijo por 

Xi - T (x 0 ) 

x 2 = T(x j) = r C2] (x 0 ) 

x„ = T (x„_,) = T M (X 0 ). 
x 1 

Por ejemplo, con 7 (x) = —!— y x 0 = 1, obtenemos 

2 x 

x, - T{ 1) = 1.5 
* 2 = 7(1.5) = 1.417 
x 3 = 7(1.42) - 1.41425 

y tenemos ya una buena aproximaciôn (con seis cifras significativas 
yj 2=1.41421). ^Por qué y cuândo trabaja esto ? Notemos primero que 
si 7 es continuo sobre un intervalo cerrado J y si la sucesiôn de aproxi¬ 
maciones sucesivas estâ en J y converge, entonces el limite de la sucesiôn 
es un punto fijo de 7. Sea x n —► x cuando n-* oo. Entonces 

x = lim x„ = lim 7(x n _ 1 ) — 7 (lim x„_j) = T(x). 
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Obtendremos ahora un teorema de punto fijo excepcionalmente simple, 
pero muy importante y sorprendentemente poderoso. 

2.1 Teorema. Una fune ion real T definida sobre un intervalo J de R se 
dice que es una contracciôn sobre J si 

\T(x)-T{y)\^X\x-y\ 

para todo x, y en ÿ y dlgün 2 e <0, 1). 

Una contracciôn transforma todo par de puntos x, y en un par T(x), T(y) 
que son mas prôximos. Ciertamente, si T es una contracciôn sobre J 
entonces T es continua sobre J (problema 1). El redproco no es cierto. 
Sin embargo, si T es diferenciable sobre J y si \T'(x)\ <2< 1 sobre J, 
entonces T es una contracciôn sobre J (problema 2). 


2.2 Teorema. Si T es una contracciôn sobre un intervalo cerrado J y si T 
transforma J en si mismo {T{J) cz «/), entonces T tiene un ünico punto 
fijo x en J. Mas especijïcamente, si x 0 es un punto cualquiera en entonces 
x n = T ln] (x 0 ) x cuando n -> oo y 



Prueba. Como la transformaciôn se contrae sobre J , no puede tener dos 
puntos fijos en J . Supongamos que x 1 y x 2 son puntos fijos en J. Entonces 

|x A -x 2 | = |r(x 1 )-7’(x 2 )| -x 2 |. 

Como 2 < 1, Xj = x 2 . Necesitamos ahora probar la existencia de un punto 
fijo. Para hacer esto tomamos en J un punto x 0 cualquiera y definimos la 
sucesiôn de aproximaciones sucesivas x n — T{x n ^ x ) — r t/,] (x 0 ). Entonces 

= \T(x n -. { )-T{x n _ 2 )\ < k\x n .y “X„_ 2 j. 

Como 2< 1, la sucesiôn converge (problema 2, pâg. 480). Sea lim x n = x, 

n -+ ck 

como J es cerrado, x esta en J. Entonces, como T es continua sobre J, 


x = lim x n = lim T(x n ^ l ) — T(x). 

n -*■ oo n -+ oo 

Por tanto x es el punto fijo en J. Todo lo que queda por hacer es 
establecer 2.3. Tenemos 


|x-*J = \T(x)- 7’(x„_,)| <A|X-Ar„_,| </lt|x„-x n _,| + |x-x„|]. 


Por tanto 


( 1—0 


y 2.3 se sigue. 
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La desigualdad 2.3 nos da una estimation ütil del error en la «-ésima 
aproximaciôn en términos de la diferencia entre esta aproximaciôn y la 
precedente y nos dice cuândo podemos parar el câlculo. (Veâse también 
el problema 4.) 

Nuestro propôsito aqui no es proseguir con el problema de resolver 
ecuaciones f(x) = 0. Nuestra finalidad principal es introducir en la forma 
mâs sencilla posible el método de las aproximaciones sucesivas. Muchos 
problemas del anâlisis pueden reducirse a problemas de punto fijo de 
transformaciones de funciones en lugar de numéros. Entre éstos estâ el 
problema de resolver una ecuaciôn diferencial. Queremos ahora extender 
el teorema 2.2 y el método de aproximaciones sucesivas a las trans¬ 
formaciones de funciones. 

Sea el intervalo cerrado J = [t Q — a , t 0 -h a] y denotemos por # el 
conjunto de todas las funciones continuas x de / en R". Para cada x 
en ^ definimos 

2.4 ||x|| = Max {jx(r)| |te J). 

Esta funcion real sobre # se llama norma , y ||x|| se lee “norma de x”. Es lo 
correspondiente a un valor absoluto y es una medida de la distancia de 
una funcion al origen. La distancia entre dos funciones x y y en ^ es x —y. 
La norma tiene las propiedades caracteristicas de un valor absoluto 
(problema 10): 

2.5 ||xj| ^ 0; ||xi| =0 si y solo si x — 0. 

2.6 ||x + y|| < ||x|| + 1|y || 

2.7 || ex H = k!||x||. 

Para una sucesiôn de funciones {x"} en ^ definimos lim x" = x si 

n~> oo 

lîm ||x n -x|| = 0. 

n~> oo 

Asi pues, la couvergencia de una sucesiôn de funciones en es la convergencia 

uniforme de la sucesiôn sobre el intervalo J. 

Necesitamos ahora considerar transformaciones T de ^ en si mismo. 
Ejemplos de taies transformaciones son y = T(x) donde 


2.8 

2.9 

2.10 


y = Ax 

y(0 = F(x(0) (Tx — F ©x), 

•i 

y(0 = (p (s, 0 f(x(s), s)ds 9 

j ° 


2.11 


y (0 = x° + 


f(x(r), T)dx . 
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La ültima transformaciôn es la de mayor interés para nosotros por el 
momento. Si x es un punto fijo de la transformaciôn T definida por 2.11 
(T(x) = x), entonces x es una solution de x(t) — ï(x(t), t) que satisface 
x(t 0 ) = x 0 . A las transformaciones de funciones en funciones se les llama 
a veces “operadores”. 

2.12 Définition. Se a 3F un subconjunto de Una transformaciôn T de 3F 
en se dice que es una contracciôn sobre 3F si 

\\T(x)-T(y)\\ ^ A ||x — y || 
para todo x, y en ^ y algün Ae<0, 1>. 


2.13 Teorema. Sea u una funciôn cuaiquiera en ( €. Definamos 3F como el 
conjunto de todas las funciones x en que satisfacen [jx — u|| ^ b. Si T es 
una contracciôn sobre 3F y si T transforma 3F en si mismo , entonces T tiene 
un punto ünico fijo x en 3F. En realidad, si x° es una funciôn cuaiquiera 
en 3F, entonces x n = T (n) (x°) -► x cuando n -> oo y 


2.14 



À 


1-2 




x — x 


n~ 1 


Prueba. La prueba es esencialmente la misma que la del teorema 2.2. 
Reemplazamos \x\ por ||xj| y J por 3F. La convergencia sobre la recta real 
se reemplaza por la convergencia uniforme de las funciones. En lugar del 
problema 2, pâg. 480, tenemos el problema 13 que sigue. Necesitamos 
también observar que 11m y" = y implica 11m ||y w || = ||y||. Esto es la 

n~+ oo n~* oo 

continuidad de la norma. Por la desigualdad del triângulo 

llyll — lly"—yll ^ lly"y ^ l|y-y”ll + llyL 

de donde se sigue que 11m ||y"|| = ||y||. La continuidad de la norma y el 
hecho de que el limite de una sucesiôn uniformemente convergente de 
funciones continuas es continua implica que 3? es cerrado (y” en y 
11m y” = y implica que y estâ en 3F ). Ademâs, vemos que como T es una 
contracciôn, iuego continua: 11m || T(y n )— r(y)|| =0; es decir, 11m T(y n )= T(y). 
La prueba del teorema 2.2 es, entonces, una copia exacta de la prueba de 
este teorema. 

Problemas 

1. Pruébese que si T es una contracciôn sobre un intervalo J y entonces T 
es continua en J . 

2. Pruébese que si T es diferenciable sobre un intervalo J y si 
\T'(x)\ ^ A < 1 para todo x en J, entonces T es una contracciôn en J. 
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3. Pruébese que para T{x) = —|— y para cualquier x 0 en [1,2], 

2 x 

T {n \x o) yJ2 cuando n — ► oo. 

4. Bajo las condiciones del teorema 2.2 pruébese que 

A U 

|x —JC„| <-- |T(X 0 )-X 0 |. 

1-1 


Nota. Esto demuestra la ventaja de comenzar con una buena aproxi- 
macion inicial. Sin embargo, esto también prueba que tal cosa no es ni 
con mucho tan importante como arreglar el problema de forma que A 
sea pequeno. Para resolver, por ejemplo, f(x) = 0 hay una infinidad de 
formas de convertir el problema en un problema équivalente de punto 
fijo. Algunos problemas de punto fijo darân una convergencia mas 
râpida que otros de las aproximaciones sucesivas. 

5. Sea J el intervalo cerrado definido por \x — x 0 \ ^ a (/ = [x 0 - a, 
x 0 ya\). Pruébese que 5/ 1) T es una conîracciôn sobre J — [x 0 — a, x 0 + a\ 
con | T(x) — T{y)\ ^ A\x — y \, 0 < À < 1 para todo x, y en J, y 2) | r(x 0 ) — x 0 | ^ 
(1 — X)a, entonces T tiene un punto fijo ünico x en y T^ n) (x 0 ) cuando 
n -> oo. 


6. El método de Newton. Supongamos que 


f( x)f"(x) 


^ A < l y 


f(x o) 
f'(x o) 


< (I -A)a 


para todo x en [x 0 — a, x Q + a\. Pruébese que la sucesiôn de aproximaciones 
sucesivas definida por la relaciôn de recurrencia 

f(Xn) 


converge a una soluciôn de /(x) ~ 0. 

7. Calculese con très cifras significativas exactas la raiz positiva de 
x — 2 sen x = 0. 

8. Calculese con très cifras significativas exactas la soluciôn de e~ x = x. 

9. Supongamos que T es continua sobre [< a , b] y que a < T(a) y T(b) < b. 

a) Conclüyase que hay puntos fijos de T en <û, b}. 

b) Si T es no creciente sobre [a, b] pruébese que hay un punto fijo 
unico de T en fa, b >. 

10. Pruébese que a) 2.5 b) 2.6 <?) 2.7. 
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11. Generalicese el teorema 2.2 a transformaciones T de R/ 1 en R n . 

12. Teorema de funciôn impi ici ta. Supongamos que 1) /(x 0 , y 0 ) — 

2) / y D 2 f son continuas en una vecindad de (x 0 t y 0 ), 3) D 2 f(x 0 , y 0 ) # 0. 
Usando el teorema 2.13, pruébese la existencia de una funciôn <p continua 
sobre algün intervalo [x 0 — a, x 0 + a], tal que (p(x 0 )=y 0 y /(x, <p(x)) = 0 
para todo x en [x 0 — a, x 0 + a]. 

Sugerencia : consideremos 2 = T (y) don de z(x) = T (y) (x) — y(x) — 
/(*. y(x)) 

£>2/1*0, >’o) 

13. Sea {x"} una sucesiôn de funciones en con la propiedad de que 
para algûn Ae<0, l) 

Hx" —x n_1 1| ^ A||x"~ 1 — x'’~ 2 |j, n ^ 2, 

Pruébese que entonces la sucesiôn converge. 


3. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA LAS 

ECUACIONES DIFERENCIALES 


El primer teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales 
lo probô alrededor de 1825 Agustin Cauchy (1789-1857), uno de los mâs 
grandes matemâticos de Francia. Unos cincuenta ahos mâs tarde, en 1876, 
R. Lipschitz (1832-1903) probô un teorema anâlogo bajo condiciones algo 
mâs débiles que las de Cauchy. El teorema que presentamos en esta secciôn 
usa la condiciôn de Lipschitz, y el método de prueba, que es el de las 
aproximaciones sucesivas, lo introdujo por vez primera E. Picard (1857-1941) 
en 1890. 

Consideramos un sistema 


3.1 


*i0) = ./i(*i0), * 2 0), *„(0,0 

x 2 0) = fl (*l (0, * 2 ( 0 , X„(t), t) 

« 

*„(/} = fn (* I (0, * 2 ( 1 ), *„(0, 0, 


de n ecuaciones diferenciales de primer orden en n funciones incôgnitas 
Xj, x 2 , ..x„. La ecuaciôn diferencial de orden / 7 -ésimo 


3.2 


d n x ( dx d n 1 x \ 

— = E x,—, . --, t 

dt" V dt dt n ~ A ) 


dx 

dt 



d n ' l x 

dt n 


es un caso especial. Sea x : = x, x 2 


Entonces 3.2 
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es équivalente al sistema 


3.3 


*1 (0 = x 2 (t) 
X 2 {t) = x 3 (t) 


x n - , (/) = x„(t) 

x„(t) = F(x l (t),x 2 (t),x„(t), t). 


Si x es una soluciôn de 3.2, entonces (x x , x 2 , * * *, x„) = ( x, —, • • •, -—^ ) 

\ dt dt n 1 / 

es una soluciôn de 3.3. Reciprocamente, si (x l5 ...,x n ) es una soluciôn 
de 3.3, entonces x l es una soluciôn de 3.2. 

En notaciôn vectorial 3.1 puede escribirse 

3.4 x(/) = f(x(0, 0, 


donde x = (x x ,..., x n ), f = (/, , ..., /„). La funciôn f es una funciôn 
de R” x R en R". 

Sea J el intervalo cerrado [t 0 — a, t 0 + a], — {veR” | |v — v°| < b}, y 

8 — xJ = {(v, t) | ve^, /g ./}. El conjunto S es un conjunto cerrado 
y acotado de puntos en R ,,+ 1 . Coino antes # denotarâ el conjunto de 
funciones continuas x de en R". J* serâ el conjunto de todas las funciones 
continuas x de J> a Sf. El conjunto 3* es el subconjunto de # con la 
propiedad de que x en SF implica (x(r), t) en ê para todo r en / (la grâfica 
de x esté en ê). 

Supongamos que f es continua sobre ê. Entonces la transformaciôn T 
definida por 

Çt 

3.5 y(t) = T(x) (t) — v° + f(x(i), t )dx 

J fo 


esta definida sobre J*. Vemos entonces que x esta en $F es una soluciôn de 
3.4 que satisface x(t 0 ) = v° si y solo si x es un punto fijo de T . Si x es un 
punto fijo ( T(x ) = x) en entonces 

3.6 x(t) = v° 4- f(x(r), r)dx, /e/, 

J fo 


y 


x(t) = f(x(r), r), te J 


con x(r 0 ) = v°. Reciprocamente, si x es una soluciôn de 3.4 que satisface 
x ( ? o) = v0 > entonces obtenemos 3.6 por integraciôn. Estamos ahora en 
posiciôn de aplicar nuestro teorema de punto fijo para transformaciones de 
funciones. 
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3.7 Définition. Lafunciôni se dice que satisface una condition de Lipschitz 
en ê con respecto a v si hay un numéro real K con la propiedad de que 

|f(v x , f)-f(v 2 , 01 < ATIv 1 — v 2 | 
para cualesquier (v 1 , t), (v 2 , t) en S, 

La condition de Cauchy fue la hipôtesis de que f era continua sobre S 
y ténia primeras derivadas parciales continuas D l f,D n f sobre ê. Para 
la mayor parte de las aplicaciones puede admitirse la hipôtesis de Cauchy, 
y esta condiciôn implica la condition de Lipschitz (problema 5). 

3.8 Teorema. Si la funciôn f es continua y satisface una condiciôn de 
Lipschitz {con respecto a v) en una vecindad S > 1 de (v°, /), entonces para 
algün a > 0 hay una soluciôn ünica sobre J = [î 0 — a, t 0 + a] de x(t) = f (x(f), t) 
que satisface x (t 0 ) = v°. 

Prueba. Nuestra hipôtesis es (expresada con la notaciôn que antes hemos 
adoptado) que f satisface una condiciôn de Lipschitz 

I f(v x , /) f(v 2 , f)| < A^jv 1 v 2 ( 

paratodo^ 1 , /)y(v 2 , t)ené> l = {(v, /) | |v—v°| <b 9 \t—t 0 \ <=^ ? x t / 1 , 
y que f es continua en La prueba consistirâ en demostrar que para 
una a suficientemente pequena la transformaciôn T definida por 3.5 es una 
contracciôn sobre J 5 ' que transforma en si mismo. Entonces, por el 
teorema 2.13, T tiene un punto fijo ünico en J*, que es entonces la soluciôn 
ünica que estamos buscando. Demostramos primero que para a suficien¬ 
temente pequena 7 1 (#')cr#\ Sea Max {|f(v, r)| | (v, t)eS = M. Para 
todo x en x , y = T(x) satisface 


|y(0-v°i = 


't 

f (x(t), t) ài 



|f(x(i), t)| dz 


% 

fo 


%> 

to 


^ M\t — t 0 \ ^Ma l 

para todo fe/j, Elijase a de modo que a < a 1 y Ma < b . Entonces, recor- 
dando la définition de la norma como el valor mâximo, tenemos 

||y-v°H = ||r(x)-Y°|| 

para todo x en Esto significa para un a suficientemente pequeno 
que T{tF) cfjT transforma en si mismo. Queda por demostrar que 
para a suficientemente pequeno T es una contracciôn sobre !F. Aqui es 



704 


Funciones definidas por ecuaciones diferenciales 


[Cap. 12 


donde necesitamos la condiciôn de Lipschitz. Sean y 1 = T(x l ) y y 2 = T(x 2 ) 
donde x 1 y x 2 estân en SF. Entonces 


iy'(0-y (01 = 


[f(x‘ (t), T)-f(x 2 (t), t)] dr 


to 


< 


|f(x 1 (t), T)-f(x 2 (i), r)| dr 


fo 


^ K 


rt 


*0 


x 1 (t) — x 2 (r)j dr 


^ K 


x 1 — x 2 II dr 


t O 


K \t — / 0 | ||x 1 — x 2 


Por tanto, para x 1 , x 2 en # 


r(x 1 )-7 T (x 2 )|| ^ a K || x 1 — x 2 |j. 


Elijamos a de forma que aK < I. Entonces T es una contraction sobre $F. 
Y esto compléta la prueba. 

Como una consecuencia de! teorema 2.1 3 sabemos también que para a y b 
suficientemente pequenos y cualquier x° en la sucesiôn x" = 7(x' ,-1 ) = 
P n) {x°) converge uniformemente sobre J a la solution de x(/) = f(x(/), /) 
que satisface x(/ 0 ) — v°. Por ejemplo, siempre se puede tomar x° como la 
funciôn definida por x ü (f) = v°. Aunque éste no es a menudo un proce- 
dimiento prâctico para calcular una solucion de una ecuaciôn diferencial, 
es un método de gran generalidad y tiene otras apîicaciones. Consideraremos 
dos ejemplos, uno extremadamente sencillo para ilustrar el método y el 
otro para ilustrar la dificultad. 


3.9 Ejeniplo. Obtener aproximaciones sucesivas de 

a) x(t) = 2x(t) — 4t , x(0) = 0 

b) x = v 1 i-x 2 , x(0) = 1. 




Solucion. a) T(x)(t) = 
mando x°= 0, tenemos 


J 0 


(2x(r) — 4r)dr 


2t 4-2 


o 


x(r)dr. To- 


v 2 ( r ) 


T (x°) (0 = -2 r 2 , 
T(V)(0 = — 2 r 2 — 4 


J 



— 2 î 


2 



? 


0 
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x 3 (f) = T (x 2 ) (t) = -2t 2 —4 


'' 1 2 

T 2 H-T* 3 Ml 

o \ 3 


2 4 


8 


= -2 t z - -t 3 - 

3 3-4 


t ‘ 


n+ r 


x"(0 = - 


(2 O 2 (2f) (20 

— + — L + .+ —'- 

2! 3! (n + \)l 


Aqui vemos que la sucesiôn de aproximaciones sucesivas converge a 
x(t) = 1 +2î — e 2t , que es la soluciôn que podriamos haber obtenido 
directamente resolviendo la ecuaciôn lineal. 


b) T (x) (t) = 1 + 


n 


o 


yj 1 +x 2 (t)^t. Hagamos x° = \. Entonces 


n 


x‘(0 = T(x°)(t) = 1 + fidr = l+yfît 


o 


x 2 (0 = T(x') (0 = 1 + 


O 


yj 1 + ( 1 + 2t) 2 dx 


= \ - Yt 2 ln O +V / 2) + YT 2 [0 + V20 Vl+0+V20 : 


+ In ( 1 + yjl t + V 1 + ( 1 + v 2 ^) 2 )] ■ 


Ya a esta altura podemos darnos cuenta de la dificultad de seguir calculando 
aproximaciones sucesivas. 

El valor de este método de aproximaciones sucesivas en las ecuaciones 
diferenciales no estriba solamente en que él nos da un teorema de existencia 
y unicidad, sino que puede también usarse para derivar propiedades 
generales de las soluciones: la dependencia de las soluciones de las condi- 
ciones iniciaies, la dependencia de las soluciones de un parâmetro que 
aparece en las ecuaciones diferenciales, y asi por el estilo. Usualmente no 
es un método prâctico para el câlculo numérico de las soluciones. 

Pensemos de nuevo en el teorema de existencia y unicidad. Notese 
primero que es un teorema local. Solamente afirma la existencia y unicidad 
de una soluciôn en una vecindad del punto inicial (v°, / 0 ). La soluciôn se sabe 
que existe para todo t que satisfaga \t — / 0 | < 0, donde a es suficientemente 
pequeno. La prueba nos permite hacer una estimaciôn de a que dépende 
de la cuantia de K y M. Sin embargo, puede que sea posible continuar la 
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soiuciôn mucho mas de lo que esta estimaciôn indica. Supongamos que ias 
condiciones del teorema 3.8 se satisfacen en una vecindad de eada punto 
(v,/) de un conjunto abierto 3 de R"x R. Consideremos la soiuciôn x 
definida en una vecindad de un punto (v°, /) en 3 que pasa por este punto 
(es decir, tal que x(r 0 ) = v°). Sabemos que la soiuciôn estâ definida sobre 
un intervalo [t 0 — a, /o-f a] y permanece en 3. Hay, por tanto, una soiuciôn 
ünica a través del punto (x(f 0 4-a), t Q + a). A la izquierda de / 0 + a coincide 
con la soiuciôn con la que hemos comenzado. Esta es, por tanto, una 
extension ünica de la soiuciôn x. Continuando en esta forma tanto para t 
creciente como para t decreciente, puede argumentarse que hay un intervalo 
mâximo J = (oc, /?> sobre el que la soiuciôn puede continuarse en 3 . Esta 
soiuciôn sobre J se llama soiuciôn compléta en 3 que pasa por eî 
punto (v°, t 0 ). Es, en general, dificil determinar la amplitud del intervalo J . 
Puede, por ejemplo, ser finito. La ecuaciôn no lineal mas sencilla iîustra 
îo que puede suceder. La soiuciôn compléta de x = x 2 que satisface *(0) = 1 
es (1 — t)' 1 . El intervalo mâximo J es <-oo, 1). La soiuciôn va a infinito 
en un tiempo fînito y no puede extenderse mas alla de t= 1. Para el 
sistema lineal x(/) = A (t) x(/)-bf(/) probamos para coeficientes constantes 
y supusimos cierto para no constantes que, si A y f son continuos 
sobre <-oo, oo>, entonces las soluciones complétas estân definidas sobre 
< — co, oo). Para sistemas no lineales no hay respuestas tan sencillas. 

Nota. Todo lo que hemos probado en esta secciôn y la secciôn previa 
puede extenderse fâcilmente a funciones vectoriales complejas y la 
existencia y unicidad se aplica a la ecuaciôn diferencial vectorial 
compleja z = f(z, t). La funciôn f es de C" x R en C n , y una soiuciôn 
es una funciôn z de R en C n . Es suficiente reemplazar C n por R 2n . 

Problemas 

1, IJsese el método de aproximaciones sucesivas para resolver 

a) x(r) + 2x(/) = 3/ 2 —1, x(0) = 1 

b) x + x = 0, x(0) = 0, x(0) = 1 

c) 2x(t) + tx(t) = 0, x(0) = 1. 

2. Obténgase, comenzando con la condiciôn inicial, las très primeras 
aproximaciones sucesivas de 

a) x = x 2 , x(0) = 1 

b) ~ = x 2 +/, V (0) = 1 

dx 

c) x = x 2 +y 2 

ÿ = x-y, x(0) = 0, y(0) = 1 

d ) jc+x-^x 3 = 0, x(0) = x(0) = 1. 
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3. Considérese la ecuaoiôn diferencial autônoma (f es independiente 
de t) 

(*) x = f(x(0) 

donde f es una funciôn de R" en R" que es continua sobre un conjunto 
abierto S en R”. Supongamos que x es una solucion de (*) sobre [0, oo) 
y que x(t )-> v° cuando t -> oo donde v° es un punto de ê. Conclüyase que v° 
es un estado de equilibrio de (*); es decir, f(v°) =0. 

4. Sea F(x, y) una funciôn de R 2 en R con derivadas parciales continuas 
de segundo orden sobre un conjunto abierto ê de R 2 . Sea (x 0 , y 0 ) un 
punto en ê y supongamos que [D l F(x 0 , y 0 )] 2 -h [D 2 F(x 0 , v 0 )] 2 F 0. Pruébese 
que hay enfonces una curva lisa y que pasa por (jc 0 , y 0 ) sobre la curva de 
nivel F(x, y) = F(x 0 , y 0 ). Si D 2 F(x 0 , y 0 ) F 0, pruébese que y puede represen- 
tarse en la vecindad de (x 0 , y 0 ) como la grâfica de una funciôn y = f(x ). 
Formülense estos resultados como teoremas de funciôn implicita. 

5. Sea f una funciôn de R” + 1 a R" continua sobre el conjunto S = SF x J 
donde SF = {v | |v — v°| c: R" e J = [t 0 —a 9 t 0 + a] y sean D { f, D n f 
continuas sobre S. Demuéstrese que f satisface la condiciôn de Lipschitz: 
hay un numéro real K tal que 

| f(v x , ?) —f(v 2 , 01 < ATIv 1 — v 2 | 

para cualesquier (v 1 , t), (v 2 , t) en S. 

6. Considérese la ecuaciôn diferencial autônoma 

(*) x(/) - f(x(0) 

donde f es continua y satisface una condiciôn de Lipschitz en la vecindad 
de cada punto v° de R n . Sea x una solucion de (*). Pruébese que x es 
periôdica si y solo si x(t 1 ) = x(f 2 ) para algün t t ^t 2 (es decir, la curva 
descrita por la solucion es cerrada). i Qué es el periodo minimo ? 


4. FUNCIONES CIRCULARES 

Ahora que tenemos un teorema de existencia y unicidad para las 
ecuaciones diferenciales, sabemos que ecuaciones diferenciales mas condi- 
ciones iniciales definen funciones. Este es el origen de muchas de las 
funciones cuyas propiedades han sido estudiadas por los matemâticos y 
para las cuales se han calculado tablas. Como un sencillo ejemplo de esto 
definiremos las funciones circulares por medio de una ecuaciôn diferencial. 

Puede ser que las funciones circulares o trigonométricas se hayan 
definido bien en el curso de estudios del lector, o puede que no. Pero 
cualquiera que sea el caso nosotros vamos a imaginar en lo que sigue que 
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nada sabemos de estas funciones, y que estamos interesados en las soluciones 
de la ecuacion diferencial 


4.1 

Un sistema équivalente es 


4.2 


x -F x 


0 


x - —y 
y = x. 


y éste puede reemplazarse por una sola ecuacion compleja por la sustituciôn 
z ~ x + iy. Entonces z — x + iy = — y + ix = /z, de modo que tenemos que 
habérnosla con la ecuacion diferencial 


z — iz. 


Es ventajoso y no mas dificil, estudiar la ecuacion diferencial 


4.3 


AZ 


donde a es un numéro complejo arbitrario. Designemos por E la soluciôn 
de 4.3 que satisface z(0) = 1. Por el teorema de existencia y unicidad 
extendido a funciones complejas, sabemos que E esta defmida al menos 
en una vecindad de 0. Una de las cosas que necesitamos probar primero 
es que E esta defmida sobre < — oo, oo>. La funciôn E es un punto fijo 
(el ünico punto fijo) de 


rt 


T ( z ) ( t ) — l -j- À 


z(r )ch , 


0 


y es eî limite de una sucesiôn de aproximaciones sucesivas. 
Tomando z 0 = 1, la condicion initial, obtenemos 


z x {î) = T (z 0 ) (t) = 1 + A 


z 0 ( t) ch = 1 +At, 


o 


Z 2(0 = T' ( z i ) (0 = 1 


r (2t) 2 

(1 4- At) dx = 1 +kt 4- 

o 2! 


(Ar ) 2 ao 

z 3 (r) = l+if + — + ' 


2 ! 


3 ! 


y, por inducciôn. 


T 

~ n 



1 “h Àt + • * • + 


(ïtY __ ÿ 

ni = o 


w k 

k ! 


La sucesiôn {z„} converge absoluta y uniformemente sobre todo intervalo 
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finito. De aqui se sigue (o puede verificarse directamente por sustituciôn 
en 4.3) que 


4.4 



X 


I 

k- 0 


{Xtf 

k ! 


es la soluciôn sobre < —oo, oo) de 4.3 que satisface z(0) = 1. Si X es un 
numéro real, entonces E{t) — e /rt , y si X es un numéro complejo E{t) es 
entonces la extension de la funciôn exponencial real. Escribimos para 
toda X real o compleja, E(t) = e }t . De donde 

-e u = Xe u y e° = l . 
dl 


Esta es la unica funciôn con estas propiedades. 

Usemos ahora la ecuaciôn diferencial 4.3 para derivar algunas propie¬ 
dades de e u . Sabemos, por el teorema de unicidad, que ce u es la unica 
soluciôn sobre < — oo, oo) de 4.3 que satisface z(0) = c. Consideremos 
ahora las funciones 

E,{t) = e*e' A y E 2 (t) = e*+ Xl . 

Como £,'(/) = XE } (t) y E 2 '(t) = XE 2 {t), E { y E 2 son, ambas, soluciones 
de 4.3. Satisfacen las mismas condiciones iniciales /^(O) = = c a y, por 

tanto, por la unicidad de las soluciones, E { (t) — E 2 (t) para todo t . Tomando 
t — 1 tenemos la ley de los exponentes 

4.5 é x e x — + 

En particular, e À e~ x — e° = 1 y, por tanto, 

= (ô _I . 

Vemos inmediatamente por esto que e A -=X 0 para cualquier numéro 
complejo X . 

En el capitulo 11, secciôn 4, usamos las funciones seno y coseno para 
définir e lt . Ahora que ya hemos definido e lt independientemente de las 
funciones circulares, podemos seguir el camino inverso y usar esta funciôn 
exponencial compleja para définir el seno y el coseno. Definimos 

4.6 cos t = + sen t = — (e a ~ e ~ a ). 

2 i 

Asi pues, e lt = cos / + / sen t y la funciôn vectorial (cos, sen) es entonces 
la unica soluciôn de 4.2 que satisface (x(0), >>(0)) ^(1,0). 

Podemos ahora derivar las propiedades de las funciones seno y coseno 
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de las propiedades de e lt o directamente de la ecuaciôn diferencial 4.2. 
Por 4.4 sabemos que la sérié para e lt es 



00 


= z 

k = 0 


(uf 

kl 


1 4 ~ it — 



r r 

/—i-h 

3! 4! 


y por tanto 


. r. r 

cos t — 1 —— I - 

2! 4! 


00 


t 


2k 


= Z (-0* 

* = 0 (2 k) 


^3 j 5 oo .2k+ 1 

sen t - t -1-- = Y (-1)* -. 

3! 5! k = o (2/c+l)! 


Como (x, y) = (cos, sen) es una soluciôn de 4.2 vemos que 

D cos = — sen y D sen = cos. 

La curva y definida por x — cos t, y = sen î se encuentra sobre la curva 
intégral x 2 4-y 2 = i de 4.2. Asi pues, cos 2 4- sen 2 = 1. 

Probamos ahora que seno y coseno tienen 2 n como periodo minimo. 
No es dificil demostrar que hay un tiempo minimo T> 0 con la propiedad 
de que cos T = 0 y sen T — 1. Como (cos, sen) es una soluciôn de 4.2 con 
la condiciôn inicial (cos 0, sen 0) = (1, 0), cos / > 0 para todo t positivo y 
suficientemente pequeno. Para taies t la curva y estâ en el primer cuadrante, 
ya que de 4.2 se sigue que sen t es creciente y cos î es decreciente. Ademâs, 
después de un tiempo t > s > 0, x = —y < — sen e < 0. Asi pues, en un 
tiempo finito la curva y alcanza el eje y y x se hace negativo. Por tanto, 
hay un r>0 minimo con la propiedad de que cos T = 0 y sen 7=1. 
Como x 2 -by 2 = 1 sobre y , t es la longitud del arco a lo largo de la 
circunferencia (unitaria). Se sigue entonces fâcilmente que en el tiempo 4 T 
el punto x = cos î, y = sen î ha dado una vuelta alrededor de la circun¬ 
ferencia y 4 T ~2n. Vemos, por tanto, que 2n es el periodo minimo del 
seno y el coseno. Como e lt = cos î + / sen t, 2n es también el periodo 
minimo de e lt . 

Hemos, pues, dehnido las funciones circulares seno y coseno, hemos 
haliado su expansion en sériés de potencias para calcularlas y hemos dedu- 
cido todas las propiedades bâsicas de estas funciones. Las propiedades 
de adiciôn del seno y el coseno se siguen fâcilmente de la ley de exponentes 4.5 
como se mostrô en la secciôn 4 del capitulo IL 


5. SOLUCIÔN EN SERIE DE LAS ECUACIONES 

DIFERENCIALES 


La idea de obtener soluciones en sérié de las ecuaciones diferenciales 
se remonta mas de 300 anos hasta Newton. Una de las ecuaciones estudiadas 
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por Newton era 

5.1 — =1 + — , y(0) = 0. 

dx 1 — x 


Desarrollando (1 — x) 1 escribiô la ecuaciôn en la forma 


— = 1 + y(l + x + x 2 + •••) 
dx 


y obtuvo la soluciôn 

j(x) = x + y(x 2 + x 3 + .*.)• 

Veremos dentro de un momento cômo es que esto puede hacerse. Notando 
que x 2 + x 3 + *.. = x 2 /(l — x), la soluciôn es 

y(x) - x + ^x 2 /(l-x). 

En lo que estamos interesados es en los métodos para la obtenciôn de 
aproximaciones en sérié y, con unas pocas palabras de advertencia, ésta 
que hemos expuesto es adecuada para ser la primera que consideremos. La 
advertencia es que este ejemplo no debe llevarnos a creer que va a sernos 
siempre posible, y especialmente con las ecuaciones no lineales, obtener 
la sérié compléta, e incluso cuando esto es posible no se deben tener 
demasiadas esperanzas en la posibilidad de expresar la suma de la sérié en 
términos de funciones conocidas. Para muchos propôsitos todo lo que se 
necesita es obtener solo unos cuantos de los primeros términos y para 
muchas aplicaciones esto nos da una ütil primera aproximaciôn. Tal 
aproximaciôn es a menudo, como mas tarde veremos, el punto de partida 
para un câlculo numérico de la soluciôn. 

Uustramos ahora dos métodos para obtener aproximaciones en sérié. 
Supongamos que 5.1 tiene una soluciôn analitica en la veeindad del origen : 

QO 

5.2 y(x) = a 0 + a 1 x + a l x 2 + ■■■ = £ a„x". 

n=0 


Método 1. Sérié de Taylor 

Sabemos que los coeficientes a„ vienen dados por n\a„=y M ( 0). Por la 
ecuaciôn diferencial 5.1 podemos entonces calcular sucesivamente tantas 
derivadas evaluadas en el origen como deseemos. 

j(0) = 0 = a 0 
/(O) = l+y(0) = l = a, 
y"(x) = (l-xr 1 y'(x) + (l-xr 2 y(x) 
y "(0) = 1=2 a 2 

y"'(x) = (1-x) 1 y*(x) + 2(l-x) _2 y'( Jt: ) + 2 ( 1 “ 

/"(O) = 3 = 3!a 3 . 
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Tenemos entonces como una soluciôn aproximada 

v(a) = 

Para esta ecuaciôn en particular no séria muy diflcil probar que^ (M) (0) = \n\ 
f y q ue a n = 

Método 2. Coeficientes indeterminados 

Antes de comenzar a exponer este método, recuérdense nuestros 
resultados sobre diferenciaciôn, adicion e igualdad de sériés de potencias 
(capitulo 9, secciôn 9). 

Es conveniente escribir la ecuaciôn diferencial 5.1 en la forma 

( 1 — x) — = 1 — x -F y . 
dx 

Supongamos, ante todo, que estamos interesados en una aproximaciôn 
hasta el orden 3. Los puntos denotan los términos de orden mas alto. 
Sustituyendo la sérié 5.2 en esta ecuaciôn diferencial, obtenemos 

(1 — x) {ci \ T 2 ci 7 x ~F 3 ci 3 x^ ~b 4 ci 4 x' H - ... ) 

= 1 — A' H - Uq ci \ x H - ci 2 x ^ -f- ci 3 x^ “F ... 

Igualando los coeficientes de potencias iguales de a, tenemos las ecuaciones 

a { — 1 +«0 
2 ci 2 — ci 1 = — 1 +a ] 

3a 3 — 2 a 2 = a 2 . 

Como a 0 = _y(0) = 0, obtenemos 

a { = 1 

a i = “i + ûj = 2 

y la aproximaciôn deseada es 

y(x) = a + x ^ 2 + ' 2 ' x3 * 

Supongamos ahora que deseamos ver si es posible encontrar el coeficiente 

oo 

general a n . Tenemos entonces al sustituir y = tf„x" en la ecuaciôn 

« = 0 

(l-x)(l na„x"~ 1 J = 1 -x + Z 

\n = 0 / n = 0 

Agrupando términos, obtenemos 

OO 

M ~ 0 
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De donde 


a \ ~ a o — 1 
2a 2 — 2a x — — 1 


(« + 1) (ûb+i -û b ) = 0, n > 2. 

Este sistema iniïnito de ecuaciones lineales se resuelve fâcilmente 


a x = 1 +Oq = 1 

«2 = + = i 

a n+1 = a n = n ^ 2. 

Por tanto 

oo 

>'(*) = x + î £ *", M < 1 • 

n = 2 

El intervalo < — l, 1) es el intervalo de convergencia de la sérié. Realmente, 
sabemos que 

/ x \ x 2 

y(x) = x H-, x # 1 . 

2 1 — x 


El mayor intervalo en el que la soluciôn que satisface ^(0) = 0 esta defmida 
es ( — oo, 1). La soluciôn aproximada, hasta el término de orden 3, es, 
segün sabemos, suficientemente buena para x pequeno y no muy buena 
cuando x es cercano a I. 

Para una discusiôn mas detallada de las aproximaciones en sérié, para 
una justificaciôn de la hipôtesis de que hay una soluciôn analitica, 
para el estudio de estimaciones del error, enviamos al lector a las referencias 
enumeradas en la bibliografia, particularmente a [58]. 

En el prôximo ejemplo ilustramos la aplicaciôn de estos métodos a una 
ecuaciôn de segundo grado. 

5.3 Ejemplo. Obténganse aproximaciones en sérié de la soluciôn de 

5.4 u " + sen u = 0, w(0) ~ 0, w'(0) = u 0 . 

y*- 

Esta es la ecuaciôn que describe el movimiento de un péndulo (ejemplo 14.8, 
pâg. 688). 

SOLU CIONES. 

Método I. Supongamos una soluciôn de la forma 

u(t) = a 0 +a l ! + a 2 t+-" 


u (0) = 0 = a 0 , u' (0) — u 0 — a x 
w"(0) = —sen 1 /( 0 ) = 0 — 2 \a 2 


Entonces 
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u"'( 0) = — u'(0) cos w(0) = — u 0 = 3 ! a 3 

u {4) ( 0) = — w"(0) cos m(0) + (m'(0)) 2 s en u( 0) = 0 = 4 !u 4 

w (5) (0) = — u w (0) cos u (0) + 3 u"(0) u' (0) sen u (0) 

+ (u'(0)) 3 cos w(0) = Uq -f- w 0 3 = 5 la 5 . 


De donde 


u(t) — Uq t — - U 0 t + -Uq(1+Wq )^ 5 ~h 

3 ! 5 ! 


Método II. Puede conseguirse una simplificaciôn considérable si notamos 
de inmediato que la soluciôn es impar (problema 6 , pâg. 537). Podemos 
entonces suponer una sérié soluciôn de la forma 

u(î) = a x f + a 3 / 3 +a 5 ? 5 4- 

Este uso de la simetria corta en dos el numéro de coeficientes a determinar. 
Reemplazando sen u por su sérié y sustituyendo la sérié para u(t) en 5.4, 
tenemos 

3*2a 3 £ + 5 , 4a 5 f 3 + *• ■ -V-(cij ï cï 3 f^H— *•*) 


- (a x t + a $ t 3 ■ ••) 3 + — 0, 

3! 


donde los puntos representan términos de orden mayor que 3. Igualando 
los coeficientes de potencias iguales de î obtenemos 

6a 3 -F a j = 0 

20u 5 + a 3 —— a, 3 = 0. 

3 ! 


Corn o 


u'( 0 ) = a x = uq , 
_ 1 


a 


6 W 0 


a s = Tô(iwo + i» 3 )- 
Una soluciôn aproximada es 

, w O,3 , W 0 (l-fU 0 ) 5 

U (t) — Un. î - t H- t 

3! 5! 


La ecuaciôn para el siguiente coeficiente es 
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y con esto podemos comenzar a ver la dificultad para determinar el término 
general. 

Problemas 

1. Determmense los primeros cuatro términos distintos de cero de la 
expansion en sérié de la soluciôn de 

x(/) = senx(r) + e f , x( 0 ) = n 

por a) método I; b) método IL 

2 . Üsese el método I para determinar la soluciôn en sérié de 

x = x 2 , x( 0 ) = 1 . 

Sugerencia: para obtener el término general üsese la régla de 
Leibniz para la derivada n-ésima de un producto : 

D n (fg ) = t Q ( • 

3 # En el ejemplo 5.3 pruébese que u 0 = 6 0 Véase la pâg. 689. 

V 9 

4* Aproximese hasta el término de tercer grado la soluciôn de 

l ).-2 

dx l — x — y 

b ) x(t) +tx(t)x(t)+x(t) +1 3 ~ 0, x(0) = 1, x(0) = 0 

c ) x = y + x 2 

y = —x+y, x(0) = 0, y( 0) = 1 

d) x(t) = x(t) + tx(t) 

y{t) = 2tx(t)+y(t), jc(0) = a, y{ 0) = b 

é) x(t) = y(t)~ht~h 1 

HO = y(0+x 2 (0> m = 2, y( 0) = 2 

/) x + s(x 2 — l)x + x = 0 , x( 0 ) = 2 , x( 0 ) = 0 . 

5. a) Determinese una soluciôn en sérié de 

(x — 1) (x — k ) -- — (x + 1—2/c) — -h y — 0 

dx 2 dx 

que satisfaga y(0) — 1 — 2/c, y'( 0 ) = 1 . 

b) Para k # 0 la soluciôn en sérié obtenida en la parte a es ia soluciôn 
que satisface la condiciôn inicial. Cuando k = 0, pruébese que 
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(1 — x) 1 es también una solucion que satisface la misma condiciôn 
inicial. 

6. Aproximese hasta el término de grado 3 la solucion de 

“ = y 2 + x 2 , y(0 ) = 1 . 

dx 


6. SOLUCION NUMÉRICA DE LAS ECUACIONES 

DIFERENCIALES 


Hay un gran numéro de métodos para el câlculo de soluciones de las 
ecuaciones diferenciales. Presentaremos como ejemplo un método iterativo 
adecuado para el empleo de calculadoras y que en algunos casos da 
resultados plenamente satisfactorios. Con las calculadoras modernas de 
alta velocidad no hay, salvo para algunos problemas especiales, gran 
dificultad en el câlculo de soluciones particulares. No vamos a efeciuar 
ninguna comparaciôn entre los distintos métodos ni vamos a entrar en los 
problemas del anâlisis de error. Es una historia demasiado larga para que 
comencemos a discutirla aqui. El punto que aqui queremos senalar es 
que existen métodos para el câlculo de soluciones particulares y que no 
es ningun problema de mayor cuantia calcular una tabla de valores para una 
solucion particular, cuando la solucion del problema ha sido reducida a la 
de una ecuaciôn diferencial. A menudo se necesitan conocer las propiedades 
generales de una solucion o de un conjunto de soluciones, y aunque una 
mâquina calculadora, cuando se usa inteligentemente, puede ser util 
también para tal tarea, puede que no sea suficiente. El uso inteligente 
de las mâquinas y de los métodos numéricos y la investigaciôn de las 
propiedades generales de soluciones requiere el conocimiento de la teoria 
de ecuaciones diferenciales. 

Consideremos el sistema /z-dimensional de ecuaciones diferenciales 
definido por 


6.1 


x(/) = f(x(7), r). 


y supongamos que queremos calcular la solucion de 6.1 que satisface 


x(/ 0 ) — x sobre el intervalo [/ 0 , T]. Subdividamos el intervalo en un 
numéro finito de partes de longitud //. Sea i■ = t 0 +jh. Definimos el método 
por inducciôn. Supongamos que hemos calculado ya x(/ 0 ), x(/ 1 ), ..., x{t n ), 
y queremos calcular x(7, ï+} ) = x(f t! h). La funciôn 


6.2 




es entonces una aproximaciôn lineai de f(x(r), t) que toma los valores 
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f(x(f„_ t ), t n _ ,) y f(x(/J,/„) en t = t n _ x y t = respectivamente. Usando 
cp(/) para aproximar f(x(/), t) sobre el intervalo [ t n , t n+l \ y el simbolo 
para indicar “es aproximadamente igual a”, de 6.1 obtenemos 

N + ! 

x(r„ +l )-x(0 s v(t)dt 

%/ tn 

= hf(x(t„), t„) + jh[f(x(t n ), 

Usando la notaciôn mâsconveniente x B = x(/ M ), f„ = f(x„, /„) y Àf„ = f B —f„_ { , 
tenemos entonces 

6.3 x n+] ^ x„ + hf„ + ihAf„. 

Nôtese que calcular x n+1 requiere que conozcamos \ n y x„_ 1 . Asi, para 
calcular x 2 debemos conocer x 0 y x,. El valor de x 0 esta dado por la 
condiciôn inicial, y para calcular x { debe utilizarse algun método aproxi- 
mativo. Un método convenante es la aproximaciôn por la sérié de Taylor 
discutida en la secciôn 5. No hemos dado ni intentaremos dar una justifi¬ 
cation de este método de câlculo aproximativo de una solucion. Parece 
razonable y podemos esperar para un sistema dado 6.1, que la précision 
del método dependerâ del tamano de h y de cuân buena sea en realidad la 
aproximaciôn obtenida para x,. También podriamos esperar mejorar el 
método reemplazando cp(r) en 6.2 por un polinomio de segundo grado que 
tome los valores f n , î n _,, f„_ 2 en t n , / n _ { , t n _ 2 (problema 4). 

Ilustramos este método (a veces llamado método de Adam) aplicândolo 
primero a una ecuaciôn de primer orden, y luego, a una de segundo. 

6.4 Ejemplo. Calcülese una solucion aproximada de 

x = (1 ~x 2 ) 1/2 , jc(0 ) - 0 

sobre el intervalo [0, 1]. 

Solucion. Tomando h = 0.100 y usando los primeros dos términos en la 
sérié de Taylor para la solucion, tenemos 

x, = x{h) = .x(0) + /?(i — x 2 (0)) 1/2 = h = 0.100. 

Calculamos entonces los valores paso a paso usando 

-*71+1 = X n + hf n + \hkf n . 

A qui f(x) = (1 -x 2 )' 12 , l„ = nh, x„ = x(l„), f„ = /(*„), y A/„ = ,. La 

siguiente tabla contiene los resultados de este câlculo con très cifras 
significativas. La solucion exacta es la funciôn seno, y comparando con la 
ultima columna vemos la précision de nuestros câlculos. 
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n 

K 

x n 

fn 

A/„ 

sen i n 

0 

0.000 

0.000 

1.000 


0.0000 

1 

0.100 

0.100 

0.995 

- 0.005 

0.0998 

2 

0.200 

0.199 

0.980 

-0.015 

0.1987 

3 

0.300 

0.296 

0.955 

- 0.025 

0.2955 

4 

0.400 

0.389 

0.921 

-0.034 

0.3894 

5 

0.500 

0.479 

0.878 

- 0.043 

0.4794 

6 

0.600 

0.565 

0.825 

-0.053 

0.5646 

7 

0.700 

0.645 

0.764 

-0.061 

0.6442 

8 

0.800 

0.718 

0.696 

-0.068 

0.7174 

9 

0.900 

0.784 

0.620 

-0.076 

0.7833 

10 

1.000 

0.842 



0.8415 


6.5 Ejemplo. Calcülese una soîuciôn aproximada de 

x + x — x 2 = 0 , x( 0 ) — 0 , x( 0 ) = 1 

sobre el intervalo [ 0 , 0 . 2 ]. 

Soluciôn. Haciendo x = y tenemos el siguiente sistema équivalente 

x - y 

y = x 2 -x, x( 0 ) = 0 , ^( 0 ) = 1 . 

Tomamos h ~ 0.05 y definimos 

t„ = nh, x„ = x(t n ), y n = y(t n ). 

Usando los primeros dos términos de la sérié de Taylor, obtenemos 

Xj = x(h) ^ x(0) + /zx(0) = h = 0.050 
Ti = y {h) s t(0) + At(0 ) = y{0 ) = 1.000. 

Por 6.3 

x„+i = x„ + hy n + ihAy n 

>’„+ i = + * (x„ 2 -x n ) + j/?A (x,, 2 -x n ). 

De donde obtenemos 


n 


X n 

y n 

X n ~ X n 


A (x n 2 - x„ 

0 


0.000 

1.000 

0.000 



1 

0.050 

0.050 

1.000 

-0.048 

0.000 

-0.048 

2 

0.100 

0.100 

0.996 

-0.090 

-0.004 

-0.042 

3 

0.150 

0.150 

0.990 

-0.128 

- 0.006 

-0.038 

4 

0.200 

0.200 

0.975 
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Problemas 


1. Usando h = 0.05 en ei ejemplo 6.4, calcülese sen 1 con cuatro cifras 
significativas. 

2 . Calcülese una tabla de valores de la soluciôn de cada una de las 
siguientes ecuaciones diferenciales usando los valores de h y n que se indican. 
Siempre que sea posible* compârese con la soluciôn exacta. 

a) x{t) = x(0 + 2/, x(0) = 1, h = 0.10, n = 5 

b) el mismo problema que {a) con h — 0.05 y n — 10 

c) — — yjx + y, y(l) = 0, h = 0.10, n — 5 
dx 

d) x(r) = x 2 (/) + /, x(0) = 1, h = 0.10, n — 5 

e) x — xy 2 

y = — yx 2 , x(0) = 1, j(0) = 2, h = 0.10, n — 5. 

3. Calcülese n por la soluciôn numérica de 


dy 

dx 


(l+x 2 ) 1 . 


4. Supongamos que x n , x n - { y x n _ 2 han sido calculadas. Reemplâcese 
la ecuaciôn q>(0 de 6.2 por un polinomio de grado dos que tome los valores 
f„, f„_ i , f„_ 2 en t n , ?„_ 1 , t n - 2 ‘ Obténgase de aqui la formula 

x „ +1 ^ x„ + /7[f„+ 2 LAf„_ l + î ^A 2 f„. 2 ] 

donde Af k = f t+1 — f k y A 2 f ft = A(Àf t ) = Af^ + , — Af' t . Esta es una formula del 
tipo “paso a paso” para la soluciôn numérica de x(/) = f(x(?), t) que tiene 
en cuenta las “segundas diferencias” A 2 f k . Inicialmente se da x 0 y deben 
entonces calcularse x l y x 2 por algün otro método como, por ejemplo, 
una aproximaciôn por la sérié de Taylor. 

5. Üsese el método del problema 4 para resolver: 

a) Ejemplo 6.4. 

b) Problema 2 a. 

c) Problema 2 c. 

d) Problema 2 c. 


7. LOS POLINOMÏOS DE LEGENDRE 

Muchas funciones especiales han surgido de la fxsica matemâtica, y en 
esta secciôn ilustraremos lo que, para una gran clase de taies funciones, 
es un estudio tlpico de algunas de sus propiedades. Los polinomios de 
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Legendre fueron introducidos en 1784 por Adrien Legendre (1752-1833) 
y son soluciones de la ecuaciôn diferenciai 

7.1 (1 — t 2 ) je(/) — 2 tx(t) 4- n(n + 1 ) x(t) = 0. 

Esta ecuaciôn diferenciai lineal se llama ecuaciôn diferenciai de Legendre . 
Sea n un entero no negativo y busquemos una soluciôn 

oo 

x(t) = Z a k t k , 

k = 0 

analitica en una vecindad del origen. Sustituyendo las sériés en 7.1, 
obtenemos 

oc 

X {(1 —/ 2 ) k(k— \)a k t k ~ 2 —2tka k t k ~ 1 +n(n+ \ )a k t k ] = 0. 

k = 0 

Al igualar el coeficiente de t k a cero, obtenemos 

7.2 (A:-f-1) (k-\-2)a k+1 = [k(k +\) — n(n+\)]a k . 

Las soluciones principales, que denotamos por u n y v n , corresponden a las 
condiciones iniciales (a„(0), ù„(0)) = (1,0) y (i?„(0), v n (0)) = (0, 1). Exa- 
minando las sériés para u n , notamos en primer lugar que la sérié es par: 
a } = 0 y se sigue de 7.2 que todos los coeficientes impares son cero. La 
ecuaciôn para los coeficientes pares es 

7.3 (2 k + 1 ) (2 k -f 2) a 2k + 2 = [2 k (2 A: + 1 ) — n (n + l )] . 

Si a? es un entero par, la sérié termina con a n / rt (^ /J+2 = 0) y u n es un polinomio 
par de grado n . Si n es impar, se sigue de 7.3 y el criterio de la razôn, que 
la sérié converge en el intervalo abierto <—1, 1) (problema 1 ci). Se puede 
probar que diverge en los puntos extremos ±1 (problema 1 Z?). Anâlo- 
gamente, para v n , la sérié es impar, es un polinomio impar de grado n si n es 
impar, y en otro caso es una sérié infinita cuyo intervalo de convergencia 
es <-l, 1>. 

Restringiremos nuestra atenciôn a estas soluciones polinomiales que 
denotaremos por y n . Entonces 

y n (t) = b 0 r + b l t n - 2 +- = f b k f- 2k , 

k = 0 

donde el mâximo entero f- 2 - n] es igual a \n si n es par y a \(n— 1) si n es 
impar. Sustituyendo en 7.1 obtenemos la formula de recursiôn 




2 k + 2 ) (n — 2 k H-1 ) 



2 k (2 n — 2 k + 1 ) 
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De donde las soluciones polinomiales son 


y ni. 1 ) = b O 


t n _ "(» - 0 ( n- 2 + n(n-ï) (n — 2) (n-3) f „_ 4 


2(2n — t) 


2 • 4(2 n — 1) (2 n — 3) 


^VlC-D* (2 ”~ 2fe)! f 2t 


(2/?)! a. -- o 


k ! (n — k ) ! (n — 2 /c) ! 


El polinomio de Legendre P n de grado n se define por 


7.4 


j».(0-lî(- 0* (2n - 2/c)! - 

2" k = o k \ (n — k) \ (n — 2k) l 


n — 2k 


que corresponde a tomar b 0 = -—. Esta elecciôn de b n es conveniente 

2"(u !) 2 

para muchos propôsitos (véase, por ejemplo, 7.5 y problema 4). He aqui 
unos pocos de los primeros polinomios de Legendre: 

Po(t)=l, PAt) = t , P 2 (0 = i(3t 2 ~l), 

P 3 (0 = i(5t 3 -3t), P 4 (t) = i(35î 4 -30r 2 + 3) 

P 5 (0 = |(63? 5 -70( 3 +150. 

Una consecuencia (problema 5) de esta elecciôn de b 0 es que 
7.5 P n ( l)=l, P„(-l) = (-t) rt 


P 2n + 1 ( 0 ) “ 0 , 


Pln( 0 ) - (- 1 )° 


1 »3"-(2w-.l) 
2 • 4 2n 


(-1 r 


(2 n — 1 ) ! ! 
(2n)ü 


Lo que ahora queremos hacer es ilustrar de qué modo podemos derivar 
de la propia ecuaciôn diferencial algunas propiedades generales de los 
polinomios de Legendre. 

Podemos escribir la ecuaciôn diferencial de Legendre 7.1 en la forma 

— [(1 — t 2 ) x(0] + n(n H- 1) x(f) ~ 0. 
dt 

Si deflnimos L(x) (r) = —- ((1 — t 2 ) x(t)) y 2 — —«(/? +1), podemos 

dt 


expresar esto por 

7.6 


L{x) = 2x, 
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lo que se llama un “problema de valor caracteristic<y\ Los polinomios de 
Legendre son soluciones de la ecuaciôn de Legendre; es decir 

7.7 L{P n ) = -#i(#i+l)iV 

Asi pues, por analogia con el problema del valor caracteristico para 
matrices — n(n+ 1) se llama valor caracteristico y P n se llama una funciôn 
caracteristica. Es ésta una analogia provechosa que ha sido explotada y 
nos proporciona una via de acceso general al estudio de una amplia clase 
de ecuaciones diferenciales lineales y de problemas de frontera de interés 
en la fisica matemâtica y en otras muchas ramas (sistemas de Sturm- 
Liouville). Nuestro objetivo es el mucho mas modesto: queremos ilustrar 
simplemente un caso especial. Tenemos la siguiente identidad para el 
operador o transformation L: sean x x y x 2 un par de funciones diferen- 
ciables sobre < — oo, oo). Entonces 

7.8 x 1 L(x 2 )~x 2 L(x 1 ) = — [(1 — t 2 ) (x x x 2 — x 2 Xj)] . 

dt 


De esta simple identidad, llamada identidad de Lagrange , podemos deducir 
la siguiente importante propiedad de los polinomios de Legendre: 

n 


7.9 


P n P m = 0 para n ^ m . 




i 


Por 7.7 y 7.8 tenemos 


\_m (m +1 ) — n (n +1)] 


n 


-1 


P P 

1 n* m 



[P m L(P„)-P„L(F J] 


d_ 

dt 


[ci -t 2 ) (pjt)p n (t)-p n (t)p m mdt = o. 


Bajo la hipôtesis n # m (n y m son enteros no negativos), obtenemos 7.9. 
Esta propiedad 7.9 se llama “ortogonalidad” de los polinomios de Legendre 
sobre el intervalo [-1, 1]. En la secciôn 9 veremos mas sobre la significaciôn 
de esta propiedad. 

Podemos usar ahora la ortogonalidad 7.9 y el teorema de existencia y 
unicidad para ecuaciones diferenciales para establecer una propiedad de 
las raices de P n . 

7.10 Teorema. Todas las raices de P n son distintas y se encuentran en el 
intervalo < — 1, 1). 

Prueba. Sea R m un polinomio de grado m. Elijase c m de manera que el 
coeficiente de t m en c m P m (t) sea el mismo que el que tiene en R m . Elijase 
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después de modo que el coeficiente de t m ~ l en c m - x P m - x (t) sea el 
mismo que el que tiene en R m (t)~ c m P m {t). En esta forma vemos que 
podemos determinar c m , c 0 de modo que 

7.11 R m = c 0 P 0 + c x P x + ... + c m P m . 

Todo polinotiiio de grado m puede expresarse como una combination lineal de 
los polinomios de Legendre P 0 , P m . Se sigue entonces por 7.9 que T 
si R m es un polinomio cualquiera de grado m 

7.12 J R m P n = 0 para m < n . 

Estamos ahora preparados para investigar las raices de P n . Como P n es 
una solution de la ecuaciôn diferencial 7.1 no puede tener una raiz multiple 
en <—1, 1). Si tuviera una raiz multiple r en <—1, 1), entonces P n (r) = 
P n '(r) = 0. Pero la ûnica solucion de 7.1 sobre < —1, 1) que satisface esta 
condiciôn inicial es la funciôn cero. Luego las raices de P n en <— 1, 1) son 
distintas. Supongamos que las raices en < — 1, 1 ) son t x , t 2 , ..., t m • 
Definamos 

R m (t) = (t-tj) (t-t 2 ) - (t-tj. 


R m tiene las mismas raices en el intervalo < — 1, 1) que P n y tiene el mismo 
signo que P n en / = 1 (ambos son positivos). Luego 


ri 



R m P„>0. 


Como m ^ n , se sigue de 7.12 que m — n , lo que compléta la prueba. Para 
otra prueba del teorema 7.10 véase problema 7. 


Problemas 

QO 

1. Consideremos la sérié ^ aikt 2k donde a 0 =l y los coeficientes a 2k 

k — 0 

estân definidos por 7.3. Pruébese que: 

a) La sérié converge en el intervalo <— 1, 1). 

b) La sérié diverge en t = +1. 

2. Llénense los detalles faltantes de la discusiôn que condujo a la 
formula para las soluciones polinomias de la ecuaciôn de Legendre. 

3. Derivese una expansion en sérié para la solucion general de la 
ecuaciôn de Legendre sobre el intervalo < — 1, 1) suponiendo solamente 
que n es un numéro real. 

4 . Pruébese que 

oo 

(l-2»x + x 2 )- l/a = Po(l)+P l (t)x+- = I P„(t)x n 

n~0 
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para cualquier valor de t y para \x\ suficientemente pequena. ((I —2 tx + x 2 ) * 
se llama funciân generadora de los polinomios de Legendre.) 

5. Pruébese 7.5. Sugerencia: üsese la funciôn generadora del problema 4. 

6. Pruébese que 



1 cF 
2 n ni dt n 




A esto se llama formula de Rodrigues (1815). 

7. Pruébese el teorema 7.10 usando la formula de Rodrigues del 
problema 6 y el teorema de Rolle. 


8 . Pruébese que: 




2 

2n+\ 



Sugerencia: puede establecerse esto usando la formula de Rodrigues 
y la integraciôn por partes. Una prueba mas ingeniosa puede basarse 
en el cuadrado de la expansion en problema 4 y la propiedad de ortogo- 
nalidad de los polinomios de Legendre. 

9. Pruébese que: 

a) {n+[)P„ +l (t) -(2/i + 1 )tP„(t) + nP j (?) = 0 

b) tP n '{t)-P' n _ l {t) = nP„(t) 

c) P' n+l (t)-tP n '(t) = (n+l)P„(t). 


Sugerencia: 


2 . dV 


a) considérese (1—2 tx + x )— = (x — t)V donde 

dx 


V = (1—2 tx + x ) 


2\~l/2 


b) Considérese x — = (t — x) — 

dt 


ox 


10. Pruébese que: 


+ i + * * * + c„ — 0 


implica c 0 = c l ~ = c n = 0 (los polinomios de Legendre son linealmente 

indépendantes). 

11. Si /es un polinomio de grado n , pruébese que 

/ = c 0 P Q + Cl P, + ~ +C„P„ 


donde c. 


2/c-fl 




-1 


fPi 
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12. Pruébeseque: 

a) Las funciones <p n = e int , n — 0, ±1, ..., son ortogonales sobre el 
intervalo [ — n, n]. 

b) + +c 0 <p 0 + c 1 <p 1 + - +c n <p n = Q, implica 

c- m = c_ m+1 = = c 0 = c { = "• = c„ = 0 (las funciones q> k , 

k = son linealmente independientes). 

c) sen t , sen 2t, .. ., son ortogonales y linealmente independientes 
sobre el intervalo [0, n\. 


13. La ecuaciôn diferencial de H ermite es 

x(t) — 2ti(t) + 2/2x(0 — 0 

La soluciôn polinomial H n de esta ecuaciôn diferencial en que el coeficiente 
de t n es 2 n se llama polinomio de Hermite de grado n. Pruébese que: 


[i»3 

a) H n (t ) = X (-1)' 


n ! 


/c = 0 


fe!(n- 2 k)J 


(20 


n — 2k 


b) e~ x2 + 2,x 


I 

n= o n ! 



e t2 H n (t)H m (t)dt = 0, n^m. 


Sugerencia: nôtese que L(H n (t)) — —2ne t2 H n (t) donde L(H n (t)) = 
dt 


8. SERIES DE FOURIER 

Las sériés de Fourier tuvieron su origen en el siglo xviii en el trabajo 
de Daniel Bernoulli (1700-1782) en conexiôn con el problema de una 
cuerda vibrante. Su trabajo (Sur les Cordes Vibrantes , 1753) planteô la 
cuestiôn de si toda funciôn / que es continua sobre un intervalo [ 0 , n] y se 
anula en los puntos extremos puede representarse por una sérié de senos; 
es decir, i puede uno encontrar constantes b n taies que 

CO 

8.1 f(x) = Y b n sen nx 

n= 1 

sobre [0, n] ? Basândose en la intuiciôn fisica, Bernoulli dijo que si. Los 
matemâticos mas distinguidos de entonces dijeron que no. Sus argumentos 
contra Bernoulli se basaban en una intuiciôn matemâtica ingenua y en 
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un concepto limitado de lo que es una funciôn. En 1822, Juan Bautista 
Fourier (1768-1830) usé sériés trigonométricas en su teoria de la conducciôn 
del calor (La Théorie Analytique de la Chaleur). Su trabajo hizo surgir el 
problema de si las funciones /continuas sobre [ — n, n] con /( — n) = f(n) 
pueden representarse por sériés de senos y cosenos; es decir, ^pueden 
encontrarse constantes a n , b n taies que 

00 

8.2 f(x) = jü 0 + £ ( a n cos nx + b n sen nx) 

n= 1 

sobre [ — n, n] ? El uso de Fourier de estas sériés era puramente formai, y 
ello rénové la controversia que habia comenzado con Bernoulli. Esta 
controversia tuvo un profundo efecto sobre las matemâticas y condujo a la 
clarification de muchas cuestiones relacionadas con las sériés y las funciones. 

Es rnucho mâs conveniente expresar el problema de représentation que 
plantea 8.2 en términos de la exponencial compleja. Supongamos que / es 
continua sobre [ — n, n] y que /( — n) = f(n). Nos preguntamos entonces si 
podemos encontrar coeficientes c n con la propiedad de que 


OC 


8.3 


f(x) = y c„ 


inx 


n ~ — oo 


oc 


8.4 Teorema. Si la sérié c n e inx converge uniformemente a f sobre 

tt ~ — CO 

[ — n, n], entonces los coeficientes c n vienen dados por 

\ 

2 71 


r k 


8.5 


f, = 


f(x)e n dx 


Prueba. Como la sérié converge uniformemente a/sobre [ — n, n] podemos 
integrar término a término. Usando la propiedad de ortogonalidad 


7T 


inx — imx 

e e 


dx 


J -n 


J 0 , m # n 
|2 7 r, m — n 


para calcular los coeficientes, obtenemos 


71 


— n 


oo 


f(x)e- imx dx = £ c„ 


n — — oo 


7T 


— 7T 


e inx e~ lmx dx = 2 ne 


m' 


De donde 


c = 

u m 


2 71 


n 


— n 


/(x)e * dx 


Llamamos a éstos coeficientes de Fourier de /. 
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Si preferimos trabajar con la sérié trigonométrica 8.2, tenemos 

00 oo 

c n e lnx = Z c„(cos nx + i sen nx) 

n= — oo «= — oo 


oo 

= c o + Z [(c„ + c_„) cos nx + i(c„-c_„) sen nx] . 

n = 1 


Por tanto 


1 

a n = C « + C - « “ “ 

7T 


/(x) cos nxdx 


— n 


8.6 


= i(c„~c- n ) 


1 


n 


f (x) sen nx dx 


- n 


n = 0, 1, 2, *•* 

n = 1, 2, 


Estos son los coeficientes de Fourier de /para la sérié trigonométrica 8.2. 


8.7 Corolario. Si la sérié + Z (a n cos nx + b n sen nx) converge uni - 

« = î 

formemente a f sobre [—n, n], entonces los coeficientes a n y b n estân dados 
por 8.6. 

Si / es continua sobre [ — n, n ], entonces los coeficientes de Fourier c n , 
y estân definidos y la sérié correspondiente se llama sérié de Fourier 
de /. Escribimos entonces 

00 

J ~ L C n e 

n= — oo 

o bien 

00 

/ ~ i a o + Z ( a « cos nx + sen nx), 

« = o 

donde c n , a n y b n son los coeficientes de Fourier de /dados pof 8.5 y 8.6. 
Esto es simplemente una asociaciôn formai de una sérié con una funciôn 
y nada queda implicado respecto a la convergencia de la sérié. Uno de los 
problemas en las sériés de Fourier es el de procurar una interpretaciôn 
de “ Cuândo, por ejemplo, podemos reemplazar “ por “ = ” donde 
“ = ” significa convergencia uniforme a / o algün tipo mas débil de 
convergencia. Se sabe mucho acerca de este problema, pero no podemos 
entrar aqui en muchos detalles. Hay muchas referencias excelentes (unas 
cuantas de ellas aparecen en la bibliografia en la pagina 777) y solo queremos 
presentar una breve introducciôn a este importante tema. 

La primera pregunta que contestaremos concierne a la unicidad de la 
sérié de Fourier de /. Supongamos que f y g son un par de funciones 
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continuas sobre [ — 71 , 71 ]. Queremos probar que las sériés de Fourier son las 
mismas si y solo si f ~ g. Es inmediato que si / = g entonces / y g tienen 
Ios mismos coeficientes de Fourier. El problema reciproco es algo mas 
dificil. 

8.8 Teorema. Si f y g son continuas sobre [ — 7r, 7 t] y tienen los mismos 
coeficientes de Fourier , entonces f — g sobre [ — n, n ]. 

Prueba, Se sigue de inmediato el enunciado si demostramos que la sola 
funciôn continua con coeficientes de Fourier cero es la funciôn cero. 
Entonces, si los coeficientes de Fourier de / y g son iguales, los coeficientes 
de Fourier de f—g son todos cero. Luego f—g = 0 y / = g . 

Supongamos que hay una funciôn continua h distinta de cero y continua 
sobre [ — 7r, 7i] con la propiedad de que 

C K 

h(x)e imx dx = 0 , m = 0 , ± 1, ±2, 

J '71 

Claramente, la conjugada compleja de h también tiene esta propiedad de 
modo que podemos suponer que hay una funciôn real distinta de cero h con 
esta propiedad. Extendamos la definiciôn de h a < — 00, 00) haciendo h 
periôdica de periodo 2 7 r ; es decir, para cada x en [ — tt, 71] y todo entero k 
se define h(x + 2kn) = h(x). Entonces para cualquier c (problema 1) 

*c+k Cn 

8.9 h (x) e imx dx - h (x) e imx dx - 0 

C 71 ^ 7Z 

para toda m = 0, + 1, ± 2, ... . Como h # 0, entonces, para algün c, h(c) ^ 0. 
(Como h se supuso continua sobre [ — 71, n\, podemos suponer que c esta 
en < — 7r, 7r), y la funciôn extendida h es por tanto continua en c.) Por 8.9 
la propiedad de tener coeficientes de Fourier cero es invariante bajo las 
traslaciones y, ademâs, no cambia por la multiplicaciôn por — 1. Podemos, 
por tanto, suponer que b(0) > 0 y que h es continua en 0. Entonces, para 
algun ô > 0, h(x) > > 0 cuando \x\ < Ô. Podemos suponer 0 < ô < n. 

Definamos 

P n (x) - (1 - cos ô + i(e ix + e~ ix )) n . 

No es dificil probar (problema 2) que 1 — cos ô + %(e iX + e~ lx ) = 
1 — cos ô 4- cos x es mayor que 1 cuando \x\ < S < n y es menor que 1 en 
valor absoluto cuando S < |jc| ^ n. Como todos los coeficientes de Fourier 
de h son cero, 

h(x)P n (x)dx = 0 para todo n — 1, 2, ••• 
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Pero 


h ( x ) P n (x) dx 


— n 


rô 


- ô 


h(x) P n (x) dx + 


h (x) P n (x) dx -F 


71 


h(x) P„(x) dx . 


rô 


Como (probiema 3) 


h(x)P n (x)dx oo cuando n -+ oo e 


/* —X 


— n 


h(x) P n (x)dx + 


h(x) P n (x)dx 


TC 


< \h(x)\dx para todo n. 


— n 


C n 

h(x)P n (x)dx -> oo cuando n-> oo. Esto es una contradicciôn y, por 

J 

tanto, h = 0 es la ünica funciôn continua sobre [ — tt, tt] con la propiedad 
de que todos sus coeficientes de Fourier son cero. Y esto compléta la prueba. 
El siguiente corolario nos demuestra la importancia del anterior teorema. 

8.10 Corolario. Si f es continua sobre [ — n, n] y si su sérié de Fourier 
converge uniformemente sobre [ — n, n], enfonces converge a f. 

oo 

Prueba. Sea £ c n e inx la sérié de Fourier de /, y supongamos que 

n = — ce 

OO 00 

£ c n e inx converge uniformemente sobre [ — n , n\ a g. Entonces ^ c n e lnx 

n= — oo n"-—oo 

es también (teorema 8.4) la sérié de Fourier de g. Por tanto, por el teorema 8.8 
f = g, lo que compléta la prueba. 

Una funciôn / sobre cualquier intervalo J se dice que es Usa a trozos 
sobre J si tanto f como f son continuas a trozos sobre J>. Para muchas 
aplicaciones el siguiente resultado es un teorema de representaciôn adecuado. 

8.11 Teorema. Supongamos que f es Usa a trozos sobre [ — 71, n] y luego es 
extendida a ( — oo, oo) de forma que es periôdica de periodo 2 n. Entonces 
la sérié de Fourier de f converge en cada punto x a i (/(■* — 0)+/(x+0)). 1 

Prueba. Sea 


S „(*)= f c k e ikx 

k= ~n 


1 /(x + O) es el limite a la derecha de / en x : /(* + 0) = Km f(x + t), y f(x — 0) 

t —* o + 


es el limite izquierdo de /en x. 
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la / 2 -ésima suma parcial de la sérié de Fourier de /. Entonces por los 
problemas 5 y 1 


(x) 



~ \ f(u)e~ iku e ikx du 
2n J - n 


2n 


K 


/(“) Z e 

k— — n 


ik(u — x) 


du 


2n 


n 


— n 


... . sen(n + i) (u—x) , 
J («)---—-- du 

sen j(u — x) 


2 n 


^n~x 


— n — x 


r/ x sen (n + i)/ , 
f{t + x) ---— dî 

sen \t 


2n 


n 


— n 


r . x sen {n + \)t , 

f(t + x) ---— dt 

sen \î 


De donde obtenemos 


8.12 


s„(x) = 


1 


2n 


n 


■ n 


/(,+,) sen( " +<>, d, 

sen \ t 


Definamos 


h{t) = 


2 sen \ t 


Es claro que h es continua a trozos (en realidad, Usa a trozos) sobre <0, n\. 
Necesitamos saber que h es continua a trozos sobre [0, n]. Ahora bien 

lim *<<) - 11m __L_ 

r-*-o + t^o + t 2 sen \t 

w f(x + t)—f(x + 0) 


si este limite existe. Pero segün el teorema del valor medio y para t sufi- 
cientemente pequena 

/(x + 0-/(x + 0) = fXx + dt) 

t 



8] 


Sériés de Fourier 


731 


para algün 0 <0 t < t. Como se supuso que / era lisa a trozos, se sigue 
entonces que 

Hm h(t) = f'(x + 0). 
r->o + 


Este resultado puede también obtenerse directamente usando la régla de 
l’Hôpital (pâg. 128). Por tanto, h es continua a trozos en [0, n] y, por el 
problema 4b, 


1 


rn 


Hm - 

n-* oo U ^ 


h(t) sen + dt = Hm — 

0 n~+ oo 271 


7Z 


-, . sen (w + £)f . 

j(x + t) ---— dt 

o sen \ t 


i rn 

- Hm — 

n~+ oo 2TT JO 


,/ sen (n + i)t , n 
/ (x + 0)---— dt = 0 

sen 


Se sigue entonces del problema 6 que 


Hm — 

n -» oo 2 71 


TC 


0 


-, . sen + , 7 -, 

/(* + 0-;- dt = i/(x + 0) 


sen 


Anâlogamente, 


Hm 


1 


r o 



/(*+*) 


sen (n + t) t 
sen 


dt=\f{x- 0). 


Combinando estos dos limites, tenemos (véase 8.12) 

Hm s„(x) = i{/(x—0)+/(x + 0)}, 

«->00 

lo que compléta la prueba. 

Al discutir la sérié de Fourier de una funciôn tomâbamos [ — n, rc] como 
intervalo bâsico. Lo mismo podiamos haber tomado cualquier interval o 
cerrado finito — ^l, Cambiando a este intervalo tenemos 


8.13 

/ 

donde 


81.4 

1 

c„ = - 
/ 

o bien 


8.15 

GO 

f ~ + Z 

n = 1 


00 

~ E C » e 

n — — oc 


t'2«7r(jc//) 


'lj 2 


f(x)e 


— i2nn(x/l) 


dx ; 


1/2 


X 

t 


X 

/ 
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don de 


8.16 



2 

1 

2 

/ 



f (x) cos 2nn - dx 

1 

x 

f (x) sen 2nn - dx . 



8.17 Ejemplo. Sea / la sérié periôdica de pulsos rectangulares unitarios 
que mostramos en la figura 1. Por conveniencia tomamos como periodo la 
unidad de tiempo. Calcülese la sérié de Fourier de /. 


Soluciôn. Los coeficientes de Fourier de f son 




f (t)e~ i2nnl dt 


r^ô 


j 


— ilnnt 


dt = — sen nnÔ , 
nn 


n # 0 


n 


c 0 = 


/ (t)dt = Ô . 


— _L 
2 


De donde 


-1 


x , v sen rt7t<5 j2nm , ^ sen nnô i2 „ n , 

/(O ~ <5 + 2. - e + L - e 


n = co nn 


n — 1 n7T 


= 5 + 25 


I 


n = 1 


sen nnÔ 

-cos 2 vint. 

nnô 


En t = ±^S la sérié de Fourier converge al valor medio Las amplitudes 

relativas de las armônicas 2nnt varian como - sen x, donde x = nnô. 

x 
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Por tanto, podemos esperar que cuanto mâs pequeno sea ô mayor sera la 
importancia de las armônicas mâs altas. Esto se sabe muy bien por los 
disenadores de amplificadores de pulsos rectangulares. 

Mencionamos al principio que a menudo se esta interesado en la 
representaciôn de una funciôn / sobre un intervalo [0, 1] por una sérié de 
senos. Si definimos /( — x)~ — /(x), entonces obtenemos esto como un 
caso particular de las mâs generales sériés trigonométricas de Fourier. 
Sobre el intervalo [—1, 1] 

1 00 / x x 

f(x) ~ - a 0 + V ( a n cos nn — h b n sen nn - 

2 n=l \ l i 

Pero como/ es una funciôn impar, a n — 0 para todo n (problema Sa) y 

00 

f( x )~ £ b n sen nn - 

n = 1 / 



donde 


bn = ~i 


ri 


x 


f (x) sen nn ~ dx 
o / 


Se sigue entonces del teorema 8.11 que si / es lisa a trozos sobre [0, 1] esta 
sérié de senos converge para cada x a i(/(x-0)+/(x + 0)). 



8.18 Ejemplo. Represéntese la funciôn f que aparece en la figura 2 por 
una sérié de senos sobre el intervalo [0, 1], 

Soluciôn. Como /(/— x) — f(x), tenemos que 



^ x 

/ (x) sen nn - dx 

o l 
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' lil x 2 

/ (x) sen mz-dx H— 

o l / 


*Z/2 

/(x) sen «7r 11 — y )dx 


- [I-(-!)"] 

v 


7/2 


X 


/(x) sen «7i — dx. 
o / 


De donde b 2n ~0 y 


2/î + i ~ ~ 


' //2 2 x 

- x sen (2 « -f l ) 7i - dx 

o / / 


= (-!)" 


8 


2 _2 


(2 « + 1 ) 7T 


Por tanto 


/w = 


8 


71 


71X 1 3 7TX 1 5 7TX 

sen-sen-h — sen-4 

19 l 25 / 


8 (-1)” 7rx 

= -; I —-— sen (2n +1) 


7T" /i = 0 (2« -f î)' 


/ 


Como el término general en la sérié es en valor absoluto menor que 
l/(2«+l) 2 , sabemos que la sérié converge uniformemente sobre [0, 1]. 
Por tanto, por el corolario 8.10 la sérié converge uniformemente a / 
sobre [0, 1]. En particular, tenemos al evaluar la sérié en x = j que 


K 111 

— = 1 4--i--j- 

8 3 2 5 2 y 2 


Problemas 


1. Si / es continua y periôdica de periodo T pruébese que para todo c 


Cc+T 


f = 


O 


/. 


2. Pruébese que 1 — cos ô 4- cos x > 1 cuando |x| < Ô <n y 

11 — cos ô -t~ cos x\ < 1 


cuando 0 < Ô < |x| < n. 

3. Con /?(x), P n (x) y ô definidas como en la prueba del teorema 8.8 
pruébese que 


rô 


à) 

b) 


h(x) P n (x) dx -► oc cuando « —► oo 


h (x) P n (x) dx + J h (x) P n (x) dx 



< 


TT 


— n 


\h(x) \ dx 
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4. à) Si / es continua sobre [a, b] pruébese que 


lim 

W-* QO 


/(0 sen wt dt — 0. 


a 


Sugerencia: pruébese primero que 


/ ( t ) sen wt dt = — 


f(t + e) sen wt dt 


a — E 


rb-e 


+ 


[/(*)“/(* +g)] sen d* + 


rb 


b-E 


f(t) sen wtdt, 


donde e = —. 

w 


b) Conclüyase que la parte a) se verifica si / es continua a trozos 
sobre [a, 6]. 

5. Pruébese que Y = scn (a + 2 ) A . 

sen \ 6 


k = -n 


6 . Pruébese que 


71 sen 

0 sen ^ t 


dt ~ n 


7. Derivense 

a) 8.14 b) 8.16. 

8. Si/es intégrable sobre [ — n, n] pruébese que: 


00 


a) Si / es impar, entonces f(x) ~ £ b n sen nx, donde 


n= 1 


9 rrc 
*>„ = - 


TT J 


/ (x) sen « x dx 


0 


00 


b ) Si / es par, /(x) ~ ^-a 0 + £ a n cos nx, donde 


n= 1 


= - 


2 J 71 

7T JO 


/ (x) cos nx dx. 


9. Encuéntrense las sériés de Fourier de 


a ) /(*) — -X 2 sobre [ — te, te] b) /(x) = x 2 sobre 


L 2 2J 
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c ) /(x) = e x sobre [—1,1] d) /(x) — x sobre [~n,n] 

e) /(x) = \x\ sobre [ — tt, n] 

f) f — — 1 sobre [ — n, 0], f — 1 sobre <0, n] 

g) f = 0 sobre [—1,0], /( x) — x para x en [0, 1 ]. 

10. Discütase la representaciôn en sérié de cosenos de una funciôn f 
sobre el intervalo [0, {]. Pruébese para 

1 ® x 

J (x) - - a 0 - f Y, a n cos nr[ - 

2 « = i l 


que 


a, 


2 

/ 


ri 


x 


f(x) cos tin - dx . 
o / 


11. Proporcionense las representaciones en sérié de senos y las repre- 
sentaciones en sérié de cosenos de cada una de las siguientes funciones: 

a) f = 1, sobre [0, 7i] b ) f = / sobre [0, 7i] 

e) / = sen sobre [0, 7t] d) f — cos sobre [0, 7r] 

e) f(x) = x(71 — x) sobre [0, 7r]. 


12 . Si/y g son reales y continuas sobre [tf, b] pruébese que 


rb y 

fg ) ^ 


/ : 


C/ 


J “ 


g 


« 


13 . Suponiendo que /es real y continua sobre [ — 7r, 7 ü] establézcase la 
desigualdad de Bessel 


1 


2 n 


K 


— K 


OC' 


OO 


f 2 > I k| 2 = ; Z (a. 2 + ^ 2 ), 

k - - x 2 fc = 0 


donde , a* y son los coeficientes de Fourier de f. 

14 . Supongamos que / tiene una derivada segunda continua sobre 
[ — TT, 7i] y que /( — 7r) = /(zr) y f{ — n) = Pruébese que 

a) los coeficientes de Fourier, de / tienen la propiedad de que 
para algun a > 0 



x 
k 2 


para todo /c. 


Sugerencia: intégrese por partes. 

b) La sérié de Fourier de / converge uniforme y absolutamente 
a f sobre [ — n, 7i]. 
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c ) Generalicese el resultado de la parte a) para cuando / tiene 
derivada ra-ésima continua sobre [ — n, n], 

15. Supongamos que / es continua sobre [ — n, n]. Pruébese que: 

a) para cada e > 0 hay una funciôn poligonal continua (su grâfica 
estâ formada de segmentos rectilineos) p con la propiedad de que 

\f(x)—p(x)\ < s para toda x en [ — n, n]. 

b) Sea s un numéro positivo cualquiera y [a, b\ un intervalo cerrado 
cualquiera en el interior de [— n, n\ {~n < a < b < n). Sea p una 
funciôn poligonal cualquiera continua sobre [ — 71 , 71 ]. Entonces 
existe una funciôn g con una derivada segunda continua sobre 
[ — 7 r, 7i\ tal que g( — n) = g(n), g'(~ tc) = g r ( 71 ), y con la propiedad 
de que 

\p(x)-g(x)\ < £ para toda x en [a, b], 

c) Para todo e >0 y todo intervalo [a, b] en el interior de [ — 7c, n] 
hay un polinomio trigonométrico 

T(x)= X CL k e‘ kx 

k= -n 

con la propiedad de que 

| /(x) — T(x)\ < £ para toda x en [a, b]. 

16. Teorema de la aproximacion de Weierstrass. Si / es continua sobre 
[a, b], entonces para todo e > 0 hay un polinomio p con la propiedad de que 

\f{x)—p(x)\ < £ para toda x en [a , b]. 

Sugerencia: véase el problema 15. 

9. APROXIMACIONES DE FOURIER 

Hemos discutido el problema de la representaciôn de una funciôn por 
una sérié trigonométrica. Las funciones exponenciales complejas y las 
funciones trigonométricas son nada mâs que dos elementos de la gran 
clase de las llamadas funciones “ortogonales”. 1 Vamos a continuaciôn a 
considerar el problema mâs general de aproximarnos a una funciôn 
arbitraria por una combinaciôn lineal de funciones “ortogonales”. Estamos 
interesados en el problema de la aproximacion en el espacio ^ de todas las 

1 Como el lector verâ, no hay funciones ortogonales, sino “familias de funciones” 
ortogonales. Las funciones exponenciales complejas constituyen una familîa de fun¬ 
ciones ortogonales; las trigonométricas, otra. [N. del T.] 
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funciones complejas (con valores en el campo complejo) continuas sobre 
un intervalo [a, h] de la recta real. Este espacio es completamente anâlogo 
a los espacios vectoriales R" y C n . La principal diferencia es que no es 
finitodimensional. Estamos ya familiarizados con las operaciones algebraicas 
sobre funciones y la unica nueva caracteristica en este espacio es la 
introduction de un producto interior o escalar de funciones anâlogo al 
producto escalar de vectores finito dimensionales. El espacio ( € es un 
espacio vectorial con un producto interior. Resolveremos el problema de la 
aproximaciôn en un espacio vectorial V con un producto interior y, 
finalmente, aplicaremos esto a la aproximaciôn de funciones por funciones 
ortogonales. 

9.1 Definiciôn. Un espacio vectorial (complejo) es un conjunto de elementos 
/, g, h, ..., llamados vectores , con las siguientes propiedades (a, /? son 
numéros complejo s) : 

A 1 . A cada par de vectores f y g de V corresponde un tercer vector h de V , 
lia ma do suma de f y g y escrito h — f+g. 

A 2 . /+g = g+f. 

A 3 . (J +g) + h ~ j + (g + h). 

A 4 . Hay un vector (ünico) 0 en K, llamado vector cero , con la propiedad 
de que / + 0 = f para todo f de V. 

A 5 . Para cada f en V hay un vector (ünico), denotado por — f y llamado 
inverso de f con la propiedad de que /+(—/) = 0 . 

S j. Para cada nümero complejo a y cada vector f en V hay un vector h 
en V , escrito h = af. 

S \ f — /. 

5 3 . «(/?/) = (a/?)/. 

5 4 . (a + /0/=a/+jB/. 

5 5 . «(/+#) = «/+*#■ 

9.2 Definiciôn. Un producto interior o escalar sobre un espacio vectorial V , 
escrito ( f , <?), ev una funciôn compleja sobre Vx V con las siguientes 
propiedades : 

9.3 (/, *) = (FT7) 

9.4 (a/, #) = a (f, tf) 

9.5 (/+#, A) = (/, h) + (g , //) 

9.6 (/,/) ^ 0; (/,/) = 0 5/ >> sd/o si f = 0. 

Nôtese que por 9.3 y 9.4 


9.7 


(/, <*#) = a (f, g ). 
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9.8 Definiciôn. Un conjunto finiîo de vectores f l9 / 2 , se dice que es 

linealmente independiente si a 1 / 1 +a 2 / 2 -h ... + <x„f n = Q implica x x =x 2 
= ... = (x n = 0. En cualquier otro caso el conjunto se dice que es linealmente 
dependiente {es decir, existen numéros cq, no todos cero , que satisfacen 

n 

£ f t — 0). Los vectores f g se dice que son ortogonales si (/, g) = 0. 

k = 1 

El numéro real ||/|| = (/, f Ÿ 12 se llama norma o longitud de f. 
Supongamos que f y g son ortogonales. Entonces tenemos 

1I/+0Ü 2 = if+9,f+9) = (/,/) + (£,/) + (/,#)+ (0,0) 

y de aquî, como (#, /) = (/,*) = 0, 

9.9 II /+ 0II 2 = ||/|| 2 + ]|^||- 2 . 


Lo que se corresponde con el teorema de Pitâgoras. 

Sean f y g un par de vectores cualesquiera con / ^ 0. Entonces 

h — g — // f es ortogonal a / : (f, h) = (/, 0 ) - // (/> /) = °- 


(/, /) 
Por tanto, 


(/,/> 


(0, //) = l h + yfj f,h) = (h, h) = 

(/. /) 


Continuando tenemos 



= ( 5 , h) = 1 0,0 - f } = (9, g) 

\J 9 J ) 


(/, j) (g, /) 
(/, /) 


De donde 

0 < (/,/) 11//il 2 = (/,/)(<7, g)~\(f,g)l 2 . 

Esta desigualdad se verifica también si / = 0, y es valida, por tanto, para 
todo/. Como claramente (/,/) \\h\\ 2 — 0 si y solo si/y g son linealmente 
dependientes, hemos probado la desigualdad de Schwarz 

9.10 \{f,g)\ <||/|| ||£|| 

donde se tiene la igualdad si y solo si f y g son linealmente dependientes . 

Nuestro interés principal recae en un problema de aproximaciôn, y este 
problema adquiere su signification mas alta en espacios que no son 
finitodimensionales. Tiene, sin embargo, un sencillo significado geométrico 
en espacios finitodimensionales. Sean u t y u 2 un par de vectores ortogonales 
unitarios en R 3 (figura 3), es decir, iij • u 2 = 0, u t * ~ 1, u 2 * u 2 = 1. 

Sea x otro vector cualquiera en R 3 . Queremos aproximarnos a x por una 
combinaciôn lineal y = a 1 u 1 +a 2 u 2 de y u 2 . La aproximaciôn ha de 
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encontrarse, pues, en el piano & que pasa por el origen y estâ determinado 
por los vectores u, y u 2 . Tomamos como error de la aproximaciôn 
E= |x — y| = ((x — y) • (x —y)) 1/2 . Esta es la “raiz del error cuadrâtico”, 1 
y la “mejor” aproximaciôn y es la que minimiza este error. Esta distancia 
|x — y | se minimiza tomando como aproximaciôn y la proyecciôn ortogonal 
de x sobre el piano Por tanto, la “mejor” aproximaciôn y se obtiene 
tomando a f = (x • u t ). 



FIGURA 3 


La extension de este resultado a cualquier espacio vectorial V es directa. 
Una sucesiôn de vectores <p l , (p 2 , <p n , ... en V se dice que es ortonor¬ 
mal si tienen longitud unidad y son ortogonales a pares; es decir, (cpj, (p k ) = 0 
si j / k y {ipj,(pj)~ ] para cualesquier j, k = 1,2,... Sea / un vector 
arbitrario en V. Queremos aproximar / por una combinaciôn lineal 

n 

9n= 1 ot k (p k de los primeros n vectores de una sucesiôn ortonormal 

k = 1 

(p l7 <p 2 ,... El error de una aproximaciôn g n es E n = (/ —g n , f—g n Ÿ 12 = 
\\f—g n \\. La mejor aproximaciôn g n es aquella que minimiza el error E n . 

9.11 Teorema. Si (P\,<Pi, ... es una sucesiôn ortonormal , entonces 

n 

la mejor aproximaciôn ct k (p k de f estâ dada tomando 

k= 1 

9*12 cc k (y", (p k ) • 

El error cuadrâtico minirno es 

9.13 E n 2 (f) = \\f\\ 2 - t M 2 - 

k= 1 


1 Si en un espacio vectorial hemos definido una norma || 11 , ella nos induce una 
distancia: d{u, v) = )Ju — vî). Estamos, pues, tomando como error la distancia entre el 
vector x y la aproximaciôn y. [N. del T.] 
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Prueba. Calculando el error cuadrâtico, tenemos 


n 


n 


E n 2 = [f ~ Z / - Z 


k= 1 


k= 1 


n 


n 


n n 


= if, /) - Z «*(/, <p fc ) - Z «*(%, /) + Z Z «*«,-(%> <pj)- 

k~l k = 1 /c=l J=1 

Haciendo 

h = (/. <Pt), 

y recordando que las son ortonormales, obtenemos 


« 


n 


e„ 2 = (/, /) - Z «*& - Z Â + Z a k*k 


Je = 1 Je = 1 

2 


Jc= 1 


= ii/li 2 + Zift-**I 2 - Z AA- 

Es entonces évidente que la elecciôn a fc = “ (/> <Pk) rninimiza el error. 

y el error cuadrâtico minimo es 


« 


£„ 2 (/) = ll/ll 2 - Z Al 2 - 

fc= 1 

Los coeficientes a* = (/, <p fc ) se llaman coeficientes de Fourier de / con 
respecto a la sucesiôn ortonormal (p l? <p 2 , La aproximaciôn 

n 

Z oi k q) k se llama n-ésima aproximaciôn de Fourier . Como E n 2 (f 0 y es 

fc = 1 

oo 

no creciente lira E n 2 {f) existe y, por tanto, también Z l a fcl 2 * donde 

fj —► 00 k= 1 

tenemos 


CO 


0 ^ lim E n 2 (/) = il/|| 


fl CO 


Z K 

k= 1 


y 

9.14 


oo 

Z 

k = 1 


a. 


< 


Desigualdad a la que se llama desigualdad de Bessel. 

Aumentando el numéro de términos en la aproximaciôn nos gustaria ser 

capaces de reducir el error en la aproximaciôn si, desde luego, el error 

no es ya cero. Una propiedad de los sistemas ortonormales que nos asegura 

esto es la complitud: una sucesiôn ortonormal {(p k ) se dice que es compléta 

si no existe ningün vector distinto de cero en V ortogonal a todas y cada 

una de las <p k ; es decir (/;, <p k ) — 0 para toda k = 1, 2, ... implica h — 0. 

Por 9.13 vemos que el error puede siempre reducirse a menos que 

« 

ot k — (/, (p k ) = 0 para todo k > n; es decir, a menos que h = / — Z ^kWk 

k= 1 
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sea ortogonal a tocia (p k , k = 1, 2, ... De donde para una sucesiôn compléta 
o la aproximacion w-ésima es exacta (h = 0) o el error puede reducirse 
anadiendo mas términos. 

Una propiedad aün mas conveniente es la de lim E n (f) = 0 para todo/ 

/!-► 00 

en K Una sucesiôn ortonormal con esta propiedad se dice que es cerrada . 
Con un sistema ortonormal cerrado, el error en la aproximacion puede 
hacerse tan pequeno como se quiera tomando un numéro suficiente de 
términos en la aproximacion de Fourier. Es elaro que si una sucesiôn 
ortonormal es cerrada entonces es también compléta, pues, ciertamente no 
puede ser cerrada si existe un vector distinto de cero h en V todos los 
coeficientes de Fourier de! cual son cero. 

Vearnos ahora como se aplica esto a la aproximacion de funciones. Sea 
el espacio de todas las funciones complejas continuas sobre un inter- 
valo [a, b] de la recta real. Para funciones /, g en <€ y cuaiquier numéro 
complejo a, f+g se definen en la forma usual, Definimos también 


9.15 



Puede entonces verificarse (problema 1) que es un espacio vectorial y 
(/, g) un producto interior. 1 Los siguientes son ejemplos de sucesiones 
ortonormales en #: 


9.16 Las funciones exponenciales complejas normalizadas _ , — =e lx , 

V 271 \ll7i 

1 l 1 _ 

—— e lx , —— e . —— e lorman una sucesiôn ortonormal 

V 2 7T V 2 7t 2 n 

sobre el intervalo [ — 71, 7r] . 

, 1 î 1 

9.17 Las funciones trigonometricas normalizadas -tz, —cos x, — sen x, 

Jn sJ Ti v 71 

— cos 2x, —sen 2x, • •, forman una sucesiôn ortonormal sobre el 

s/n sjn 

intervalo [ — 71, 7i]. 


9.18 Las funciones trigonometricas normalizadas 



forman una sucesiôn ortonormal sobre el intervalo [0,7r]. 


1 Entonces ü/ï 2 = \ b a |/i 2 . En la secciôn 2, pâg. 698, consideramos una norma 
diferente y mas “fuerte”, y no debemos confundir una con otra. La norma de la secciôn 2 
se dice que es mas “fuerte” porque la convergencia segün esa norma (que es convergencia 
uniforme sobre [a, b}) implica la convergencia segûn esta ûltima que hemos definido. 
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9.19 Las funciones trigonométricas normaiizadas 


! 71 V 71 


cosx, 


12 

-cos2x, 

71 


forman una sucesiôn ortonormal sobre el intervalo [0,7r]. 
9.20 Los polinomios de Legendre normalizados 

/ \ /2n ~j~ 1 ^ 

(pnW = I —-—P„(x), n = 0,1.2, ••• 


forman una sucesiôn ortonormal sobre el intervalo [—1, 1]. 

En la secciôn 8 los coeficientes de Fourier son los de las funciones 
trigonométricas y exponenciales y aqui, en esta secciôn, los coeficientes de 
Fourier son coeficientes de las funciones normaiizadas. Ambos conducen 
a las mismas aproximaciones de / y si s n es la w-ésima aproximaciôn son 
ellos los que minimizan el error cuadrâtico 

£/(/)= P \fs„\ 2 . 

J a 


Para algunos propôsitos, el error cuadrâtico medio e 2 = (b — a)~ l E 2 es el 
que se usa, y la raiz ciel error cuadrâtico medio es e n = (b — a)~ 1/2 E n . Los 
coeficientes de Fourier minimizan e n al igual que E n y se dice que dan la 
mejor aproximaciôn cuadrâtica media. 


9.21 Ejemplo. Calcülese la raiz del error cuadrâtico medio en el ejemplo 

8.18 usando los primeros très términos distintos de cero de la sérié de 
Fourier como aproximaciôn. 


x 

Soluciôn. El factor normalizante para la sucesiôn ortogonal sen/c7r-, 

[2 

k — 1,2,**-, sobre el intervalo [0, 1] es . Por tanto, los coeficientes b k 

[2 

del ejemplo 8.18 y los <x k en 9.12 estân relacionadas por b k — ~a k . De 


donde 



Ahora 


y 



E 5 2 (f) - /[^-0.33308] = 0.00025/. 
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La raiz del error cuadrâtico medio es entonces 

é> 5 = 0.016. 

9.22 Ejemplo. Determinese la mejor aproximacion cuadrâtica media 
de \x\ por un polinomio de grado 4 sobre el intervalo [—1, 1]. Calcûlese la 
raiz del error cuadrâtico medio. 

Soluciôn. Los polinomios de Legendre normalizados son 


<p„(x) = 

Como todo polinomio de grado n puede expresarse como una combinaciôn 
lineal de los primeros n polinomios de Legendre, se sigue que la mejor 
aproximacion cuadrâtica media de \x\ de grado n sobre [—1, 1] es 

n 

s„(x) = Z x k <p k {x) 

k — O 


donde 


r i 


a, = 


x\ (p k (x) dx . 


Como P k (x) es impar si k es impar y par si k es par, 

a 2 k+l — 0 


a 2k — 2 


X( p2k( X ) dx • 


0 


Ahora 


9oW = 


1 


1 15 2 


<Pi(x) = - l~( 3x - 1 ) 
V'2 2 V 2 


(p 4 (x) = —— (35x 4 — 30x 2 + 3). 


8 v 2 



De donde 
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y la mejor aproximaciôn cuadrâtica media de grado 4 es 


s 4 (x) = - + — (3x 2 — 1)-— (35x 4 — 30x 2 + 3) 

2 16 128 


-(— 105x 4 + 210x 2 + 15). 

128 



X 


Esta aproximacion polinomial esta dibujada en la figura 4. 
Obtenemos entonces 



2 85 _ 1 

3 128 ~ 384 


/768 16^3 ' 

Todas las sucesiones de funciones ortonormales que hemos mencionado 
hasta el momento se sabe que son cerradas (problemas 7 y 8) y son, por 
tanto, complétas. El teorema 8.8 fue una prueba de la complitud de la 
sucesion exponencial 9.16 y, como consecuencia, una prueba de la complitud 
de las sucesiones trigonométricas 9.17, 9.18 y 9.19. Estas sucesiones orto¬ 
normales son, todas, soluciones de una clase especial de ecuaciones diferen- 
ciales lineales de segundo orden, y la teoria de taies sucesiones ortonormales 
se llama teoria de Sturm-Liouville (referencias [58] y [56]). 
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Problemas 

1. Pruébese que: a) el espacio de todas las funciones continuas 

rt 

complejas sobre un intervalo [ a, b ] es un espacio vectorial. b) (/, g) = fg 

J a 

es un producto interior de c €. 

2. Problema 12, secciôn 8. 

3. Problema 13, secciôn 8. 

4 . Obténgase la mejor aproximaciôn cuadrâtica media de / sobre [—1, 1 ] 
por un polinomio de grado 3 y calculese la raiz del error cuadrâtico medio 
de la aproximaciôn. 

a) f(x) = e x 

b) /(x) = \x\' 12 

c) f(x) = —^ • 

I +x 

5. Calculese la raiz del error cuadrâtico medio de la aproximaciôn de 
Fourier de 

n 

a) f (x) = x por Yj bk sen k* sobre [0,7r], n = 1, 2, 3, 4 

k— 1 
n 

b) f (x) = 1 por Y b k sen k n x sobre [0,1], n = 1, 3, 5, 7 

k= 1 

n 

c) /(x) = x 2 por ja 0 -h Y a k cos kx sobre [0,7i], n = 1, 2, 3, 4 

i 

d) /(x) = 0 para x^O y /(x) = x para x > 0 sobre \_ — n, n\ por 

n 

jci 0 -F Y ( a k cos kx + b k sen kx) para n = 0, 1, 2, 3, 4. 

k = 1 

6. Determinese la mejor aproximaciôn cuadrâtica media de seno por 
un polinomio de grado 5 sobre el intervalo 

a) [-1, 1] 

b) [ ~ n/2, n/!} 

C) [0, 7ï] . 

7. Pruébese que las sucesiones trigonométricas 9.17, 9.18 y 9.19 son 
sucesiones ortonormales cerradas. Sugerencia: véase el problema 15 c, 
secciôn 8. 

8. Pruébese que la sucesiôn de polinomios de Legendre normalizados 
de 9.20 es una sucesiôn ortonormal cerrada. Sugerencia: véase el 
problema 16, secciôn 8 y 7.31. 



9] 


Aproximaciones de Fourier 


747 


9, Sea {cp k } una sucesiôn ortonormal en un espacio vectorial V. 
Sean {a fc } los coeficientes de Fourier de/y {J3 k } los coeficientes de Fourier 
de g. Pruébese que {<p k } es cerrada si y solo si 

QO 

(/> a) = Z a *A 

fc= 0 

para toda /, g en V. 

Sugerencia: 

4(f,g) = ||/+5 r l| 2 -||/-i) , ll 2 + «ll/+^ll 2 -*ll/-^ll 2 - 

10 . El espacio / 2 es el conjunto de todas las sucesiones complejas a = {a„} 

00 

con la propiedad de que £ \a k \ 2 converja. Pruébese que con la definiciôn 

fe = 0 

habituai de adiciôn de sucesiones y de multiplication de una sucesiôn por 

un complejo, l 2 es un espacio vectorial. Para a = {, a n }, b = {è„} definamos 

00 

(a, b) = Yj a ifik' Pruébese que (a, b) es un producto interior sobre / 2 . 

fc — o 

11. Sea una sucesiôn ortonormal en un espacio vectorial, K, con 
producto interior. Para cada / en V definamos 

Q(f) = K} 

donde {%} es la sucesiôn de coeficientes de Fourier a k = (/, cp k ). Q es 

enfonces una funciôn de K en / 2 . Esta funciôn Q puede pensarse como 

00 

reemplazando a la asociaciôn formai / z ct k (Pk de f con su sérié de 

k = Q 

Fourier. La sucesiôn ortonormal {cp k } es anâloga a una base de F y las a k 
son como coordenadas cartesianas. Derivense algunas propiedades de la 
funciôn Q. En este contexto, ^.cuâl es el significado de la hipôtesis de que 
1) {cp k } es compléta?, 2) {<p k }i^ cerrada? 

Nota. No es, en general, cierto que toda sucesiôn en l 2 es una sucesiôn 
de coeficientes de Fourier de alguna / en V. El rango de Q puede no 
ser I 2 . Un teorema ahora famoso -—llamado teorema de Riesz-Fischer— 
afirma que para algunos espacios (espacios L 2 ) toda sucesiôn en l 2 es 
una sucesiôn de coeficientes de Fourier de alguna funciôn en el espacio. 
Este importante resultado fue descubierto casi simultâneamente por 
Friedrich Riesz y Ernst Fischer en 1907. 




Ksspjsstss a 
proMamaa asscgita 

Paginas 19-20 

1. a) (5,0,11); c) (17,-1,37); e) (-/, 5-10/, 6-4/); 
g) t = ~3, (-9, 20, -6); t = -2, (-6, 15, -2); 
t = — 1, (—3, 10,2); / = 0,(0, 5, 6). 

6. a) |(1, -13); c) (22, -3, -12, -19). 

7. ü) No hay soluciones; c) no hay soluciones; e) todo r real. 

8. a) r = s = 0; c) r — s = 0; e) r = 6, i = —7. 


Pâginas 23-24 

1. fl) (8,-8); c) (-4,4); e) ï(y'^ + \/2> 1+V2)- 

2- fl) r = TT> = It ; c) r = - V 3 , S = ; e) r = s = 2. 

3. a + b + c — 0* 


Pagina 24 

1. a) Igual direcciôn; c) no paralelas; e) direcciôn opuesta. 


Pagina 28 

1. fl) V34; c) V / 3Ô; e) 3 734 ; #) 0 1; k ) !■ 

4. a) Ortogonal; c) ortogonal. 

7. a) r( — 2, 1), rei?; c) r{ — a 2 , a v ), reR. 

9 . fl) *2(1,1); c) 4=(2,3, -7). 

2 ,/62 


Pagina 31 


1. a) — 9; c) 3; e) 34; #) 20. 

2. a) Ortogonal; c) no ortogonal. 

3. a) /•( — 2, 1), re/?; c) r(0 5 0, 1), reR; e) r( — , a 2 ), reR. 
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Paginas 35-36 

1. a) 3(1, 0) + 8(0, 1); c) |(1, 1)+V(-1.1); e) 1(1, 1,0) + K-1, 1,6) 

3. a) Comp b a = 3, Proy b a = (3, 0); 

c ) Comp b a = - 3, Proy b a = (0, 0, - 3) ; 
e) Comp b a = |Proy b a = |(1, 1, 1); 
g) Comp b a = \a 2 \, Proy b a = b. 


Paginas 38-39 

1. a) (-2,3,9,0); b) 0; c) 18; d) 

e) -j=z ( — 2, 3, -1,7); /) (1, V, V, ~i). 

\/63 

2. a) Direcciôn opuesta; b) no paralela; c) igual direcciôn ; 

d) no paralela. 

3. a) V 46; b) VÎ5; c) v '47; d) s pfl. 

4. a) Ortogonal; b) ortogonal; c) no ortogonal; d) ortogonal. 

5. fl) Comp b a = f v 6, Proy b a = f(- 1, 2, 1); 

6) Comp b a = f n /2, Proy„ a = *(- 1, 3, -2, 2); 

c) Comp b a = 0, Proy b a = 0; 

d) Comp b a = i^/2, Proy b a = {(-1, 0, 1). 


Paginas 47-48 


1. a) n /35; c) ; e ) v(*i -*2) 2 + 0 'i -J 2 ) 2 ; S 1 ) kl N- 

2. a) {/(l, 1, 1)}; c) {(7, 12, — ll) + /(0,0, 1)}; 

e) {(-3,2,-l) + f(l,5, -4)}. 

3. a) {f(l, 1, 1)} c) {(8, -3,2) +1 {~ 3, 3, -2)}; 

e) {(-3,2,-1) + ?(1,5, -4)}. 

4. a) {(2, 3, l) + «(l , 2, 5) + i>(5, —1,3)}; c) {«(1, 1, l) + e(2, 0, 0)}; 

e) {(1, 1, l) + w(2, -3, - l) + »(3, 2, -2)}. 

5. a) Si; c) no. 

7. a) {(3,4,5)}; c) {^(1,1,1)}; e) {*(-58,-69,63)}. 


Paginas 53-54 

1. a) No paralelas, 0 ; c) no paralelas, 0 ; 
e) no paralelas {(f, -f, y 7 )}* 

3. a) a — B ^ y — arccos ~ = 54° 44' ; c) 0 = arccos y = 70° 32'. 

V'3 

5. a) 1, ±1)}; c) {r(l, 1, 1)}. 
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Paginas 57-58-59 

1. a) (-42,13,59); c) (-42, -73,16); e) (-252,78,354); 

g) 903; i) 0; k) (-134, -25, 155). 

4. a) r(0, 0, 1), reR; c ) r(—41, — 18, 7), reR; 

e) r( 2, 0, l) + .s(-3, 1, 0), r, seR. 

9. a) 26; c) V76,889; <0 3./I4. 

10. a) 4; c) X /636Ï; e) i^/3. 


Pagina 62 

3. a) 96; c) 20; e) 46. 4. a) -f; c) y 5 ; e) y. 


Paginas 65-66-67 

1. a) Dependientes; c ) independientes. 3. a) —2,0,2. 


Pagina 72 

1. a) (24,9, -29); c) (2, 1, -9); e) -3(14,3, -30). 

2. a) x+y + z = 0; c) 2x + 9y—3z = —43; 

e) (P 2 -P 1 )-P*i(P 2 -P 1 )*(P 2 +Pi). 

3. a) 24x + 9>’ —29z = 164; c) 2x-\-y — 9z = 29; 
e) 14x + 3>> — 30z = —65. 

5. Sugerencia : pruébese que |P — P { \ = |P—P 2 | si y solo si n * (P —P 0 ) = 0 
donde P 0 = i( P l +P 2 ) y n = P 2 -Pj. 


Pagina 75 

1. a) {/(10, -7,7)}; c) {(44, -l,0) + f(8, 99, 57)}; 
e) {Ml, 1,0)}; <?) {^g-( —29, 44, 39)}. 

_z: oo 

2. a) arccos — - = 113°5 / ; c ) arccos — = 54° 24'. 

x /234 V 19838 

3. arccos = 95° 36'. 

\/ÏÔ5 


Paginas 77-78 

1. ûf) {i(— 1, —5, 7)}, no paralela; c) 0, paralela; 
e) {y(l, —2, 1)}, no paralela. 
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2. a) {(1, 2, 3) + r(l, 1, —2)}; c) {(0, 2, -2) + /(7, - 1, -7)}. 

3. a) $*6; c) il. 5. **(77,88,103). 

7. (1, 10, 4), MV39. 9. 4 (11,2,0). 

Paginas 84-85 

1. a) d = 3a+b —3c; c ) d = 2a —yb + yC. 

3. a) (1,2, 1), Kl, -1, 1), KUO, -I); c) b t = b, c, = c. 

4. a) d= —ya— 2 yb + 5c. 5. a) ( 2 -,0,y). 

Paginas 88-89 

1. a) (0, 1,0); c) (0, -3, 10); e) (0, -1, -3). 

2. a) (1,0,0); c) }( 0,*2,*2); e) ±(-13, 13*3, 26**{ 

3. a) (r, 0, z) = (1, 0, 0), ( p , 0, cp) = (1, 0, n/2); 

c) (r, 9, z) = (0, 0, 1), ( p , 0, cp) = (1,0, 0), 0 arbitrario; 

e) (r, 0, z) = (0, 0. 0), ( p, 0, cp) = (0, 0, cp), 0 y cp arbitrario; 

g) (r, 0, z) = (*Ï649, -38°, 18), (p, 0, cp) = ( v 3973, -38°, 66°6'). 


Pagina 94 

1. a) JSP = {(1, 1, 1, l) + t(0, 1,2,3)},*=!; 

c) ^ = {(1, 0, 2, 0) + ?, (1, 0, 1, l) + r 2 (0, 1 , 1 , 1)}, k = 2. 

2. a) *39; c) * 26 . 3. <~c0> 2 = 0. 


Paginas 95-96 

1. a) {(1, 1, l) + r(3,0,4)}; b) (P 1 — P 2 ) x (Pj — P 3 ) = ( — 12, 1, 9) ^ 0; 
c) \2x-y-9z = 2; 0) {*226; e) {(-5, 2,*- 1) + *12, - 1, -9)} 
/) ***226; P) {*(17,-9,21)}; A) {(-5, 2, - l) + /(3, 0, 4)}; 

0 119° 11'; j) -pn(12, -1, -9). 

*226 

2. fl) *35; 6) {*3; c) 2; rf) J. 4. 144. 5. 48°52'. 


Paginas 100-101 

1. a) f(/) = (-1, 2) + /(4, 3); c) f(t) = (2t+ 1, -6/4-4, -6/4-7). 


Paginas 107-108 

3. æ) ( % /2, 4, sen 2); c) no existe limite. 9. (1, 2/, 3/ 2 ). 
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Pagina 110 


1. a) Ninguno; 6*) 1, 2, 3, 4. 


Pagina 114 


1. 

5. 

6 . 


a) Espiral; c) segmento rectilineo. 
( t t 2 

Ht) - 


vT+7 2 Vi+ï 2 - 

a) {(/, — igt 2 + 2t) \ feR}; c) {(e', e' + e 2 ') \ le R}. 


Paginas 121-122 


1 


a) f' = (i-/" 2/3 , 6/, cos); c) f'(<) = ( 


2f 


2 - 2 1 


i / 


t +i Vt 2 + i H + iy 


e) f(/) = (1, 1, 0), t no un entero. 

a) en (0, 3): (-4, 0), {(0, 3) + /(-4, 0)}; en 2 ( % /2, J N /2): ( — 2^/2, !>/2), 
{(2V2 .!v / 2) + /(-2 n / 2, !V2)}; en ( 4 <°) : (°> 3 )> {(4,0) +?(0, 3)}; 


c) en (0,0,0): 1,0, 


2 n) \ 


t 1 , 0 , 


2 K 


}; en ( 0, - 

2 4 



” 1 i 

5 1 y 

2 2n, 


7T i\ f 71 1 

IV 2 4/ V 2 2/t. 

a) Tangente horizontal en (-1,-1); tangente vertical en (0,0); 
c) tangente horizontal en IY (0, — 1), ( — ^ . 1^ ^ ^ 



1 


(0, 1 ) s 


V 


/ 3 


2 


1 ; tangente vertical en (1,0), ( — 1,0). 


7. a) Punto euspidal en (0, 0). 


Paginas 127-128-129 

1. a) f' = (1,2/, 7 2 ) sobre [0, oo>; c) f"(/) = (0, 2, 2/), /e[0, oo>; 
e) (0,0,1); g) cos + / sen -f I 2 cos +y/ 3 sobre [0, oo> ; 

0 [exp ( —al )] ^1 — al, 21 —al 2 , I 2 — - 7 2 ^ sobre [0, oo); 
k) D(f (p) — — a(/, 2/ 2 , 7 3 ) exp ( — al); 
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2 . 

3. 

6 . 

7. 


m ) — g(t 2 ) = 2t (-sen t 2 , cos t 2 , 1); 
dt 


o ) D(|f|) = 


I + 2I 3 +±I 5 


I ll2 o (/ 2 + / 4 + I-/ 6 )' 
a ) aa>( — sen wi, cos cot). 
a) {t\teD f , f(/) # 0}; D,\f(t)\ = 


f (o • m 
|f(0l 


a) Comp f(() f'(ï) = 0; Comp f(() ï"(t) = -rca 2 . 
(-1, -n). 11. d) I) 2, 3) -3, 5) 


Pagina 131 

1. a) Af(0; 10' 3 ) = (10“ 3 , 10' 6 , 10' 9 ); <ff(0; 1(T 3 ) = (10~ 3 , 0, 0); 
c) Af(0; 10 3 ) = (10 3 , 10 6 , 10 9 ); t/f(0; 10 3 ) = (10 3 , 0, 0); 

e) Af(10 3 ; 10" 1 ) = (0.1, 200.01, 30030.001); 

<tf(10 3 ; 10' ') = (0.1, 200, 30000). 

2. a) (1, 10' 3 , 10' 3 ); c) (0.999,0,0.999). 


Paginas 135-136 


1. a) (1,|, e— 1); 


c) 


( - ln —, 2 Jvî — JS + - ln 
\2 5 ^ 2 


4+yi? 

2 + V5 



2. a) x(t) = et ; c ) x(/) = (cos cot , sen cot, 0). 

3. x(0 = v 0 f + x 0 . 5. 152pies/seg. 

2 

7, x(0 — c 1 cos +c 2 sen cot , — — . 

m 


8. a) l)x(r) = 0; 2) x(f) = x 0 cos cot; 3) x(0 = — v 0 sen cot ; 

co 

c) x 0 J_ v 0 y |x 0 | = r, |v 0 | = cor . 


Paginas 141-142-143 


1. ^2 + ln (1 + V2). 3. 8a. 



Vl + ]n i±V3. 

2 V2 


7. ^fïasQnh-. 9. 8. 

n 


13. “ [yjl — ^ (yjl — 1)] . 

A** 
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Paginas 146447-148-149 

1. a) TO) = T L=(t, 1), N(0 = -j=L= (1, -0; 

Vr-fl v ï 2 + l 

1 

c) T(0 = • ..— ■ = = (a senh t, b cosh t); 

V a 2 senh 2 t + b 1 cosh 2 t 

N(0 — r - . _ (b cosh t, —a senh t ); 

Va 2 senh 2 cosh 2 t 

e) T - — , N no definida. 

|a| 

2. a) (s(l, 1) | seR} ; 

c) ninguna recta tangente cuando t = 0; {(1,1, l) + s(2,3,4) | seR} 
cuando t = 1, 

3. a) v(0) = v(l) = 20 ti( 1,0), jv(0)| = |v(l)i = 20 tt; 

a(0) = a(l) = 407i 2 (0, — 1), Comp T(0) a(0) = Comp T(1) a(l) = 0; 
Comp N(0) a(0) = Comp N(1) a(l) = 40n 2 ; 
c) v(0) = 0 , |v(0)| = 0, a(0) = 2tt(0, 1 ); 

Comp T(0) a(0) = 2n, Comp N(0) a(0) — 0; 

V(l) = 2n(0, - 1), |v(l)| = 2n, a(l) = (4 t r 2 , -2 n), 

Comp T(1) a(l) = 27r,Comp N(1) a(l) = —4n 2 ; 

e) v(0) = v(l)=fo,2007r,—Y |v(0)| = |v(l)| = /40 OOOtt 2 + ~ ; 

V 2n/ V 4n 2 

a(0) = a(l) = ( — 40 OOOti 2 ,0,0), Comp T<0) a(0) = Comp T(1) a(l) = 0, 
Comp N(0) a(0) = Comp N(I) a(l) = 40 0007c 2 . 

5. a) v(0) = v(l) = (2Û7C, 0), /'(0) =/'(1) = 20 tt, 

a(0) = a(l) = (0, -407i 2 ), Corap u(0) a(0) = Comp^D a(l) = -407i 2 , 
Comp X(0) a(0) = Comp T(I) a(l) = 0, 

Comp N(0) a(0) = Comp N(1) a(l) = 407i 2 . 
c) v(0) = 0 , /'(0) = 0, a(0) = 2 ji( 0,1), Comp u(0) a(0) = 0, 

Comp T(0) a(0) = 2n, Comp N(0) a(0) = 0; v(l) = 2 ti(0, -1), 
l’(l) = 2n, a( 1 ) = (47i t 2 , -2n), Comp u(1) a(l) = -4?r 2 , 

Comp T(1) a(1) = 2n, Comp N(1) a(l) = 47i 2 ; 

é) V (0) = ^-1,^, /'(0) = ^V16 + 7t 2 , a(0) = ^l-^, - A 

k 2 j _ 

Comp„ (0) a(0) = 1-, Comp T(0) a(0) = - -V 16+ n 2 , 

L6 4 
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Comp N(0) a(0) — — v ^16 + tt 2 , v(1) — - ■ ( — 1 

16 yj2e \ 

Vy[\6 + T?, a(l) = —~ (l - 
4e J2e\ 


71 


\j2e 

TC 2 71 

-1-, 1 

16 2 


i 71 . 

4 . ’ 


71 71 


16 2, 


| ( ‘ 

Com Pu(i) a (l) = - (1 ■- — ), Comp T(]) a(l) = 


4e 


V 1 6 + 7T 2 , 


CompNd) a(l) = — J\6 + n 2 . 


\6e 


7. T(0) = (1,0, 0), N(0) = (0, 1, 0), B(0) = (0, 0, 1); z = 0. 

8. a) T(0) = -^(1,0,1), N(0) = (0,1,0), B(0) = 2-(-1, 0, 1); 

V 2 V 2 

X — 2 — 0 . 


Paginas 152-153 


3. a) k — 0; c) k(9) = 


ab 


5. a) k(6) — 


( a 2 sen 2 6 + b 2 cos 2 6) 3/2 
0 2 + 2 3 


; e ) k (6) = 


'0 4 + 50 2 + 8 


\a\(0 2 +\) 312 ' 


9. 


9? 4 + 9r 2 + l 


( 0 2 + 2) 3 

11. t(0) = -1. 


Paginas 159-160 


1. a) y(0) = v(T) = — (0, 1,0), v(-)= - —(0,1,0), 

T \2J T 

a(0) = a (T) = - ^J- 2 (1,0, 0), ^ (1, 0, 0), a T = 0, 


a N — 


407i 


, œ = 0 , 0 , 


27T 


momento angular — ( 0, 0, 


2007rm\ 


/ 


c) v(0) = y (T) = — (a, 0, b), v( - ) = - — (a, 0, b), 

T V 2/ T 


a(0) — a (T) = 


471' 


T\ 4tt' 


(0, a, 0), a - = 


(0, a, 0), 
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a T ( 0 ) — _ ~ “ û n (^0 “ 

»(0).„(I).„(T,. 2 J(N,-,), 

momento angular =-( ab , 0, — a 2 ). 

T 


Paginas 160-161 


2. P = (5 cos 0 — cos 50, 5 sen 0 — sen 50). 5. 24. 

7. f(0 - ae rf + b o f(/) = a/+ b. 

8. f(/) = (500/, 1000/, — 16/ 2 + 1600), 11,284, 

1024/ / 1280 x 10 6 

a = ——- .... - a N — /----, p(5) 

V1024 ï 2 +125 x 10 4 V 1024 f 2 +125 x 10 4 


9. a) v = (0, 5), a = 



b) \yj2{e n — l) ; 


c) 



10. a) T(<p) = (cos <p, sen <p), N( 9 ) = ( — sen <p, cos (/>), 

*(<*>) =-L, L = 2n 2 a- 

cup 

b) T(0) = (cos 30, sen 30), N(0) = ( — sen 30, cos 30), 

k(0) =---, L = 40. 

10 jsen 20| 


Paginas 166-167 

1. a) Abierto; c) cerrado; e) cerrado. 

Pagina 173 

1. a) $ f = R 3 , f(x, y, z) = xy 2 + z; 

c) 2 f = {(x, y, z) I x + z * 0}, /(x, j;, z) = . 

X + Z 


757 

a 


40950. 


3. In 2. 
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4. a) 3) f = {x | z + cos xy > 0}, /(x, y, z) = z + cos xy ; 
c ) 3> f = R 3 , f(x, y, z) = 

5. a) /= /,/ 2 2 +/ 2 . 


Paginas 183-184-185 

3. a) 2; c) sen2; e) 19; g) 0. 

7. a) Ningün limite; c) ningün limite; e) ningün limite. 

10. a) lim lim (x 3 -t -xy 1 ) = lim lim (x 3 +xy 2 ) = 

>’-> 3 x~* — 1 

lim (x 3 -\-xy 2 ) — — 10; 

(x,y)-»( — 1,3) 

c ) lim lim /(x, y) — lim lim /(x, y) = lim f(x,y) = 0. 

x ~>0 y -* 0 y ->0 .x—► 0 (.x,y)->( 0 , 0 ) 

11. lim lim /(x,y) = lim lim /(x,y) = —1, lim /(x,y) no existe. 

:c ->0 y ->0 y ->0 ;c -»0 ( jc ,y)->‘( 0 , 0 ) 

Paginas 187-188 

3. a) {(x, y, z) \ x jt y} ; c ) {(x, y) \ (x + l) 2 +y 2 ^ 1 }■ 5. No. 

Paginas 194-195 

1. a) df(x; h) = h t +h 2 ; D/(x) = (1, 1); 

c) df(x ; h) = 2x/î, + 2yh 2 ; D/(x) = (2x, 2y). 

7. a) D f{x, y) = (3, 2); c) D/(x, y) = (2x, 0); 

e) D/(x, y) = 


Paginas 200-201 

1 

1. a) 2xy; c ) —— (x — 5z + 4). 

' V42 

yz — 4 x 

2. a) /--; c) -. 

(x + y) x 4- y 

3. a) —(3x — 2y) cos xy. 

Vl3 

Paginas 206-207 

I. a) D { f(x,y) = 2xy 2 , D 2 /(x,y) = 2x 2 y+l; 
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c) D l f{x,y,z) = 2x Z ~—— 2 ,D 2 f(x,y,z) = — 


(x 1 +îy 


x" + l 


D 3 f(x, y, z) = 


x +1 


e) D 1 f(x, y) =-;> D 2 f(x,y) = 


x 2 + y 2 


2 . 2 ’ 
X + y 


3 ) D 1 f(x, y) = , X — , D 2 f(x,y) = y 


VV+? 


7 


2 , 2 
x 


Paginas 211-212 


1 . a) 2(J 1 ,/ 2 ,/ 3 ); c) (2/,/ 2 / 3 2 , l 2 1 3 , 2I 2 I 2 h)\ 
e) e x (cos (x+y) - sen (x+y), - sen (x+y)). 

2. a) dw = 2xy 2 dx+3(x 2 y 2 + l)dy ; 

. . x dx + y -h z c/z 

c) AU? = 


y 


2 , 2 , 2 
x + y + z 


3. a) 


1 


>/ïô(x— y)' 


( — 2x -j-6xy -\~3y -j-x )] c ) 


1 


V3- 


(yz + xz — xy) 


4. a) V286; c ) !• 

7. rf/((l, 2); (i, i)) = A/((l, 2); (*, *)) = 


1 9 
6 5 * 


9. 


104 


ft 


Pagina 217 


1. a) D ul f(x,y) 
d x , 2 f{x, y) 

c) D ul f(x,y) = 


y 2 e xy ,D 2>2 f(x,y) = 2x + x 2 e xy , 
D 21 ! /(x, y) = 2y + xye xy + e xy • 


s ec 2 - j 1 + - tan - 
X 3 X V X X, 


D 2 ,2f( x ’ y) = — 2 sec2 - tan - » 


Di, 2 f((x, y) = D 2 'if(x, y) = - -^r sec 2 ~(x + 2y tan - ). 


X 


à) 

d xa /(- 

3, 

2) 

— 

-20, D 2t2 f{- 

3,2) 

— 

108, 


D x , 2 f(~ 

3, 

2) 

— 

D 1a A-2,2) 

—- 

45; 

• 

5 

c) 

d ia m, 

3, 

— 

1) 

~ 2j D 2 * 2 f(i > 

3, - 

1) 

__ 1 

12 8’ 


£>3 , 3 /(i > 

3, 

— 

1) 

= tts. D lt2 f(i,3, 

— 

il 

b 

NJ 

> 

s# 


£* i > 3 /(i > 

3, 

— 

1) 

= £>3,l/(i,3, 

-1) 

— 

3 

16 ’ 


£>2,3 Ah 

3, 

— 

1) 

= D 3i2 M,3, 

-1) 

= 

1 

12 8* 


~ 0 — iV ? 
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3. a) i /(x, y) = y 3 sen xy, D 2:2 2 /(x, y) = x 3 sen xy, 

y) ~ D\, 2 ,i/(■*> y) = ^2,],i Ji x ^y) = 
xy 2 sen xy - 2 y cos xy, O l22 f(x, y) = D 2 ,, 2 /(x, y) = 

D 2 , 2 , i /(*, y) = x 2 y sen xy - 2 x cos xy. 


Paginas 221-222 


1. a) f{x,y) = x 2 - 3 xy + 4y 2 , (x, y)e R 2 ; 
c) f(x, y) - 8 c, x 3 + 2xy 2 - 5y 3 , (x, y)e R 2 ; 

<?) /(x, y) = (x - 1 )y 2 - ' (x - I ) 2 y 2 + (x - I ) 5 - 

5 c i 


-^(x-l) 4 y + —'-- (x — l) 3 y z , 
2c, 4 3c, 


x ^ 0, y e R ; 


g) f(x, y) = i -jX 2 y 2 + Y [c 2 7 x 7 +7c, c 2 6 x 6 y + 

21 (c, 2 c 2 5 — 20c 2 3 )x 5 y 2 + 35(c, 3 c 2 4 — 36e, c 2 2 )x 4 y 3 + 

35(c, 4 c 2 3 — 36c, 2 c 2 )x 3 y 4 + 21 (c, 5 c 2 2 — 20c, 3 )x 2 y 5 + 

7..W + «.V]-c,«, - i[«« 1 V, + 2IO, 1 «,V,>- 


420(c* 1 2 c 2 3 ~2c 2 )x 4 y 3 ~420(c 1 3 c 2 2 -2c 1 )x 3 y 4 - 
210 c 1 4 c 2 x 2 > ?5 + 42 5 xy 6 ] cos c, c* 2 ; 

0 /(x, y) — ^3 [1 + ï(* — 0 + 6~0 ; “ 3) + |-(x — 1 ) 2 4- i(x — 1 ) (y — 3) 
Tz(y - 3) 2 - , ' t( ( v - I ) 3 + T V(x - 1 f ( V - 3) - 4 -V(x - I ) (y - 3) 2 + 


4l2‘(3 ;_ '3) ] + 


3”| , V C 1 C 2 


i 28 


3 „ 4 y 

' x (x— l) 3 (y— 3) 


(x-ir - 


i—i 


C V 
c l c 2 


12 


„ 2 „ 2 
C 1 C 2 


(x-l) 2 (y-3) 4 + ---<x-!)(y-3) 


(y - 3)‘ 


C , c 


1 c 2 


C 


3. a) 0; c) 0. 


Paginas 226-227 


1. a) 2x + 3y-h % /3z = 16; c) 6x + 9 v i5y = 72. 
3. a) z = x+y; c) z = x— 2 y. 


Paginas 234-235 

dz — 4x 

<3x ±V'i2-4x 2 -3 y 2 ’ 


1. c) z = + ^ 12 — 4x 2 — 3y 2 
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<3z_ -3 y _ _ 

S y ± j\2-4x 2 -3y 2 

e) cualquier punto (x, y, z ) sobre la superficie tal z ^ 0 
dz 4x dz 3 y ' 

dx z dy z 

g) cualquier punto (x, >\ z) sobre la superficie tal que x^O 

dx 3 y dx z 

dy 4x dz 4x 


3. /(x, y) = 


— 1 + ^/ 1 — 12xy 


2 y 


4. 


. dz 

ci) — 

0 X 


sen yz 


oz 


XZ COS )>Z 


7 

4 “ xj; cos yz dy 4 — xy cos yz 


c) 


5. a) 


dz 

dx 

dy 

dx 


x 


— 4 xz 5 -J x 2 + y 2 + z 2 dz 


y 


z— 10x 2 z 4 \/ x A + y z H- z z dy 


/ + 3y 

3 xv 2 + 3x 


c) 


c/y 

dx 


xtr v -f 3 


z — 10 X 2 Z A \[ X 2 4r y 2 + z 2 

dy 1 

e) — 


dx coshy + 2y 


Paginas 244-245 


1 . a) /(O, 0) = 0 min.; c) /(- 1 , |) - f min. 

2. a) (0, 0) punto de ensilladura; ( — 2, 0) min. rel.; 
c) (0, 0) punto de ensilladura; 


e) 


puntos de ensilladura en (mn y nn) ; min. rel. en 


^(4 m + 1 ) -, (4 n + 3) 



y |(4m + 3)^ , (4 n+ i)^; 

mâx. rel. en ^(4 m + 1 ) ~ , (4 n -h 1 ) y ^(4 m + 3) - , (4 n + 3) ; 


g) ( — y, 0) min. rel.; ( — 2, — |) y ( — 2, -J-) puntos de ensilladura. 

3. 7, (3, 3, 4), (6, 5, 10). 

6. a) ( — 1, f) min. rel.; c ) (ÿ, 0) min. rel. 

7. Cubo de lado 2*Jl. 
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Paginas 246-247 


3. No. 

4. lim lim /(x, y) = 0, lim lim /(x, y) = 1; lim /(x,y) no existe. 

*-►0 j0 x-*-0 (-«jjO-KO, 0) 

5. D x /(x, y, z) = 2x sen yz, D 2 f(x , 7 , z) — x 2 z cos yz, 

y, z ) = x 2 y cos yz, 

D u /(x, y, z) — — ( —2x sen yz-f 2x 2 z cos yz + x 2 y cos yz). 

V6 


6 . DJ( 0,0)-0, Z) 2 /(0,0) = 0. 



( 0 , 1 , 6 ), ^ 37 . 


10. /(x, j) = y + xy + ix 2 y-±y 3 + R 3 . 

11 . y = 3. 12 . z = x. 13 . /( 8 , 4) = —11 min. 

15. a ) Si = S, S b = {(0, 0)} u {(x, j) | x 2 + y 2 = 16}, 

= {(x,y) I x 2 +j 2 > 16}, ^ = {(x,j>) | x z +y 2 «S 16}, 
ningün punto aislado; 

c) Sj = S,S b = {(x, y, z) \ z = x 2 +^ 2 } S e = {(x, y, z ) | z<x 2 +y 2 }, 
~g = {(x, y, z) \ z ^ x 2 +y 2 }, ningün punto aislado. 


Paginas 253-254 

2. a) (2, 3, 2); c ) (sen 6 , tan f). 


Paginas 260-261-262 




“J 


Paginas 267-268 


z 0 x\ 

1. «) Dff(x,y,z) = l ! dï((x, y, z) ; (dx, dy, dz)) = (zdx + x dz, dy 4- dz) ; 
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c) Df(x,y,z ) 




df((x, y , z); (dx/dy, dz)) = 


( -dx —— dy, 2 dy, z 2 dx + 2xz dz 

y y 


Paginas 277-278-279 


^ dz dz dx dz dy dz dz dx dz dy dz dz dx + dz dy 

du dx du dy du dv dx dv dy dv dw dx dw dy dw 



5. 


6 . 

13. 


dt _ 2 3 df 3 3 df _32 

— = 3 u w sen y, — = u w cos y, — = 3 u w sen y. 

du dv dw 

D x F(r, 6 , z) = cos 9D i f(r cos 0, r sen 0 , z) + sen 9D 2 f{r cos r sen 9 , z) 
D 2 F(r, 0 , z) = — r sen 0Z)j /(r cos 0, r sen d, z) + r cos d /) 2 /( r cos f 
Z ) 3 F(r, 0, z) = Z) 3 /(r cos 0, r sen 9, z). sen 9 , z) 

a) F(m, y) = 2w cos 2 a, D 2 F(u , y) = 0. 
dw 4xyu y + yzy +3z dw 4 y v — xzv ~z u 

dx yz — 4x ywy dy yz — 4x ywy 

2 2 2 2 2 2 
du 2xv — zw dy 2 x ywy — 6 x u — 2xyzu —yz y 

dz z — 4x «y dx xyz —4x ywy 

dv 2x 3 uv 2 + 2x 2 zu 2 — 2y 2 z dv 2 x 2 yu 2 — xyzv 
dy xyz — 4x ywy dz xyz —4x yuv 


Paginas 286-287 


1 . c) y = z. 2. a) x + y = 10^/2 ; c) x —y 




o. 


5. a) x — b cos y cos u, y ~ b cos v sen u, z — a sen y, we[0, 27r], 
ye[ 0 , 2 ?r], a> b; 

c) x = pv 2 cos u, y — pv 2 sen w, z = 2 /?y, we[ 0 , 2 tt], yeR. 


Paginas 292-293 


1 . a) F( 0 , 0 , ±c) = c 2 ; 
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c) F 


V 3 >/3 yff 


-M-f 


V ; 3 \/3 


3. Cubo de lado 2^2. 
( 1 2 

v!’ “7!' 0|> 



1 


V 3 ’ n/5 


, 0 . 


= -V 3 


Paginas 301-302-303 


„ s 371 x _ 

1. fl) — ; c) 0; e) 


1 1 7 0 8 . 7 0 4 


10 5 


; g ) 


2. a) 63; c) — - 1 


2 ' 8 
3. a) 0, —2. 4. a) Si; c) no. 5. 47r 2 . 6, a) 2n; c ) 0. 


Pagina 307 


1. a) U(x) = 


; e)(0, 3, -2). 


3. a) £/(x) = ^w/c|x| 2 ; 

c) esfera con centro en el origen ; é) (0, 0, ± V 3). 


4 . a) No; c) 0. 5. + 


1 


n/17 


(6,4, -17). 


Paginas 308-309 


1. 


2 . 


— sen 2 0 1 

a) ( 0 2 | ; i>) 

— 2 sen 2 1 


_ i _JL 

2 2 

10 6 )' 


Z JC 

a) Dj f(x, y, z) = ( - sec -, yz ), £> 2 f(*> y, z ) = 

,y y 


XZ 2 X 

-—sec -, xz i, 


y 


y 


2 z 


2 X X 


D 3 i(x, y, z)= tan-, xj; , D ifl f(x,y,z) = I — sec -tan-, 0 , 


y 


<y 


y 


y , z ) = 


2 x z 2 x x zxz 2 x 
sec - tan H-— 

.4 3 


y 


y 


y 


2 x 7 

sec z -, 0 ), 

y y 


£ 3 , 3 ^*, y> z ) = ( 0 , 0 ), D lt 2 f(x, y, z) = 

-, / 2xz 2 X * Z 2 * 

D 2 ,\ f(x,y,z) = ( --sec -tan--sec -, z ), 


y 


y y y 


y 
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3. 


r> li3 f(x, y, z) = Z) 3>1 f(x, y, z) = (- sec 2 -, y J, 

\y y ) 

I> 2 , 3 f O> y, z) = D 32 î(x, y, z) = ( - sec 2 -, x); 

V y y J 

b) Z)j f(x, y) = D 2 f(x, *) = («*+y) '' 1,2 , e x+y ) D x ,, f(x, y) = 

*>y) = ^ 2,1 f(x,y) = D 2t2 î(x,y) = (-i(x+j>) 3/2 ,e x+y ). 
du xu 2 -\-y 2 v du 2xyv — 4y 2 u — xyv 

dx 


2 (x 2 u + y 3 ) dy 


dv yu —xuv dv 


2 (x 2 u~yy 2> ) 
4xyu 2 + x 2 uv + 2y 3 v 


2 4 

x yu + y 


"7 'î ? 

dx x u + y dy 
4. (y—l)D 1 f(xy — x, x 2 +y) + 2xD 2 f(xy-x, x 2 +.y). 

i i+,/T\ / î 1 + y fï 

~ 2 ’ 2 


6. 4x + z + 4 — 0. 



8. a) 24; b) 6 7t. 

9. a) £/(x) = \k ln [x| 2 ; b) esfera con centro en el origen; 
d) —pz ; e)i/cln^4; /) (0, ±1,0). 

V38 


Pagina 321 


1. a) 6; c) 12. 


Paginas 340-341 


4. #) 0.00025. 


Pagina 347 


a) 


3 6 2 5 . 
1 2 > 


c) il e) \a 2 n\ g) $a 3 ; i) \ 


Pagina 352 


1. a) 1 ; c) 4 - • 


2 5 


«0 


L 2?^_L z>2/3_ 2 

c ^ 


2. a) 28; c) -fan \n-±Jï. 


Pagina 357 


«) 0; c) e) §«; #) i; /) 0; k) 20. 
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Paginas 363-364-365 


1. a) ; c ) ^0, ^ J ; e) (if > if)* 

2 a\ J ~ - 2 -§- / — ,_L_ • /A / — 1977— 2J.6. J — 5 1 2_ _l 99^- 

'*'• -*X 4 2 0? 20 ’ L / -T 1 5 > Â y 5 “ 

e) I x = \ab 3 n , — ^a 3 &7r. 

3. a) A = }n+}, M x = ff> M y = 0, I x = y + ift, /,, = ±7i-f, 

_ 44 \ 

x = 0, - 


44 y 

1571 + 10 / 


t — ÿ = 

? ^ 3 ? 20 > A \2 ? 


✓A J _ 1 A4 — M — ^ ï f . +- Ÿ — ( 9 9 

c ^ 3 ’ LY1 x lvl y 20 ’ l y 3 5 ’ A \20?20/? 

e) A =f, M x = V , M, = h h = W 1 ' ~ ~ 

4- «) c) e) 4^; <?) ZW-- 

11. = - — — [2a 2 w 3 h + 2b 2 wh 3 + 


6(a 2 + b 2 ) 

6 c 2 wh + 3 abw 2 h 2 + 6 acw 2 h + 6 bcwh 2 \ . 


Pâginas 368-369 

1. a) t 5 t ; c) 2n. 3. njl. 

Pâginas 372-373 

1. a) yf-rc; c ) tü 71 - 3. -§-|7t. 5. ^n. 

Pâginas 375-376 

1. a) i; c) fa 3 ; e) 1 3 g7i 2 + ln2. 

Pâginas 381-382 

a) c) f(7r-2); e) #) -^abc 2 . 


Pâginas 385-386 

1. a) 36; c) f cos 4 —y^ cos 10 — ff ; e) 1. 

2. a) \\na 3 ; c) J-tt; e) 

Pâginas 390-391 

1. a) %nabc. 3. I yz = ^na^bc, I zx = y^nab 3 c, I xy = yy nabc 
5. 12TT. 7. |æ 3 . 9. \nabc. 
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Paginas 393-394 


44+ 12tA 


1. a) (|,4); c) (3, 

\ 16 + 371 

1. a ) A , 1J2, 4 , liî; C ) /, _ 272 + 1'’», /, . 133.7. 3. 2#». 


■ 


Paginas 403-404 


1. a) 2 ^/ 2 ; b) e 4 —l; c) }a 2 ; d) 3/ 3 a 2 . 

2. a) — (e—2, e/2); b) (-*,$); c) (|, *); 

e — 1 



7 71 \ 
60 + 571/ 


243 


Æ) 2 0 

, , 15 625 

6 . a) - 


+ îy/2; 

lbs; 


b) 


7 2 9 
140 * 


4. 2a 4 —a 4 ln2. 


6) ^^lbs; c ) 100W ibs; 


d) 5000 k lbs. 


Pâginas 425-426 

1 . a) [abc]; c) .— - [( Zo + a 3 + b 3 + c 3 ) 5 ~(z 0 + a 3 + b 3 ) 5 - 

60a 3 b 3 c 3 

(z 0 + a 3 + c 3) 5 ~ ( z o + ^3 + c 3) 5 + ( z o + + ( z o + ^) 5 + 

(Zo + C 3 )— Zo ]• 

„ 45 522 

3. -. 

35 


Pâginas 441-442-443 

1. 3. -Mp-. 4. a) |a,b 2 —<* 2 ^il ; c ) H- 5. c) f. 

6. b) •§■ ko 2 senh 2. 7. c) 8na 3 ; e) ^-na 5 . 

Pâginas 447-448 

1 . a) fjta 2 ; c) 1271 — 9/3; e) / 3 -| 7 r; #) 

2. fl) (5 a/ 6 , 0); c) f " 2471 _+ — - , 0 ) ; e) (i tt, [ 7 t); 0 ) (]- 7 ta, 0). 

\48/3 —1671 / 

3. a) 3aVl28; c) a 4 (37t + 8)/96. 5. n/2. 7. -y<r- 

9. a) -(3 a —h) h 2 . 

3 
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Pagina 449 

1* 3. I xz = J yz = , 4 5 71(16-9^/3). 5. y 7 ia z b. 


Paginas 456-457 


1. a) 1,4,9, 16,25; c) -1, I, -1, 1,-1; 
4. a) (1,0); c) diverge. 5. a) 3. 


e) 2, 


3 

2 •> 


4 

3 ’ 


S 

4 


O 

5 * 


Paginas 461-462 

t. a) 2 ; c) 0; e) 0; c?) 0. 2, < 7 ) 1; r) 0. 

4. a) 0; c) 0 ; e) 0. 10. a) I; e) 0; e) 0. 

Paginas 466-467 

1. a) 00 ; c*) | ; — co; #) 00 . 3. a) 00 . 


Paginas 469-470 


3. 2. 5. a) \/2; c*) — \/2. 


Paginas 475-476 


1. ( 7 ) — 2, 2; c) — 00 , 00 . 

5. a) Um = — 00 , Tim s n = ce ; c ) Hm .s„ = - , Jim .v M = 

7~ — 22 

e) - s n = 0, lim 

11. lim — c/, lim ^ = b. 

Paginas 480-481 

3. a) mâx. = 8, min. = —8; c) mâx. = - 4 -, min. = 0; 
e) mâx. = 5, min. = —3. 

Paginas 487-488 

1. a) [ — 1,1]; c) < — 00 , co> ; e) < — go, oc). 11. Si, no. 


v 
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13* /„(*) = x, g„(x) = x + - . 

n 

Paginas 488-489 

1. Converge para |r| < 1, diverge para \r\ ^ I. 

2. a) ; c) — co ; e) 0. 

Pagina 496 

1. a) Converge af; c) diverge; e) converge a f. 

2. a) Diverge 9. No. 

Paginas 506-507 

1. a) Diverge; c) diverge; e) converge. 

4. a) Converge; c) converge; e ) converge. 

6. fl) Diverge; c) diverge; e) diverge; g) diverge; 

/) converge; k) diverge; m) converge. 

Pagina 512 

1. fl) n — 14 (comparando con £(§)*); 

c) n — 10 (comparando con S(^) fc ; e) n = 15; #) fl = 32. 

Paginas 516-517 

1. fl) 0.27; c) 0.692307. 3. a) î; c) 

Paginas 520-521 

1. fl) c) <— 1, 1>; e) <-.GO, 0>; g) <-oo,co>. 

Paginas 529-530 

x 2 x 2 

1* fl) 1+0 — — +0; c ) 1 + 0 H-+ 0; 

2 2 

e) 1 -(x— I) + (x — l) 2 - (x- l) 3 . 
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3. £ (~l) k+l -(x-l)\ 
k = 1 k 

oc . 

5. 0x fc , converge a /(x) solamente para x = 0. 

k~0 


Fâginas 536-537 


2. a) < —2,0); c) {()}; *) [1,3]. 


OÜ 


3. a) £ 


(-1 r , 


OC 


/c = o 5 


k + 1 


; c) X 


» 


*) I 


î 


0 

oc 


(-D 


* + 1 


k + i 


21c 


; 0 ) I 


3*2 


(- 0 * 


1 

3 


x 


4fc+ 2 


~o (2/c) ! ~o (2/c+l)! 

4. a) >-x , c) L 

i i n * A I A \ , j**. I " 


00 


Jc + 1 


2k + 1 . V" 1 ( 0 ..2/c 


/c = o (2/c+l)! (2/c + l) 


k = i (2 /c) ! 2 k 


Paginas 542-543 


1. 

2 . 


a) x + -^x 3 +, 3 0 x 5 + 


iô _ v 7 


a ; 


a ) i + Z 


(- 0*2 


6 3 
2 k - 1 


c) 


2k 


k — 1 


(2 K)! 


1 +X-jX 3 — ix 4 . 

4. a) 1 + |x 2 + x?x 4 + foX 6 


Paginas 543-544 

1. a) Converge; b) converge; c) diverge; d) diverge. 

2. 1.20. 3. [-2,4). 


Paginas 552-553 

1. a) c) (4 — 7r)/32; c) diverge; #) nj 4; /) 2 N 37r/9; 

2. a) -1; c) 2. 3. a) 1; c) f. 

Pâginas 561-562-563 

1. a) Diverge; c) converge; 

e) diverge a causa del comportamiento en x = -2; 

3. a) Converge; c) converge. 

5. a) Converge; c) converge. 


b) i. 


k) 7i/2 . 


converge 
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7. a) Converge; c) converge. 

8. a) Converge; c) converge. 9. 3a 2 n/ 4. 


Paginas 565-566-567 


1. a) —2 


(1 — y sen x) sen x dx; c ) cos (xy)dx; 

J ttt/2 

-v^ . P -x, , . .X JT .. -x f* 2 *>’ 


e) - (e>’ 2 - e~ yZ ) + 

y 


e xy dx; g) - y-2 


2 Jo y 4 - Kx 2 


7. y(x) = 2x+3. 9. v(x) = ax. 


Paginas 574-575-576 


3. F (y) — y 1 ln 2 y. 5. C(y) = arctan y. 




Pagina 580 

1. a) Comparando con x~ 2 , tômese b> s~ l ; 
c) comparando con x~ 3/2 , tômese b > 4e~ 2 ; 
e) comparando con x- 3 , tômese b > ( 2 ë)" 1/2 ; 

g) comparando con e x , tômese b > mâx { 1 , — Ine}. 

2. a) Comparando con x~ 1/2 , tômese Ô < ^e 2 ; 
c) comparando con x“ l/2 , tômese d' < ^e 2 . 

3. a) b — nn> (n/e,) 112 c) b — nn > e n/£ . 

Pâginas 581-582-583 

1. a) Diverge; b) \ ; c) \ ; J) ^arccos2/5; c) n/(2ab); f) 2. 

2. 7i. 3. %>J2. 

6 . a) Converge; b) converge; c) diverge; d) converge; 

e) diverge ( Sugerencia: véase problema 2, pâg. 561); /) converge. 

f* 7 

7. a) —2y sen (xy 2 ) dx ; £>) — cos (x — y) dx ; 

J o J 3 

"jr/y 2 

c) —2y sen (xy 2 )dx 4 - 2n/y 3 ; 

Jo 

"x 2 

d ) [ - y ( 3 ? - x ) 4 — 4( v - x) 3 ] «T 1 dy + 2 xe " * 3 (x 2 - x ) 4 . 

J * 
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8. —y 2 +j y 1 cos y 1 + sen y 2 . 

9. c) 6 ! ( — sen y 4- y -- y 3 + — y 5 

V 3! 5! 


Paginas 593-594 


1. a) / 4- sen + c; c) c + 


rt 


0 


e s ds. 


rx 


2. a) ln x; c) 10 + 


sen t 


dt . 


o t 


3. a) xtc; c) ninguna soluciôn. 

5. a) ce 2x ; c) ie x + ce~ 3x ; e ) ce ~ x + |(sen x — cos x); 
<?) 10/+3e -3 *~-2. 

7. a) 16/ 2 + 28/+19; c) 2/ — sen/. 

9. a) \/x 2 + c; c) \/1 — x 2 . 

11. a ) Solamente si a = 0; c) no. 


Paginas 598-599-600-601 


1. ce 3 '. 3. ce ht . 5. ce 3f + -g-c 3r . 

7. ce-*» + _L g*, 
a + b 


9. — xln|x| + cx. 11. jt 2 . 13. 1— e (1 ^ 2)/2 . 





't 

15. 

e~ w ds. 17. e" iï2 

2 + 

e w ds 


0 

_ * 

0 


19. x{t) = c,e r ,>>(/) = {c 2 + e x t)e t . 
21 . x(/) = (cj + c 2 /)e 2,r , >>(/) = c 2 e A,f 
25. Torio B 93.67%, Torio C 4.56%. 


23. 202.6 min. 
27. 24.5 min. 


29. ie 




4-f 2 

e d/ + c 


u */ 


o 


31. a) 115.5; c) 136. 


Paginas 606-607 


2. a) 2yj2 sen (0 + 3n/4). 


Paginas 616-617-618 


1. a) Jtj (/) — c, e 3f , x 2 (r) = c 2 e 2 '; 
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c) x,(7) = Cj e~ 2 ', x 2 (t) = (c,/ + c 2 )e' 2 '; 
e) x(t) = 10e 2 '-9e 3 ', v(/) = 5e 2 '; 
g) x^r) = ae~ 3 ‘, x 2 (t) = (2af + 6)e~ 3 '; 


O Xj(0 = c,e 21 ', x 2 (<) = 


a 2] C \ 


2 2 * . 


ex,, + c 


2 . 


À t — A 2 

k) x 2 (t) = c 2 e Xl ‘, x 1 (0 = (c 1 + a 12 c 2 t)e A " si Aj = X 2 y 
X!(J) = c, e Alt + a ‘ 2C - e 22 ' si A, # A 2 . 

A 2 — Aj 

a) A, = 2, A 2 s -3, v’ = Q,v 2 ^ 

O 2, , a 2 v =Q, v = 

e ) A 0 es un valor caracteristico doble y todos los vectores caracteristicos 




son de la forma 



? yo ^ o» 
/1 + 



g) ^ = l, A 2 =-6, v 2 

4. a) xj (/) — c î ^ r + 3r 2 e 2? , x 2 (0 = c 2 e 2t ; 

c) x(t) = e 2f [cj cos 2/+ 6*2 sen 2f], ^(/) — e 2r [( — c x — 2c 2 ) cos 2t + 
( 2 Cf — c 2 ) sen 2 t]; e) x(/)j= (2c 2 t + Cj)e 3t , +(/) - c 2 c 3f ; 

#) x (0 =: cos ^2' + v ; 2 sen y/zt, y{t) = ^2 sen ^2*; 

/) x(0 = [x 0 + (>’ 0 + ^x 0 )/c“ û/ , >>(/) = [y 0 -(yo + axQ)<*t]e~ at ; 

&) x(r) = /c -2 ', >>(/) — f/ ,2 c“ 2/ . 

5. £>) x(oo) = -, y (co) — 


a + b 


a-y b 


c) contiene el punto (x(oo), _y(oo)). 

1. a) x(t) = Cf e~* + c 3 e 2t , y{t) ~ c 2 e~ { + c 3 e 2t , z(t) 
-(c, + c 2 )e~' + c i e 2 '. 


Paginas 622-623-624 

1 . a) c [ e t + c 2 e ~ t ; c) e'faf cos y f2t + b l sen y/2t)\ e) c { +c 2 e~ x!z 

2. a) 5senh2/; c) x 0 +^x 0 — ji 0 r 3/ ; e) e~ 2î (2 cos / + 4 sen /). 

8. a) c 1 r 2 + 6’ 2 /'; c) c, +c 2 In/. 

9. a) Cf e~ r + 6*2 c 3r/2 ; c) 10 - 8 cosl0 7 /. 


Paginas 630-631 

4. a) x(r) = i^-i(l+2/)c~ ï , >*(0 - ^ , + i(2/-l)e' , ; 
6 *) x(f) = -c 2r + 2 + ^r 2 +-^/ 3 , y(r) = c 2f + 2 + 2? 3 . 
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Paginas 634-635-636-637 

1. a) ± e - 2t -3e- t + \~2î + ±t 2 • c ) - le"' 12 ~ie~ 3t + j + ic“' ; 
e) x 0 cos et H— x 0 sen et H-- | c r — cos et — - sen cm ; 

c !+c 2 V c J 

g) 0 para / < 0 , \{e ~ l cos / + /- 1 ) para 0 < t < 1 , 
i[<? _r cos t-e l ” f cos (/— 1 )+ 1 ] para ] ^ t. 

4. cr) 0 para t < 0, 1 - cos t para 0 < t < 1, I - cos 1 para 1 ^ ; 

c) 0 para t < 0 , 1 — cos î para 0 < t. 

6 . û) 0 para î < 0 , -c" r -f ^c“ 2 ' +1 para 0 ^ t < 1 , 

c 1 ~ + I(c~ 2f — c 2(1 ~ f) ) para 1 

c) 0 para î < 0 , -e~ f + \e~ 2t + £ para 0 < t . 


Paginas 642-643 


1. a) 


x(0 = p(/)-> ? (r- 1) donde >(?) - 0 para t < 0 y 

.KO - l + 9T(e" lo, -100e‘ ,/10 ) para 0 ^ ?, x(f) = j>0) — 3>(/— 1 ) 


donde y(t) — 0 para t < 0 y y(t) = — (e 

9.9 


t/l ° — e l0r ) para 0 ^ t. 


2. a) x(t) = y(t) — >’(/ — y) donde y{ 0) = 0 para KO y 
y(î) = 5 + yô"C _5r para 0 </. 

3. a) x(0) = 0 para / < 0 y x(t) = yfg-(9e“ 4 '~4e - 6 '4- 12 r- 5 )para 0 < t\ 
c) x(t) — y(t)-2y(t~\) + y(t-2) donde y{t) es la respuesta del 
problema 3 a. 

7. a) x(t) = 3^(8 cos 3 /-h 12 sen 3/), y(t) = ^(~2{) cos 3/ + 48 sen 30; 
c) x(t) = g-(cos 2t — 2 sen 2/) — -^ sen 3/, 
y(t) = ^ cos 2 1 + ,4 ( — 3 cos 3 1 4- sen 3 1 ); 
e) g- 5 (6 cos t -f 7 sen f) + r ^- 5 -(6 cos 3 / — 7 sen 3 1 ). 


Paginas 653-654 

1. a) Punto de ensilladura; c) nodo estable; 
e) foco inestable; g) foco estable. 

4. - f(25 — cd 2 ) cos cot-h 3œ sen ait] ; 

ro 4 ~-41cu 2 + 625 

c) x(t) = j(cos t -f sen t) = —y(t). 

5. a) j para co = 0; 

c) 10 3 [a> 0 2 -f 10 8 (16 — oj 0 2 ) 2 y 1/2 ^ 4 x 10 3 para 

u) 0 = 5 x 10" 5 t64 x 10 8 — 2] 1/2 a 4. 
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Paginas 665-666-667 


2. a ) v — 3. 

3. a) [91 2 x 10 6 + 225] _1/2 [91 x 10 3 cos 3/+15 sen 3/] ; 

c) a[(36 — co 2 ) 2 + 16 2 oj 2 ] - 1 [(36 — w 2 ) cos ojt+ 16a) sen < 2 ;/] ; 

1 

e) — cos 10/ H-fO.225 cos 30/ + 200 sen 30/] ; 

640,000.81 

g) [oj 2 {tû 2 — 14) 2 + (8-7aj 2 ) 2 ]" 1 x [œ(œ 2 - 14) cos (8-7&> 2 ) sen cot ]. 

4. a) (cj+c 2 /)c" 2r - T l ô(4 cos 3/-3 sen 3/)c~ r ; n 

c) Ci e _5r + c 2 e 2 ' + fl[(co 2 + 10) 2 +9 co 2 Y 1 [3a> sen œt-(œ 2j r 10) x cos œt\. 

5. a) 2.32x10~ 2 £; c) 10~ 5 £\ 

7. £ 2 = — , tômese a tan grande como sea posible. 

4 a 


Paginas 674-675 

1. a ) x xy y — c ; c ) ]■ x — — = c * 

x 

c) x 3 j 2 + 3xsen v = c; #) y = c + \ f a 2 — x 2 . 

3. a) x + = c> ?2 ; c) e JC (xy 2 +j> 4 ) = c. 

5. fl) xy = c { ; c) x 2 + 0> —c) 2 = c 2 ; e) x 2 +y 2 -\nx 2 = c. 

Pâginas 682-683 

1. a) c) 0. 2. a) 1; c) 1. 3. — 

4. fl) — -p 2 ; c) 5. a) I ; c) 0. 9. 0. 

10 . a) — x 3 y 2 + 3xy 2 ; c) no conservativo. 


Pâginas 699-700-701 

7. 1.90. 


Pâginas 706-707 

1. a) ie~ 2, + $t 2 -$t + i; c ) e-\n. 

2 . C) X 2 (f ) = + + -Qjt 2 i 

C ) x 3 (d = t-t 2 +$t 3 -t*+îi 5 -$t b +-£ s r, 

y 3 ( 1 ) = 1 -t+t 2 -it 3 + ^! 4 . 
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Paginas 715-716 


t t 

1 • 71 1 + — H- — + 

3! 4! 

4. a) y{x) = -2 + i(x-l) + T ^(*-l) 2 + ^(x-Ï) 3 + ... ; 
c) x(/) = / l 4-|/‘'+3-/ 3 H-..., y (/) = 1 + £ — -^t 3 — ... ; 

e) x (/) = 2 + 3/ + ^-f 2 + 3/ 3 + ..., jf( 0 — 2H-6/-f-9/ 2 4- t 3 4~ 

5 . 1 — 2k-\-X. 


Pagina 719 



5. 


a) x n = 1, 1.1, 1.245, 1.427, 1.649, 1.915; 
c) y n - 0, 0.1, 0.222, 0.362, 0.521,0.702; 

e) Xn = I, 1.4, 1.88, 2.18, 2.22, 2.22, y n = 2, 1.8, 1.37,0.82,0.48,0.32. 
a) x n = 0, 0.1,0.199, 0.285, 0.380, 0.470, 0.556, 0.636, 0.710, 0.777, 0.836; 
c) y n = 0, 0.1, 0.222, 0.363, 0.523, 0.705. 
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Paginas 746-747 

4. a) ^(x) = -ie(-3+ 105x+ 15x 2 -175x 3 ) + ie-’(33-765x- 105x 2 + 

1295x 3 ), £ 3 2 = -90 e 2 + 1331 -4921 e~ 2 « 0; 
c) j 3 (x) = l7r + |(3-7t)x(3x 2 -l), £ 3 2 = —22 + -^-* - ^7 î 2 »0.001. 

5 . a) 2.01, 1.575, 1.335, 1.179; c) 1.439,0.706,0.434,0.300. 
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